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第 四 版 编者 序言 





在 《量子 力学 》 目 前 的 第 四 版 中 ,改正 了 在 第 三 版 中 已 发 现 的 错误 和 不 受 之 
处 ,对 几 个 例题 也 作 了 一 些 修正 和 补充 。 
我 感谢 所 有 提出 意见 的 本 书 读者 。 


.II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 
1988 年 5 月 





本 卷 前 一 版 是 我 和 我 的 老师 朗 道 共同 工作 的 最 后 一 本 书 。 我 们 所 作 的 修改 
和 扩充 很 可 观 ,影响 到 每 一 章 。 

对 这 第 三 版 ,所 需 的 修改 自然 少 得 多 ,但 也 增添 了 不 少 新 材料 ,包括 更 多 的 
例题 ,补充 了 一 些 日 益 显得 重要 的 早期 结果 和 近期 研究 。 

朗 道 对 理论 物理 的 惊人 理解 力 往往 使 他 无 需 参 考 原 始 文献 ,他 能 用 自己 的 
方法 导出 结果 。 这 可 能 是 我 们 的 书 中 为 什么 不 列 出 其 他 作者 的 一 些 必 要 参考 文 
献 的 一 个 原因 ,在 本 版 中 ,我 尝试 尽量 地 列举 这 些 文献 。 在 我 们 描述 属于 朗 道 本 
人 未 曾 发 表 的 一 些 结果 或 方法 之 处 ,我 还 增 尝 了 关于 朗 道 本 人 工作 的 一 些 参考 
文献 。 

正如 修订 《理论 物理 学 教程 ) 其 它 几 卷 时 一 样 ,我 得 到 了 许多 同事 的 帮助 ， 
他 们 告诉 我 前 版 处 理 中 的 不 足 之 处 或 者 应 予 增添 的 新 材料 。( 余 略 ) 对 所 有 这 
些 , 我 表示 赴 心 的 感谢 。 

本 卷 的 整个 修订 工作 ,是 在 和 1. 贡 . 皮 塔 耶 夫 斯 基 密 切合 作 中 完成 的 。 我 
结识 了 这 位 出 身 于 同一 朗 道学 派 并 受 科 学 服务 的 同样 理想 鼓舞 的 同事 , 甚 感 
有 幸 。 


E. M, 粟 弗 席 效 
1973 年 11 月 ,莫斯科 


第 一 版 序言 摘录 





《理论 物理 学 教程 ) 的 这 一 卷 是 讲述 量子 力学 的 。 由 于 量子 力学 的 相关 内 
容 十 分 溶 繁 ,我 们 把 它 分 成 两 个 部 分 。 已 出 版 的 第 一 部 分 是 非 相 对 论 理论 ,而 相 
对 论 理论 将 放 在 第 二 部 分 。 

关于 相对 论 理 论 ,我们 是 按 它 的 最 广泛 的 意义 去 理解 ,是 指 所 有 实质 上 与 光 
速 有 关 的 量子 现象 的 理论 。 其 中 不 仅 包括 狄 拉克 的 相对 论 性 理论 及 相关 问题 ， 
而 且 包 括 全 部 辐射 的 量子 理论 。 

在 本 书 中 ,和 量子 力学 的 基础 内 容 一 起 还 讲述 了 量子 力学 的 大 量 应 用 。 应 
用 的 数量 远 比 通常 量子 力学 教材 为 多 。 我 们 只 是 没有 收入 一 类 应 用 问题 ,讨论 
这 类 问题 必须 同时 分 析 有 关 的 实验 数据 ,这 显然 超出 了 本 书 的 范围 。 

讲述 具体 问题 时 我 们 力求 全 面 ,在 引用 原始 文献 时 只 限于 指出 其 作者 。 

和 前 几 卷 一 样 , 在 讲述 一 般 问题 的 时 候 , 我 们 尽 可 能 把 理论 的 物理 实质 以 及 
在 这 个 基础 上 所 建立 的 数学 工具 讲解 清楚 。 特 别 是 在 本 书 的 前 几 节 中 ,在 阐述 
量子 力学 算 符 的 一 般 性 质 时 ,就 采用 了 这 种 讲法 。 

和 一 般 采 用 的 讲法 不 同 ,我 们 不 是 从 线性 算 符 的 数学 理论 出 发 ,而 是 从 面临 
的 物理 问题 出 发 ,引导 到 数学 上 的 需要 ,提出 算 符 和 本 征 函 数 。 

必须 指出 ,和 原始 文献 相 比 , 许 多 量子 力学 教程 讲 得 过 于 复杂 。 这 种 复杂 化 
的 一 般 理由 虽然 是 为 了 普遍 化 和 严格 化 ,但 是 仔细 研究 后 不 难看 出 ,这 种 做 法 实 
际 上 往往 是 一 种 空想 ,这 些 “ 严 格 "理论 往往 不 少 是 错误 的 。 

既然 复杂 化 的 阐述 我 们 认为 根本 不 恰当 ,我 们 就 力求 简洁 并 且 更 多 地 回 到 
原始 文献 。 

为 了 不 打 断 论述 的 连续 性 , 尽 可 能 不 把 注意 力 转移 到 纯粹 的 计算 方面 ,我 们 
把 某 些 纯粹 的 数学 知识 放 到 书 末 的 “数学 附录 "中 ,以 备 参考 。 


克 . 瑟 . 朗 道 
E. M. 标 弗 席 兹 
1947 年 5 月 ,莫斯科 
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$1 不 确定 性 原理 


每 当 我 们 试用 经 典 力学 和 经 典 电动 力学 阐释 原子 现象 时 ,总 会 得 出 与 实验 
有 明显 矛盾 的 结论 . 最 明显 的 例子 ,是 把 通常 的 电动 力学 用 于 电子 绕 原子 核 作 经 
典 轨道 运动 的 原子 模型 . 当 电 子 作 这 种 运动 的 时 候 , 它 和 任何 带电 粒子 的 加 速 运 
动 一 样 , 会 不 断 地 辐射 电磁 波 . 由 于 这 种 辐射 ,电子 便 会 丧失 能 量 ,这 将 使 它 最 终 
沙 和 原子核 中 . 故 按 经 典 电动 力学 看 来 ,原子 是 不 稳定 的 ,但 这 与 事实 完全 不 符 . 

理论 与 实验 之 间 如 此 深刻 的 矛盾 ,表明 有 必要 建立 一 种 适用 于 原子 现象 
( 即 质量 极 小 的 一 些 粒子 在 极 短 间距 内 所 发 生 的 现象 ) 的 理论 ,需要 根本 改变 基 
本 的 物理 概念 和 定律 . 

为 方便 计 ,我 们 拿 实验 上 观察 到 的 电子 衍射 现象 @, 作 为 阐明 这 种 根本 改变 
的 出 发 点 . 当 一 均匀 电子 束 穿 过 一 块 晶体 时 ,发现 出 射 波 呈 现 一 种 强 弱 交替 的 图 
样 , 完 全 类 似 于 电磁 波 衍 射 中 所 观察 到 的 衍射 图 样 ,由 此 可 见 , 在 一 定 的 条 件 下 ， 
粒子 (此 例 中 为 电子 ) 的 行为 中 会 表现 出 属于 波动 过 程 的 特征 . 

这 种 现象 与 习 常 的 运动 观念 之 间 的 矛盾 ,究竟 尖锐 到 什么 地 步 , 最 好 用 以 下 
的 假想 实验 说 明 , 它 是 晶体 的 电子 衍射 实验 的 一 种 抽象 化 . 设想 有 一 块 电 子 不 能 
穿 透 的 屏 板 , 板 上 开 有 两 道 狭 锋 . 让 电子 束 @ 通 过 其 中 的 一 个 狭 缝 ( 遮 住 男 一 
个 ) , 则 在 狭 缝 后 放置 的 连续 幕 上 可 以 得 到 某 一 强度 分 布 图 样 ;应 用 同样 的 方 
法 , 遮 闭 第 一 个 狭 锋 并 打开 第 二 个 ,可 得 另 一 个 图 样 . 现在 让 电子 束 同 时 通过 这 


外 ”电子 术 射 现象 实际 上 是 在 量子 力学 建立 以 后 才 发 现 的 但 在 我 们 的 论述 中 ,我 们 不 去 拘泥 于 理 
论 的 历史 发 展 顺序 ,而 是 尽量 采用 这 样 的 讲法 ,使 得 量子 力学 的 基本 原理 与 实验 现象 之 间 的 联系 表达 得 
最 为 清楚 . 

@ ”假定 粒子 束 是 如 此 稀 杖 ,以 致 粒子 间 的 相互 作用 可 以 略 去 不 计 . 
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两 个 狭 缝 ,我们 根据 通常 的 经 典 观念 ,一 定 会 设想 所 得 的 图 样 不 过 是 原先 两 个 图 
样 的 简单 一 合 :因为 每 一 个 电子 都 沿 自己 的 轨道 运动 ,只 通过 狭 缝 之 一 ,而 不 会 
影响 正在 通过 另 一 个 狭 颖 的 电子 . 可 是 ,电子 衍射 现象 表明 ,由 于 干涉 作用 ,我 们 
所 得 的 衍射 图 样 实际 上 并 不 等 于 每 一 个 单 狭 缝 所 分 别 给 出 的 那 两 个 衍射 图 样 之 
和 . 十 分 明显 ,这 个 结果 无 法 与 电子 的 轨道 运动 观念 相 协调 . 

因此 ,统辖 原子 现象 的 力学 一 一 量子 力学 或 波动 力学 一 一 必须 建立 在 与 经 
典 力学 根本 不 同 的 运动 观念 的 基础 之 上 . 量子 力学 中 并 不 存在 粒子 轨道 之 类 的 
概念 . 这 就 构成 了 1927 年 双 . 海 森 伯 所 发 现 的 量子 力学 基本 原理 之 一 所 谓 不 
确定 性 原理 的 主要 内 容 . 

从 抛弃 经 典 力学 的 习 常 观 念 这 一 角度 来 讲 , 不 确定 性 原理 的 内 容 也 许可 以 
说 是 消极 的 . 诚然 ,这 个 原理 本 身 ,还 不 足以 作为 建立 新 的 粒子 力学 的 基础 . 这 样 
一 种 新 的 理论 , 自 应 建立 在 若干 积极 论断 的 基础 上 ,这 将 在 以 后 ( $2) 讨论 .但 
是 ,为 了 能 够 表述 这 些 论断 起 见 ,我 们 有 必要 首先 弄 清 量子 力学 所 面临 的 问题 的 
提 法 .为 此 ,我 们 先 来 考察 一 下 量子 力学 和 经 典 力学 内 在 关系 间 的 特殊 性 质 . 

凡是 一 个 更 为 普遍 的 理论 ,往往 可 用 完整 的 逻辑 形式 表述 出 来 ,并 且 独 立 于 
那些 作为 它 的 极限 情形 的 较 窄 理论 . 例如 相对 论 力学 可 以 建立 在 自己 的 基本 原 
理 的 基础 上 ,无需 参考 牛顿 力学 . 可 是 , 当 我 们 表述 量子 力学 的 基本 概念 时 ,原则 
上 却 不 能 不 用 到 经 典 力学 . 一 个 电子 @ 没 有 确定 的 轨道 ,这 一 事实 本 身 意味 着 这 
个 电子 也 不 会 有 其 它 什么 动力 学 标志 @. 于 是 就 很 清楚 ,对 于 一 个 只 包含 量子 客 
体 的 系统 来 讲 , 势 必 完 全 不 可 能 建立 起 任何 逻辑 上 独立 的 力学 .对 电子 运动 作出 
定量 描述 的 可 能 性 ,要 求 同 时 存在 一 些 物理 客体 ,这 些 物理 客体 在 足够 精确 的 范 
围 内 服从 经 典 力 学 . 如 果 一 个 电子 和 这 样 的 “经 典 客体 " 相 作用 ,后 者 的 状态 一 
般 讲 来 会 有 所 变化 . 这 一 变化 的 性 质 及 大 小 依赖 于 电子 的 状态 ,从 而 就 可 以 用 来 
定量 描述 电子 的 状态 . 

因而 ,“ 经 典 客体 "通常 称 为 仪器 , 它 和 电子 的 作用 就 称 为 测量 . 但 是 有 必要 
强调 指出 ,我 们 在 这 里 根本 没有 讨论 物理 观测 者 所 参与 的 “测量 ”过程 . 量子 力 
学 中 所 谓 的 测量 ,我 们 总 是 把 它 理 解 为 与 任何 观测 者 无 关 的 发 生 于 经 典 客体 和 
量子 客体 之 间 的 任 一 相互 作用 过 程 . 测量 概念 在 量子 力学 中 的 重要 性 是 由 N. 玻 
尔 所 阐明 的 . 

我 们 已 把 “仪器 "定义 为 在 足够 精确 范围 内 服从 经 典 力学 的 一 个 物理 客体 . 


加 值得 指出 ,量子 力学 的 完整 数学 表述 ,是 在 不 确定 性 原理 发 现 之 前 ,由 双 . 海 森 伯 和 下. 薛 定 兽 在 
1925 一 1926 年 间 建 立 起 来 的 ,不 确定 性 原理 体现 了 这 一 数学 表述 的 物理 内 容 - 

加 为 简便 计 , 在 本 节 及 以 后 各 节 中 ,凡是 讲 到 “一 个 电子 "的 地 方 ,可 以 一 般 地 理解 为 一 个 具有 量子 
特性 的 任何 客体 , 即 指 不 服从 经 典 力学 而 服从 量子 力学 的 粒子 或 粒子 系统 - 

图 我 们 所 指 的 是 标志 电子 运动 的 那些 量 ,而 不 是 指标 志 粒 子 本 身 的 电荷 .质量 等 等 参量 - 
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例如 一 个 质量 足够 大 的 物体 . 但 不 能 因此 认为 仪器 必然 是 宏观 的 . 在 一 定 条 件 
下 ,微观 客体 也 能 起 部 分 仪器 的 作用 ,因为 “具有 足够 的 精确 度 " 这 一 概念 取决 
于 所 涉及 的 具体 问题 . 例如 威 耳 逊 云 室 中 的 电子 运动 ,可 用 它 所 遗留 的 云 迹 来 观 
察 , 这 种 云 迹 的 粗细 远大 于 原子 尺度 ; 当 用 这 样 低 的 精确 度 确定 轨道 时 ,电子 完 
全 是 一 个 经 典 客体 . 

由 此 可 见 , 量 子 力学 在 物理 理论 中 占有 一 个 很 不 平常 的 地 位 ; 它 把 经 典 力学 
作为 一 种 极限 情形 而 包含 在 内 ,但 在 它 的 自身 表述 中 ,同时 又 需要 这 一 极限 
情形 . 

现在 可 以 来 表述 一 下 量子 力学 问题 的 提 法 . 一 种 典型 的 问题 是 :用 前 次 测量 
的 已 知 结果 ,去 预 断 下 一 次 的 测量 结果 . 除 此 以 外 ,我 们 以 后 将 看 到 ,量子 力学 中 
的 各 种 物理 量 ( 例如 能 量 ) 所 能 采取 的 数值 , 即 作为 该 量 的 测量 结果 所 能 得 到 的 
数值 ,它们 的 值 域 和 经 典 力学 相 比 一 般 讲 来 是 受 限制 的 . 量子 力学 方法 必须 告诉 
我 们 怎样 来 确定 它们 的 各 种 允许 值 . 

量子 力学 中 的 测量 过 程 具 有 一 种 十 分 重要 的 特性 : 它 总 是 要 影响 到 被 测 的 
电子 ,并 且 在 给 定 的 测量 精确 度 范围 内 ,原则 上 不 可 能 使 这 种 影响 变 得 任意 小 . 
测量 得 愈 精确 , 它 所 给 予 的 影响 就 愈 大 ,只 有 在 精确 度 极 低 的 测量 中 ,被 测 客体 
所 受 的 影响 才能 很 小 . 测量 的 这 种 性 质 , 逻 辑 上 是 由 于 电子 的 动力 学 标志 仅仅 作 
为 测量 本 身 的 结果 才能 表现 出 来 ;十 分 明显 ,如 果 测 量 过 程 对 客体 的 影响 可 以 任 
意 地 小 ,这 就 意味 着 被 测 的 那个 量 本 身 具 有 一 个 和 测量 无 关 的 定 值 . 

在 各 种 测量 中 ,电子 的 坐标 测量 具有 基本 的 意义 . 在 量子 力学 的 适用 限度 
内 ,对 一 个 电子 所 施行 的 坐标 测量 0 总 是 可 以 达到 需要 的 任何 精确 度 . 

现在 假定 对 一 个 电子 的 坐标 相继 测量 了 许多 次 ,每 次 相隔 的 时 间 固定 为 
At. 这 些 测量 结果 ,一 般 讲 来 ,并 不 位 于 一 条 光滑 的 曲线 上 . 而 是 相反 ,测量 得 愈 
精确 ,这 些 结果 会 变化 得 愈 不 连续 愈 不 规则 ;正好 和 电子 不 存在 轨道 的 概念 相 一 
致 . 只 有 在 极为 粗略 地 测量 电子 坐标 的 情形 下 ,例如 ,在 威 耳 逊 云 室 中 根据 蒸气 
凝 成 的 液 滴 确 定 电子 坐标 的 情形 下 , 才 会 得 到 一 条 相当 光滑 的 轨道 . 

现在 让 测量 的 精确 度 保持 不 变 , 我 们 把 测量 之 间 的 时 间 间 隔 At 加 以 缩短 ， 
那么 , 相 邻 的 测量 当然 就 会 给 出 坐标 的 相 邻 值 . 一 系列 相继 测量 之 后 所 得 的 结 
果 , 虽 然 都 会 落 到 某 一 很 小 的 空间 范围 内 ,可 是 它们 将 在 这 个 区 域内 毫 无 规则 地 
分 布 着 ,并 不 位 于 任 一 光滑 曲线 上 . 特别 是 At 趋向 于 零 时 ,相继 测量 的 结果 完全 
不 趋 于 同一 直线 上 . 

这 种 情况 表明 ,量子 力学 中 并 不 存在 经 典 意义 下 的 粒子 速度 概念 ,经 典 的 粒 


外 我 们 再 强调 一 遍 ,所 谓 "施行 测量 "是 指 一 个 电子 和 一 个 经 典 * 仪 器 "的 相互 作用 ,丝毫 也 没有 预 
设 外 界 观测 者 的 存在 
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子 速 度 , 就 是 指 两 个 时 刻 的 坐标 之 差 除 以 这 两 个 时 刻 的 时 间 间 隔 At 后 当 At 趋 
向 于 零 时 所 得 的 极限 . 不 过 ,以 后 我 们 会 看 到 ,量子 力学 中 可 以 建立 一 个 合理 的 
定义 ,用 来 表示 某 一 给 定时 刻 的 粒子 速度 ,并 且 当 量子 力学 转向 经 典 力学 时 ,这 
个 速度 也 随 之 转 为 经 典 的 速度 . 可 是 ,在 经 典 力学 中 ,一 个 粒子 在 任 一 给 定时 刻 
可 以 同时 具有 确定 的 坐标 和 确定 的 速度 ,而 在 量子 力学 中 ,情况 则 完全 不 同 . 如 
果 测 量 结果 发 现 电子 具有 确定 的 坐标 ,那么 , 它 就 不 可 能 同时 具有 任何 确定 的 速 
度 .反之 ,具有 确定 速度 的 电子 ,就 不 可 能 具有 确定 的 空间 位 置 . 事实 上 ,坐标 和 
速度 的 同时 存在 就 意味 着 一 条 确定 轨道 的 存在 ,这 正 是 电子 所 没有 的 . 由 此 可 
见 , 在 量子 力学 中 ,一 个 电子 的 坐标 和 速度 是 两 个 不 能 同时 确切 测量 的 量 , 也 就 
是 两 个 不 能 同时 具有 定 值 的 量 . 我 们 也 可 以 说 ,电子 的 坐标 和 速度 是 两 个 无 法 同 
时 存在 的 量 . 以 后 我 们 还 要 导出 一 个 定量 的 关系 式 , 用 来 判断 坐标 和 速度 同时 进 
行 非 精确 测量 的 可 能 性 . 

在 经 典 力学 中 ,物理 系统 的 完全 描述 是 通过 某 一 时 刻 给 定 其 中 的 全 部 坐标 
和 速度 来 实现 的 .运动 方程 根据 这 些 初始 条 件 就 可 以 完全 确定 系统 此 后 所 有 时 
刻 的 行为 . 而 在 量子 力学 中 这 种 描述 在 原则 上 是 不 可 能 的 ,因为 坐标 和 与 其 相应 
的 速度 不 可 能 同时 确定 . 于 是 ,量子 系统 的 状态 是 用 远 比 经 典 力学 为 少 的 数值 描 
写 的 . 这 就 是 说 ,对 量子 系统 的 状态 的 描写 不 如 经 典 系统 那样 详细 . 

由 此 得 出 关于 量子 力学 所 能 作出 的 预言 的 性 质 的 一 个 非常 重要 的 结论 :和 
经 典 力学 的 描述 能 够 准确 地 预言 系统 此 后 的 运动 相 比 ,量子 力学 对 力学 系统 的 
描述 是 不 够 详细 的 ,显然 做 不 到 像 经 典 力 学 那样 . 这 就 是 说 ,即使 电子 处 于 一 个 
描述 得 最 完全 的 态 中 ,在 以 后 的 时 刻 它 的 行为 在 原则 上 也 是 不 唯一 的 . 因此 量子 
力学 对 于 电子 此 后 的 行为 不 可 能 给 出 确切 的 预言 . 处 于 给 定 起 始 状 态 的 电子 ,此 
后 对 它 进行 测量 时 可 以 得 出 各 种 各 样 的 结果 . 量子 力学 的 任务 只 是 给 出 测量 得 
到 这 一 结果 或 那 一 结果 的 概率 . 当然 ,在 有 的 情况 下 测量 得 到 某 一 结果 的 概率 可 
能 等 于 1 ,这 时 过 渡 到 确定 性 ,这 一 测量 结果 是 单 值 的 

量子 力学 中 所 有 的 测量 过 程 可 以 分 成 两 类 . 其 中 有 一 类 居多 数 ,这 类 测量 不 
管 系统 处 于 什么 状态 ,都 不 能 测 得 唯一 的 肯定 结果 . 另外 一 类 测量 , 它 的 每 一 种 
可 能 结果 都 能 从 某 种 相应 状态 中 肯定 地 测 得 . 后 一 类 测量 在 量子 力学 中 占有 重 
要 的 地 位 , 称 为 可 以 预 断 的 测量 . 由 这 种 测量 所 确定 的 状态 , 它 的 定量 标志 称 为 
量子 力学 中 的 物理 量 . 如 果 在 某 一 态 中 , 某 种 测量 总 是 给 出 唯一 的 肯定 结果 ,我 
们 就 说 该 态 中 相应 的 物理 量具 有 定 值 . 今后 我 们 对 “物理 量 "一 词 ,总 是 理解 为 
此 处 所 指 的 含义 . 

今后 我 们 一 再 会 看 到 ,量子 力学 中 远 非 任意 一 组 物理 量 都 能 同时 测量 , 即 都 
能 同时 具有 定 值 . 我们 早已 讲 过 一 个 例子 ,就 是 一 个 电子 的 坐标 和 速度 ,在 量子 
力学 中 起 着 巨大 作用 的 是 具有 下 述 性 质 的 一 组 物理 量 :这 组 量 能 够 同时 测量 ,并 
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且 当 它们 同时 具有 定 值 的 时 候 , 再 也 没有 别 的 物理 量 (只 要 不 是 这 一 组 量 的 函 
数 ) 能 在 该 态 中 再 具有 定 值 ,我 们 把 这 样 的 一 组 物理 量 称 为 一 个 完全 集合 . 

电子 状态 的 任何 描述 全 都 来 自 某 种 测量 结果 . 现在 来 讲 一 下 量子 力学 中 对 
一 个 状态 进行 完全 描述 的 含义 . 完全 描述 的 态 是 由 物理 量 的 某 一 完全 集合 同时 
测量 的 结果 所 产生 的 . 根据 这 样 的 测量 结果 ,我 们 就 能 确定 下 一 次 任何 测量 中 各 
种 所 得 结果 的 概率 ,并 与 首次 测量 (完全 测量 ) 之 前 电子 的 历史 无 关 . 

今后 ( $ 14 除外 ) 我 们 总 是 把 一 个 量子 系统 的 状态 理解 成 为 这 种 完全 描述 
的 态 . 
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量子 力学 中 的 运动 概念 和 经 典 力学 相 比较 有 了 根本 性 的 改变 ,当然 ,这 就 要 
求 理 论 的 数学 表述 作出 同样 的 根本 改变 . 对 此 ,我 们 必须 首先 考虑 量子 力学 中 态 
的 描述 方法 . 

我 们 用 4 表示 量子 系统 坐标 的 集合 ,用 dg 表示 这 组 坐标 的 微分 的 乘积 . dq 
通常 称 为 该 系统 位 形 空间 中 的 一 个 体积 元 ;对 单 粒子 来 讲 ,dg 等 同 于 普通 空间 
中 的 一 个 体积 元 dV. 

量子 力学 的 数学 表述 基于 这 样 的 一 个 命题 :在 某 一 给 定时 刻 ,一 个 系统 的 状 
态 可 以 用 一 个 确定 的 坐标 函数 到 (49) (通常 为 复 函数 ) 来 描述 . 这 个 函数 的 模 量 
平方 确定 了 坐标 值 的 概率 分 布 : 对 系统 进行 坐标 测量 时 ,测量 所 得 诸 值 处 于 位 形 
空间 的 dq 体积 元 内 的 概率 等 于 1w1*dg. 到 函数 称 为 该 系统 的 波 函 数 〇 . 

知道 波 函 数 后 ,我们 还 能 在 原则 上 算出 任何 其 它 测量 (不 一 定 是 坐标 测量 ) 
结果 的 概率 . 所 有 这 些 概率 都 可 由 歼 和 更 的 双 线 性 表 式 所 确定 . 这 种 表 式 的 最 
一 般 形式 为 


J] ¥ (0) C0),9) dgdg’, (2.1) 


其 中 的 (9,q) 函数 依赖 于 测量 的 结果 及 性 质 , 积 分 则 遍及 整个 位 形 空间 . 坐标 
值 的 概率 式 Ww" 本身, 也 是 属于 这 种 类 型 的 一 个 表 式 @. 

一 般 讲 来 ,系统 的 状态 及 其 波 函 数 会 随时 间 变化 . 在 这 种 意义 下 , 波 函 数 也 
可 以 看 成 是 时 间 的 函数 .如 果菜 一 起 始 时 刻 的 波 函 数 是 已 知 的 ,那么 ,根据 状态 
的 完全 描述 这 一 概念 本 身 所 具 的 含义 ,在 原则 上 可 确定 此 后 每 一 时 刻 的 波 函 数 . 
波 函 数 对 时 间 的 具体 依赖 关系 ,将 由 以 后 导出 的 方程 式 来 确定 . 


外 波 函 数 是 由 薛 定 得 于 1926 年 首先 引入 量子 力学 的 . 
国 (2.1) 式 中 当 由 (9,9') =5(9-g)5(94'-9o) 时 可 得 更 (go) 更 "(9go) ,其 中 的 5 代表 后 面 $5 中 定 
义 的 德 耳 塔 函数 ;go 为 我 们 欲求 其 概率 的 一 组 坐标 值 . 
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根据 定义 ,一 个 系统 的 各 种 可 能 坐标 值 的 概率 总 和 必须 等 于 1. 故 1y1? 对 
整个 位 形 空间 的 积分 结果 必须 等 于 1: 
JPde =1. (2.2) 


这 个 等 式 称 为 波 函 数 的 归 一 化 条 件 . 如 果 11? 的 积分 是 收敛 的 ,那么 ,只 要 适当 
选择 函数 下 前 的 常数 系数 ,总 能 使 更 得 到 归 一 化 . 但是, 我们 在 以 后 还 会 碰 到 
181 的 积分 为 发 散 的 波 函 数 . 以 致 更 无 法 用 条 件 (2.2) 加 以 归 一 化 . 当然 ,这 种 
情形 下 的 11? 并 不 代表 坐标 的 绝对 概率 值 ,但 是 ,在 位 形 空间 中 两 个 不 同 点 处 
的 1YF 的 比值 ,可 给 出 这 两 处 坐标 值 的 相对 概率 . 

凡 用 波 函 数 算出 并 且 具 有 直接 物理 意义 的 各 种 量 ,都 旺 (2.1) 式 的 形式 ， 
式 中 的 更 总 是 跟 殉 " 乘 在 一 起 ,由 于 这 一 点 , 归 一 化 的 波 函 数 显然 可 以 包含 一 
个 具有 e"(a 为 任 一 实数 ) 形 式 的 不 确定 的 常数 相 因 子 , 这 个 因子 的 模 量 等 于 
1. 这 种 不 确定 性 原则 上 是 无 法 消除 的 ;但 它 无 关 紧 要 ,因为 它 并 不 影响 任何 物 
理 结果 . 

量子 力学 的 积极 内 容 是 建立 在 有 关 波 函数 性 质 的 一 系列 假定 的 基础 之 上 
的 .这 些 假定 如 下 : 

设 在 波 函数 为 加 (9) 的 态 中 进行 某 种 测量 可 以 获得 可 靠 的 肯定 结果 ( 称 为 
结果 1) ,而 在 (9) 的 态 中 进行 这 种 测量 也 可 以 获得 可 车 的 肯定 结果 2. 那么 可 
以 假定 ,在 于 和 更 的 任 一 线性 靶 加 所 给 出 的 态 中 , 即 在 任 一 具有 cj 更 + cs 到 
函数 形式 (其 中 c, 和 c; 为 常数 ) 的 态 中 ,进行 该 种 测量 所 得 的 结果 或 者 是 1 ,或 
者 是 2. 此 外 ,还 可 进一步 假定 ,只 要 以 上 两 个 态 的 时 间 依赖 关系 是 已 知 的 ,也 就 
是 一 个 由 函数 炎 (9q,4) 给 出 , 另 一 个 由 函数 于 (9,1) 给 出 ,那么 ,它们 的 任 一 线 
性 全 加 也 给 出 了 这 个 全 加 态 的 可 能 的 时 间 依 赖 关系 . 以 上 这 些 假定 ,构成 了 量子 
力学 的 一 个 首要 原理 , 称 为 状态 又 加 原理 . 从 这 个 原理 可 以 立刻 知道 , 波 函 数 所 
满足 的 一 切 方程 必须 对 更 保持 线性 . 

现在 让 我 们 考虑 一 个 系统 , 它 由 两 个 子 系统 所 组 成 ,并 且 假 定 这 个 系统 处 于 
这 样 的 状态 , 它 的 每 一 个 子 系统 都 是 完全 描述 的 @. 那么 我 们 可 以 断言 ,第 一 个 
子 系统 的 9 坐标 概率 和 第 二 个 子 系统 的 g, 坐标 概率 彼此 无 关 , 从 而 整个 系统 
的 概率 分 布 必然 等 于 这 两 个 子 系统 的 概率 分 布 的 乘积 . 这 就 是 说 ,该 系统 的 波 函 
数 于 ,(gq,,9,) 可 以 表 为 这 两 个 子 系统 波 函数 克 (9,) 和 到 (9,) 的 乘积 ， 

Ba(g1,93) = 更 (9) 殉 (9:)， (2.3) 
如 果 这 两 个 子 系统 没有 相互 作用 ,那么 ,整个 系统 及 其 两 部 分 之 间 的 上 述 波 函 数 


外 ”当然 ,这 意味 着 整个 系统 的 态 也 是 完全 描述 的 但 应 强调 指出 相反 的 情况 并 不 成 立 : 如 果 整个 系 
统 的 态 是 完全 描述 的 ,一 般 来 讲 , 它 并 不 能 由 此 确定 各 个 个 别 部 分 的 态 ( 又 见 $14) 
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关系 式 在 此 后 各 时 刻 仍 将 保持 不 变 , 即 可 写成 
Wa( gi,925t) = 更 (9 到 (92,1). (2.4) 


$3 算 符 


现在 来 考虑 某 一 标志 量子 系统 状态 的 物理 量 f. 严格 讲 来 ,我 们 下 面 所 讨论 
的 量 不 是 一 个 ,而 是 同时 有 一 组 这 种 物理 量 的 完全 集合 .但 由 于 对 问题 的 讨论 没 
有 多 大 差别 ,为 简明 计 , 下 面 只 讲 一 个 物理 量 . 

在 量子 力学 中 ,一 个 给 定 物理 量 所 能 取 的 数值 称 为 它 的 本 征 值 ,这 些 数值 的 
集合 则 称 为 该 量 的 值 谱 . 在 经 典 力学 中 ,一般 讲 来 ,物理 量具 有 连续 值 . 量子 力学 
中 也 有 一 些 物理 量 (例如 坐标 ) ,它们 的 本 征 值 具有 连续 的 值 域 ;这 种 情形 下 的 
本 征 值 称 为 具有 连续 谱 . 可 是 ,量子 力学 中 除了 这 些 量 以 外 ,还 有 其 它 一 些 量 , 它 
们 的 本 征 值 是 一 组 离散 的 数值 ;这 种 情形 我 们 称 为 具有 离散 谱 . 

为 简单 计 ,我 们 假定 所 考虑 的 量 / 具 有 离散 谱 ;连续 谱 的 情形 将 在 $5 中 讨 
论 .f 的 本 征 值 用 /, 表示 ,下 标 n 可 取 0,1,2,3,… 等 值 . 我 们 还 用 到 ,表示 系统 的 
一 个 状态 波 函 数 , 该 态 中 的 /具有 确定 的 /, 值 . 这 个 波 函 数 到 , 称 为 所 给 物理 量 了 
的 本 征 函 数 . 假定 每 一 个 这 样 的 波 函 数 已 经 归 一 化 , 即 有 


到 Pd =1. (3.1) 


假定 该 系统 处 于 某 一 波 函 数 为 更 的 任意 状态 中 ,对 之 进行 物理 量 了 的 测 

量 结 果 可 得 /的 某 些 本 征 值 /. 根据 状态 到 加 原理 可 以 断言 , 波 函 数 炎 必 然 是 

这 样 一 些 本 征 函 数 炎 , 的 线性 组 合 ,这 些 更 , 所 对 应 的 各 个 了 值 都 能 在 丈 态 中 

测 到 , 且 其 概率 不 等 于 零 . 因此 在 一 般 情形 下 , 任 一 态 的 殉 函数 可 表 成 下 列 级 
数 形式 : 

y= > az， (3.2) 


式 中 对 所 有 的 n 求 和 ,a, 是 一 些 常 系数 . 

由 此 得 出 结论 ,任何 波 函 数 可 以 用 任 一 物理 量 的 一 套 本 征 函 数 来 展开 .使 上 
述 展开 式 得 以 成 立 的 那 一 套 函 数 称 为 一 个 完备 组 (或 封闭 组 ). 

当 系 统 处 于 波 函 数 为 更 的 态 时 ,展开 式 (3.2) 足 以 确定 在 该 态 中 找到 物理 
量 / 具 有 任 一 给 定 凡 值 的 概率 ( 即 测量 结果 为 上 值 的 概率 ). 正如 上 节 所 述 ,这 
些 概率 应 由 更 和 到 "的 某 种 双 线性 表 式 所 确定 ,这 种 表 式 对 a, 和 a， 而 言 因 而 
也 是 双 线性 的 . 当然 ,这 样 的 表 式 还 必须 是 正 量 . 最 后 , 当 系统 处 于 波 函 数 多 = 
更 ,的 态 中 时 , 矿 值 的 概率 必须 等 于 1, 当 波 函 数 更 的 展开 式 (3.2) 中 不 含 多 
时 ,/, 值 的 概率 必须 等 于 零 . 能 够 满足 上 述 诸 条 件 的 唯一 正 量 只 能 是 系数 a, 的 
模 量 平方 .我 们 就 得 到 这 样 的 结论 ,展开 式 (3.2) 中 每 一 个 系数 的 模 量 平方 值 
la,17 ,确定 了 波 函 数 为 罗 的 态 中 物理 量具 有 相应 值 /, 的 概率 . 各 种 f 值 的 概 
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率 总 和 必须 等 于 1; 换 句 话说 ,以 下 关系 式 必须 成 立 : 
5 lal =1. (3.3) 
如 果 函 数 炎 未 经 归 一 化 ,(3.3) 式 也 就 不 再 成 立 . 此 时 > lo. 将 由 更 和 
业 " 的 某 一 双 线 性 表 式 所 确定 ,这 个 表 式 当 更 归 一 化 后 必须 等 于 1. 这 样 的 表 式 
只 能 是 积分 式 | ww" dg. 故 下 式 必须 成 立 : 
5 wu: = rz dg. (3.4) 
另 一 方面 , 如 果 我 们 用 风 去 乘 到 ”( 罗 的 共 生 复 函数 ) 的 展开 式 
到 "= 避 ay W; ,积分 之 ,可 得 
rz dy= [ ¥: a, 
将 此 式 和 (3.4) 式 比较 ,我 们 有 
qa = > a jw ydg, 
由 此 可 以 导出 下 列 公式 : 
a.= | Yi dg, (3.5) 
这 个 公式 确定 了 更 函数 对 到 , 本 征 函数 组 展开 时 的 系数 a,. 
如 果 把 (3.2) 式 代 人 上 式 ,可 得 
“= 辽 a { Vi dg, 
由 上 式 显然 可 知 ,本 征 函数 组 必须 满足 以 下 条 件 : 
[wa dq =8,., (3.6) 
n=m 时 其 中 的 6,, =1,nm 时 6,,=0.m 关 n 时 乘积 丈 , 炎 ” 的 积分 等 于 零 , 这 


一 事实 称 为 殉 , 函数 组 的 正 交 性 . 因此 , 殉 , 本 征 函数 组 构成 一 套 正 交 的 归 一 化 
的 完备 函数 组 (或 简称 为 正 交 归 一 系 ). 


现在 来 引入 物理 量 / 在 某 一 给 定 态 中 的 平均 值 f 的 概念 . 根据 通常 的 平均 


值 定义 ,我们 把 平均 值 定义 为 该 量 的 所 有 本 征 值 /, 分 别 乘 以 相应 的 概率 值 
la, 上 ?后 相 加 所 得 的 总 和 , 即 


f= 5 flat:. (3.7) 


我 们 来 写 出 /了 的 一 个 表 式 ,这 个 表 式 中 不 含 更 的 展开 系数 a, 而 只 含 玫 函 
数 本 身 . 鉴 于 (3.7) 式 中 出 现 乘 积 a.a; ,显然 ,欲求 的 表 式 对 要 和 业 * 必须 是 双 
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线性 的 . 我 们 引入 某 种 数学 算 符 , 用 广 表 示 之 了 ,并 定义 如 下 . 令 (f 炎 ) 为 算 符 广 作 
用 于 函数 下 后 所 得 的 结果 . 我 们 定义 的 有 ,是 使 ( f 炎 ) 和 共 思 复 函数 更 " 相 乘 后 
的 积分 结果 等 于 平均 值 
f= [¥° Fwy)dg. (3.8) 

很 易 证 明 ,f 在 一 般 情形 下 是 一 个 线性 @ 积 分 算 符 .实际 上 ,应 用 a, 的 表 式 

(3.5) ,可 以 把 (3.7) 式 的 平均 值 定义 改写 成 
f= Thos | |( 3 un) 

和 (3.8) 式 比较 ,可 以 看 出 算 符 广 作用 于 函数 殉 的 结果 旦 以 下 形式 : 


GD= 了 uf, (3.9) 
如 果 把 (3.5) 式 的 a, 代 人 上 式 ,我 们 就 发 现 广 是 一 个 以 下 形式 的 积分 算 符 : 
(fv) = Kg) wa') dg’, (3.10) 
其 中 的 函数 (gq,q')( 称 为 该 算 符 的 核 ) 为 
K(q,g') = > 大 到 (9 ) 更 (9). (3.11) 


因此 ,量子 力学 中 的 每 一 个 物理 量 都 有 一 个 确定 的 线性 算 符 与 之 相应 . 
由 (3.9) 式 可 知 ,如 果 函 数 更 就 是 本 征 函 数 更 , 之 一 (此 时 所 有 的 a, 除了 一 
个 以 外 都 等 于 零 ) ,那么 ,用 算 符 广 作用 之 后 ,就 等 于 这 个 函数 乘 上 它 的 相应 本 
征 值 /: 
fy, =f,V, (3.12} 


[此 后 凡 不 会 发 生 混淆 之 处 , 常 把 (Fw) 表 式 中 的 括号 略 去 ;将 该 算 符 视 为 作用 在 
它 后 面 所 跟 的 表 式 上 ]. 因此 我 们 可 以 说 ,所 给 物理 量 了 的 诸 本 征 函 数 均 为 下 列 
方程 的 解 : 

fy=/Y, 
其 中 的 /是 一 个 常数 , 当 上 述 方程 具有 满足 所 需 条 件 的 解答 时 ,这 个 常数 所 能 采 
取 的 诸 数值 即 为 本 征 值 . 以 后 将 会 看 到 ,许多 物理 量 的 算 符 形状 可 以 通过 直接 的 


@ 我 们 约定 , 凡 在 字母 上 加 一 符号 "…" 的 都 代表 算 符 - 
加 “一 个 算 符 具有 以 下 性 质 时 , 称 为 线性 的 : 
fp +t) =f w+/ 有 f(ay) =ofy, 
其 中 和 业 为 任意 画 数 ,a 为 任意 常数 . 
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物理 考虑 确定 出 来 ,上 面 所 讲 的 算 符 性 质 , 使 我 们 有 可 能 通过 解 Pz =/ 开 方程 而 
求 出 其 本 征 函数 及 本 征 值 . 

一 个 实物 理 量 的 本 征 值 及 其 在 每 个 态 中 的 平均 值 都 是 实数 . 这 一 点 限制 了 
它 的 相应 算 符 . 令 (3.8) 式 等 于 它 的 复 共 二 式 , 可 得 以 下 关系 : 


[¥ Gr) a= JP )dg, (3.13) 
其 中 的 代表 扩 的 复 共 纯 算 符 0. 一 般 讲 来 ,这 个 式 子 对 任意 的 线性 算 符 不 一 定 
成 立 ,因而 它 对 算 符 了 的 形式 是 一 种 限制 .对 任意 的 算 符 了 讲 来 ,我 们 可 以 求 出 它 
的 转 置 算 符 了 ,其 定义 如 下 : 
[owar= | vp)dy, (3.14) 
式 中 的 多 和 中 是 两 个 不 同 的 函数 . 如 果 令 瑟 等 于 到 的 共 轰 复 函 数 风 " ,再 和 
(3.13) 式 比较 ,我 们 就 有 


= 请， (3.15) 

满足 这 个 条 件 的 算 符 称 为 厄 米 算 符 @. 这 样 一 来 ,在 量子 力学 的 数学 表述 中 ,和 
实物 理 量 相对 应 的 算 符 就 必须 是 厄 米 算 符 . 

我 们 还 可 以 纯 形 式 地 考虑 复 物理 量 , 即 其 本 征 值 为 复数 的 物理 量 . 假定 是 

这 样 一 个 量 . 则 可 引进 其 共 配 复 量 广 , 它 的 本 征 值 和 /的 本 征 值 成 共 恩 复数 关 

系 . 我们 用 fA' 代表 /" 所 对 应 的 算 符 .f° 称 为 算 符 f 的 厄 米 共 亏 算 符 ,一 般 讲 来 它 


不 同 于 复 共 配 算 符 A : 太 在 到 态 中 的 平均 值 为 


二 [ ¥*f* wag. 
另 一 方面 ,我 们 有 
0 = [vf] = fw wag = [vf wa 
以 上 两 式 相等 ,得 
(3.16) 


显然 ,六 -一般 讲 来 并 不 等 于 广 . 
条 件 (3.15 ) 现 在 可 写成 


四 对 算 符 广 ,如 果 有 fy =$, 则 复 共 轮 算 符 广 可 通过 广东 ” = 四" 加 以 定义 . 
加 ”对 (3.10) 形 式 的 线性 积分 算 符 而 言 , 厄 米 条 件 相当 于 该 算 符 的 核 必须 满足 K(9,9') =K* (9 
9). 
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f=f° (3.17) 
因此 ,一 个 实物 理 量 的 算 符 等 于 它 的 厄 米 共 生 算 符 ( 厄 米 算 符 也 称 为 自 斩 算 符 ) . 
对 一 个 厄 米 算 符 讲 来 ,属于 不 同 本 征 值 的 本 征 函 数 彼此 正 交 ,现在 来 讲 一 下 


如 何 直接 证 明 这 种 正 交 性 . 设 凡 和 及 为 广 的 两 个 不 同 本 征 值 , 殉 , 和 到 。 为 其 相 
应 的 本 征 函 数 : 


fy.=/.¥,, fy, = 太 到 . 
第 一 式 两 边 各 乘 以 多 ; ,第 二 式 经 过 复 共 思 后 再 在 两 边 各 乘 以 玫 ,然后 两 
式 相 减 ,得 
Wf, -yf y=, -/.) Vy:, 
上 式 两 边 对 dg 积分 .由 于 广 = 广 , 按 (3. 14) 上 式 左边 的 积分 等 于 零 , 故 得 
(a -/.) {Vy dg=0, 
由 于 拓 /, ,得 证 隐 , 和 多 。 两 个 函数 的 正 交 性 . 


我 们 在 这 里 只 讲 了 一 个 物理 量 /, 但 在 本 节 之 初 早已 说 明 过 ,对 一 组 同时 可 
测 的 物理 量 的 完全 集合 也 可 以 同样 讲 . 此 时 完全 集合 中 的 每 一 个 量 /,g,… 均 有 


其 对 应 的 算 符 f,&8,…. 本 征 函 数 多, 则 对 应 于 上 述 诸 量 同时 具有 定 值 的 态 , 即 对 
应 于 具有 一 组 确定 的 本 征 值 ,,g,,… 的 态 , 且 为 下 列 方程 组 的 共同 解 : 


fy=/V, By=gy,. 
$4 算 符 的 加 法 和 乘法 


设 广 和 有 是 两 个 物理 量 / 和 & 的 算 符 .它们 之 和 /+g 对 应 于 一 个 相应 算 符 
/+ 有 但 是 ,量子 力学 中 不 同 物理 量 相 加 的 含义 在 很 大 程度 上 取决 于 这 两 个 算 符 
能 否 同 时 测量 . 如 果 / 和 g 能 够 同时 测量 , 算 符 广 和 及 就 具有 共同 本 征 函 数 , 它 
们 也 就 是 算 符 广 + & 的 本 征 函数 ,这 一 算 符 的 本 征 值 就 等 于 二 本 征 值 之 和 
帮 +g,… 但 当 / 和 g 不 能 同时 具有 确定 值 时 ,二 者 之 和 /+g 的 含义 就 更 有 限 了 . 
此 时 我 们 只 能 说 , 算 符 之 和 在 任 一 态 中 的 平均 值 等 于 二 者 平均 值 之 和 : 

f+g=f +8. (4.1) 
至 于 算 符 f+& 的 本 征 值 和 本 征 函 数 ,一 般 讲 来 与 /和 & 的 本 征 值 和 本 征 函数 不 
再 有 任何 关系 . 如 果 广 和 & 都 是 自 纯 算 符 , 显 然 广 + 8 也 是 自 罗 算 符 , 从 而 它 的 本 


征 值 都 是 实数 ,并 且 等 于 由 此 定义 的 新 量 /+g 的 值 . 
下 列 定理 值得 提 一 下 . 设 有 和 g 分 别 为 1 和 gg 的 最 小 本 征 值 ,而 (f+g)。 为 
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f+g 的 最 小 本 征 值 . 则 可 证 明 - 

(f+8)o>f+go, (4.2) 
式 中 的 等 号 当 / 和 & 可 以 同时 测量 时 成 立 . 这 个 定理 的 证 明基 于 这 样 一 个 明显 
的 事实 , 即 一 个 量 的 平均 值 总 是 大 于 或 等 于 它 的 最 小 本 征 值 . 在 /+g 具有 本 征 


值 (f+g)。 的 态 中 ,我 人 有 /+g = (f+g)。, 另 一 方面 ,由 于 /+g = +8>fh +go， 
我 们 就 得 到 不 等 式 (4.2). 

再 令 / 和 g& 是 两 个 可 以 同时 测量 的 量 .除了 它们 的 和 之 外 ,还 可 以 引进 它们 
的 乘积 概念 ,这 个 乘积 是 这 样 一 个 量 ,这 个 量 的 本 征 值 等 于 f 和 &g 的 本 征 值 的 乘 
积 .很 易 证 明 , 这 个 量 的 算 符 作用 在 函数 上 的 结果 ,相当 于 把 原先 两 个 量 的 算 符 


先后 作用 于 该 函数 上 所 得 的 结果 . 这 样 的 算 符 , 在 数学 上 可 表 为 各 两 个 算 符 
的 乘积 . 实际 上 , 设 多 , 为 和 的 共同 本 征 函数 ,我 们 有 
fay, =f (8%,) =jg =gf, =,Y, 
(记号 大 代表 一 个 算 符 , 它 作用 于 函数 史上 的 结果 ,等 于 先 把 算 符 及 作用 于 到 
上 再 把 算 符 广 作用 于 函数 &# 吧 后 所 得 的 结果 ). 同样 我 们 也 可 以 用 算 符 六 代替 
房 ,两 者 的 差别 仅 在 于 因子 的 次 序 . 这 两 个 算 符 作用 于 到 , 函数 的 结果 显然 是 相 
同 的 . 由 于 任 一 波 函数 殉 可 表 为 业 , 函数 组 的 线性 组 合 , 故 冯 和 好 作用 于 任 一 
函数 的 结果 也 是 相同 的 . 这 一 事实 可 以 用 符号 等 式 f8= 凶 来 表示 ,或 写作 
fa-of =0. (4.3) 

这 样 的 两 个 算 符 广 各 称 为 可 相互 对 易 . 由 此 得 出 一 个 重要 绪论: 如果/ 和 

& 两 个 量 可 以 同时 取 定 值 , 则 其 算 符 彼此 对 易 . 


上 述 定理 的 逆 定 理 也 能 加 以 证 明 ( 见 8$ 11) :如 果 算 符 户 和 有 对 易 , 那 么 , 它 
们 所 有 的 本 征 函数 都 可 取 成 两 者 的 共同 本 征 函 数 ;其 物理 含义 是 ,这 两 个 算 符 所 
对 应 的 物理 量 可 以 同时 测量 . 因此 算 符 的 可 对 易 性 是 物理 量 可 以 同时 测量 的 一 
个 充 要 条 件 . 


算 符 相 乘 的 一 个 特殊 情形 是 一 个 算 符 的 寡 乘 . 根据 以 上 的 讨论 可 知 , 算 符 户 
(p 为 整数 ) 的 本 征 值 等 于 算 符 及 的 本 征 值 的 p 次 方 . 一 般 讲 来 ,我 们 可 以 把 一 个 
算 符 广 的 任意 函数 p( 广 ) 定义 为 一 个 算 符 ,这 个 算 符 的 本 征 值 等 于 同一 函数 
gp(/) ,其 中 的 /是 算 符 广 的 本 征 值 . 如 果 函 数 p(/) 可 展开 成 泰勒 级 数 , 则 算 符 
9( 记 也 能 展 成 这 样 的 寡 级 数 , 即 归结 为 各 种 寡 次 的 户 . 

特别 是 算 符 广 ' , 它 称 为 广 的 逆 算 符 . 显然 ,把 算 符 广 和 广 :' 先 后 作用 于 任 一 
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函数 上 ,其 结果 使 该 函数 保持 不 变 , 亦 即 有 "=f:f =1. 
如 果 / 和 g 不 能 同时 测量 ,它们 的 乘积 概念 就 不 再 具有 上 述 直 接 意 义 . 这 一 


点 可 用 下 列 事实 说 明 : 现 在 的 算 符 /6 不 再 自 罗 , 从 而 不 能 对 应 于 任 一 实物 理 量 . 
事实 上 ,根据 一 个 算 符 的 转 置 定义 ,我们 可 写 出 


f wepa= | wap) d= | (68) (Fy)dg, 





这 里 的 算 符 广 只 作用 在 更 上 而 算 符 有 只 作用 在 上 ,所 以 被 积 函 数 不 过 是 8 
和 f 炎 两 个 函数 的 简单 乘积 .再 一 次 应 用 算 符 的 转 置 定义 ,我 们 可 写成 
J wepar= | (Fv) (80)dg= | BaF wag. 
于 是 我 们 得 到 一 个 积分 ,和 原 积分 相 比 ,其 中 的 函数 罗 和 史 对 调 了 位 置 . 换 
句 话说 , 算 符 订 是 和 的 转 置 算 符 , 我 们 可 写成 
= (4.4) 
即 乘积 大 的 转 置 , 等 于 其 因子 分 别 转 置 后 再 以 相反 次 序 写 出 的 乘积 . (4.4) 式 
两 边 都 取 复 共 罗 , 可 得 
(18 = 人 (4.5) 
如 果 扩 各 都 是 厄 米 算 符 , 则 (f8)* = 闻 . 由 此 可 见 , 当 且 仅 当 广 和 孚 对 易 
时 ,/& 才能 是 厄 米 算 符 . 


我 们 要 指出 ,从 两 个 不 对 易 厄 米 算 符 的 乘积 各 和 好 出 发 ,可 以 对 称 化 成 一 
个 厄 米 算 符 : 


81+), (4.6) 
这 样 的 表 式 有 时 会 碰 到 ; 称 之 为 对 称 化 乘积 . 


容易 看 出 1 -好 是 一 个 反 厄 米 算 符 ( 即 其 转 置 算 符 等 于 其 复 共 斩 算 符 乘 上 
一 个 负 号 ). 它 乘 上 i 后 即 可 变 成 厄 米 算 符 ; 因 此 


i(f8 -2&f) (4.7) 
又 是 一 个 厄 米 算 符 . 
为 简便 计 ,今后 我 们 有 时 将 用 以 下 的 记号 : 
[f,8] =fé -é&f, (4.8) 


并 称 为 这 两 个 算 符 的 对 易 式 . 容易 证 明 下 列 恒等式 
[f8,h] =[f,h]8+fL8,h]. (4.9) 
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注意 ,如 果 [ 广 ,外 ] =0 和 [8 ,有 ] =0 ,一般 讲 并 不 导致 了 各 对 易 . 
8$5 连续 谱 


$3 和 8$4 中 描述 离散 谱 本 征 函数 特性 的 所 有 关系 式 , 可 以 毫 无 困难 地 推广 
到 本 征 值 为 连续 谱 的 情形 中 去 . 

设 / 为 具有 连续 谱 的 一 个 物理 量 .我 们 可 以 简单 地 用 同一 字母 /代表 它 的 各 
个 本 征 值 ,并 用 更 代表 相应 诸 本 征 函数 . 按 (3.2) 式 , 任 一 波 函数 更 可 对 离散 谱 
的 一 套 本 征 函 数 来 展开 ,与 此 类 似 ,更 也 可 对 具有 连续 谱 的 物理 量 的 一 套 完 备 本 
征 函数 来 展开 ( 此 时 展开 式 是 一 个 积分 式 ). 这 种 展开 式 所 具 的 形状 为 


(9) = [ww(g) dy, 0 


式 中 的 积分 遍及 量 / 所 能 取 的 整个 值 域 . 

连续 谱 本 征 函 数 的 归 一 化 问题 要 比 离散 谱 情形 来 得 复杂 . 以 后 将 看 到 ,本 征 
函数 模 量 平方 积分 等 于 一 的 要 求 ,现在 无 法 满足 . 为 此 ,我 们 把 娄 函数 的 归 一 化 
定义 改 成 这 样 :使 得 larl df 等 于 在 玫 波 函数 所 描述 的 态 中 测 得 该 物理 量 的 数 
值 介 于 /和 /+df 之 间 的 概率 .所 有 /可 能 值 的 概率 总 和 必须 等 于 1, 因 此 有 


J arar=1 (5.2) 


[类 似 于 离散 谱 的 (3.3) 式 ]. 
仿效 推导 (3.5) 式 的 方法 ,应 用 同一 论证 ,可 得 下 列 两 式 , 其 一 是 


J vw dg= | larl2dj， 
其 二 是 
ran= [fo ¥ wafag. 
比较 以 上 两 式 ,发 现 展开 式 系 数 满足 下 列 公式 : 
= [V9) i (9)dg, (5.3) 


此 式 与 (3.5) 式 完全 类 似 . 
为 了 推导 归 一 化 条 件 ,现在 把 (5.1) 代 入 (5.3) 式 ,结果 得 


w= far (fw dg) df 
此 式 必须 对 任意 的 ar 都 能 成 立 ,因而 必须 是 恒 等 地 得 到 满足 . 为 此 ,首先 ,被 积 
函数 中 的 or 的 系数 ( 即 | WW dg) 只 要 太 关 /就 必须 等 于 零 ,而 当 / =/ 时 ,这 


个 系数 必须 变 成 无 穷 大 (否则 对 df ' 积 分 后 将 等 于 零 ). 故 积分 站 于 时 dg 应 为 
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了 "~-f 的 函数 ,这 个 函数 当 宗 量 不 等 于 零 时 为 零 , 当 宗 量 等 于 零 时 为 无 穷 大 ,我 们 
用 5(f"' -/) 代 表 这 个 函数 : 


[ww d=80'-). (5.4) 
我 们 必须 有 

Jaw' -Nardf =a 
这 个 式 子 确定 了 6(/' -由 ) 函数 当 /' -f=0 时 变 成 无 穷 大 的 方式 . 由 上 式 显然 可 
得 

sw -Nar'=1. 
这 样 定义 的 函数 称 为 5 函数 ( 它 是 由 P. A. M. 狄 拉克 首先 引入 量子 力学 的 ). 我 
们 再 把 定义 它 的 公式 写 一 遍 . 它们 是 
xz 天 0 时 5(x) =0， 而 5(0) = ， (5.5) 

而 且 


下 B(#)dx =1, (5.6) 


式 中 的 上 下 积分 限 可 换 成 任意 数值 ,只 要 x = 0 的 点 处 于 积分 区 内 就 可 以 了 . 设 
/A(*) 为 在 *=0 点 处 连续 的 函数 , 则 有 


厂 sco7odz=7o). (5.7) 
此 式 可 改写 成 更 普遍 的 形式 
Ji(z -ox) dr =f(a), (5.8) 


式 中 的 积分 区 间 包 含 *=a 点 ,并 且 f(x) 在 x=a 点 处 连续 .容易 证 明 6 函数 是 一 
个 偶 函 数 , 即 


5( -xz) =5(z)， (5.9) 
最 后 ,根据 
厂 seod= 厂 so 机 -二 
可 导出 
ps (十 )a%， (5.10) 
其 中 a 为 任意 常数 . 


(5.4) 式 给 出 了 连续 谱 本 征 函 数 的 归 一 化 法 则 ; 它 可 以 代替 离散 谱 情形 下 
的 归 一 化 条 件 (3.6) .我 们 看 到 ,和 以 前 一 样 , 玫 和 更 :函数 当 三 关 / 时 是 相互 正 
交 的 . 可 是 模 量 平方 1? 的 积分 对 连续 谱 讲 来 是 发 散 的 . 
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函数 玫 (4) 还 满足 另 一 个 类 似 于 (5.4) 式 的 关系 式 . 要 推导 这 个 关系 式 ,可 
把 (5.3) 式 代 人 (5.1) 式 中 ,得 


Y(9) = [Go (fw (9) 0) df) dy’, 


由 此 我 们 可 以 立刻 推 知 必 有 有 
[wi (9) 9) d= -9). (5.11) 
离散 谱 情 形 中 当然 也 有 一 个 与 上 式 相 类 似 的 关系 式 : 
之 (9) (9) =8(9' -9). (5.12) 


(5.1),(5.4) 两 式 和 (5.3),(5.11) 两 式 相 比较 ,可 以 看 出 ,一 方面 ,函数 
娄 (g) 可 按 函数 组 业 (q) 展 开 ,其 展开 系数 为 ww, 另 一 方面 ,(5.3) 式 是 一 个 完全 
类 似 的 展开 式 , 式 中 的 wr=a(7) 函数 按 函 数组 米 '(g) 展 开 , 而 业 (q) 充 当 了 展开 
式 系数 . 函数 a(/) 和 业 (9) 一 样 ,也 能 完全 确定 此 系统 的 状态 ;我 们 有 时 把 a(/) 
称 为 了 表象 中 的 波 函 数 [而 到 (4) 称 为 4 表象 中 的 波 函数 ]. 正如 1 至 (9) 1 确定 
系统 的 坐标 值 介 于 给 定 的 dg 区 间 内 的 概率 一 样 ,1a(/) 1* 确定 了 /的 数值 介 于 
给 定 的 df 区间 内 的 概率 . 一 方面 , 玖 (9) 函数 为 物理 量 / 在 g 表象 中 的 本 征 函 
数 ; 另 一 方面 , 它 的 共 郝 复 函 数 WW (4) 就 是 坐标 9 在 /表象 中 的 本 征 函 数 . 

设 p(7) 为 物理 量 /的 某 种 函数 ,并 且 p 和 /的 关系 是 一 一 对 应 的 . 那么 ,每 
个 业 (g) 函数 都 可 以 看 作 p 的 一 个 本 征 函 数 .可 是 ,这 时 这 些 函数 的 归 一 化 问题 
必须 改变 ,p 的 本 征 函 数 到 (9) 应 按 以 下 条 件 归 一 化 : 


[Wn id =8L pd’) -p(n ]. 


而 久 , 函数 是 按 条 件 (5.4) 归 一 化 的 .6 函数 只 有 当 宗 量 /' =f 时 才 等 于 零 . 当 /' 
趋 近 /时 ,我 们 有 


0") -en = -n. 
按 (5. 10) 式 我 们 可 写成 
é[¢(f') -9(f)]= Ee 6(f'-f). (5.13) 


此 式 和 (5.4) 式 对 比 ,可 知 更 和 到 函数 的 相互 关系 为 


中 一 般 来 讲 ,如 (zx) 为 某 一 单 值 函数 (其 逆 函 数 无 需 单 值 ) ,我 们 就 有 


5[w(z)] = 3 me ai), 


其 中 a 为 方程 式 p(x*) =0 的 各 个 根 . 
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Vp Ea yw (5.14) 
do 
还 有 一 些 物理 量 , 这 种 量 在 一 个 值 域内 具有 离散 谱 , 而 在 另 一 值 域内 具有 连 
续 谱 . 对 这 种 物理 量 的 本 征 函 数 讲 来 ,本 节 和 前 节 中 导出 的 所 有 公式 当然 也 能 成 
立 ,但 有 一 点 必须 指出 , 它 的 完备 函数 组 是 由 离散 谱 和 连续 谱 的 本 征 函 数 加 在 一 
起 组 成 的 . 因此 , 任 一 波 函 数 对 这 种 量 的 本 征 函数 组 展开 时 具有 以 下 的 形式 : 


¥(q) = 5 ag) + [EAACEE (5.15) 


式 中 对 离散 谱 求 和 ,并 对 整个 连续 谱 求 积分 . 
坐标 4 本 身 是 具有 连续 谱 的 物理 量 的 一 个 例子 . 容易 证 明 : 它 所 对 应 的 算 符 
相当 于 简单 地 乘 以 因子 9. 由 于 各 种 不 同 坐 标 值 的 概率 是 由 模 量 平方 1(g) 上 
确定 的 ,所 以 坐标 平均 值 应 为 
5= J awdg= wear. 
将 上 式 和 算 符 定义 (3.8) 式 比较 ,得 到 
9=9， (5.16) 
根据 一 般 规 则 ,这 个 算 符 的 本 征 函 数 应 该 由 方程 9 = go 到 确定, 式 中 的 g。 暂 
时 代表 一 个 具体 的 坐标 值 , 以 便 和 变量 9 相 区 别 .由 于 ,, =0 或 9=g。 时 这 个 方 
程式 都 能 得 到 满足 ,很 明显 ,满足 归 一 化 条 件 的 本 征 函 数 应 该 是 了 
zi。=5(4-9qo). (5.17) 


$6 过渡 到 经 典 力学 极限 情形 


量子 力学 把 经 典 力学 作为 自己 的 某 种 极限 形式 包括 在 内 . 问题 是 如 何 过 渡 
到 这 种 极限 情形 . 

在 量子 力学 中 ,一 个 电子 是 由 波 函 数 描述 的 , 波 函 数 确定 了 电子 坐标 的 各 种 
数值 ;对 于 这 种 波 函数 ,迄今 我 们 只 知道 它 是 某 种 线性 偏 微分 方程 的 解 . 男 一 方 
面 ,经 典 力学 中 的 一 个 电子 被 看 成 一 个 质点 ,运动 于 由 运动 方程 所 完全 确定 的 轨 
道上 . 量子 力学 和 经 典 力学 之 间 的 这 种 内 在 关系 ,在 某 种 意义 上 ,与 电动 力学 中 


外 为 简单 计 .今后 我 们 常 把 恒 等 于 乘 以 某 因 子 的 算 符 直 接 写成 该 因子 . 
回 任 一 下 函数 对 这 种 本 征 函数 展开 后 的 展开 系数 为 


0 = | Pq)8(9 -90) dg = P(g0) 
故 华 标 值 介 于 给 定 区 间 dg 内 的 概率 为 
la lzdqgo = 1 (go) 12dgo 
这 正 是 应 有 的 结果 . 
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波动 光学 和 几何 光学 之 间 的 内 在 关系 相 类 似 . 在 波动 光学 中 ,电磁 波 是 由 满足 一 
定 的 线性 微分 方程 组 ( 即 麦 克 斯 韦 方程 ) 的 电场 矢量 和 磁场 矢量 所 描述 的 . 但 在 
几何 光学 中 , 光 的 传播 被 看 作 是 沿 着 确定 的 轨道 (光线 ) 行 进 的 . 这 种 类 似 性 ,使 
我 们 能 像 波动 光学 过 渡 到 几何 光学 那样 ,将 量子 力学 过 渡 到 经 典 力学 的 极限 
情形 . 

我 们 来 回忆 一 下 波动 光学 在 数学 形式 上 是 如 何 过 渡 到 几何 光学 的 ( 见 ( 场 
论 》,§53). 设 uw 为 电磁 波 的 任 一 场 分 量 . 它 可 表 成 w= ae” 的 形式 (a 和 9 为 实 
量 ) ,其 中 的 a 称 为 波 的 振幅 ,wp 称 为 波 的 相位 . 几何 光学 对 应 于 波长 很 短 时 的 极 
限 情形 ;从 数学 上 讲 来 ,就 是 相位 p( 在 几何 光学 中 ,gp 称 为 程 函 ) 在 短 距 离 内 具 
有 很 大 的 改变 量 ;这 就 是 说 ,此 时 可 以 假定 p 本 身 具有 很 大 的 绝对 值 . 

与 此 类 似 ,我 们 可 以 从 这 样 的 假定 出 发 ,假定 量子 力学 的 波 函 数 在 经 典 力学 
极限 情形 下 具有 更 = ce 的 形式 , 式 中 的 a 是 一 个 缓 变 函数 ,而 p 取 很 大 的 数 
值 . 大 家 知道 ,力学 中 的 质点 轨道 可 以 通过 变 分 原理 确定 , 按 此 原理 ,一 个 力学 系 
统 的 作用 量 $ 必须 取 极 小 值 (最 小 作用 量 原理 ). 在 几何 光学 中 ,光线 是 由 所 谓 
费 马 原理 确定 的 , 按 此 原理 ,光线 的 光 程 亦 即 轨道 的 起 端 与 终端 的 相位 差 必须 取 
最 小 (或 最 大 ) 可 能 值 . 

基于 这 一 类 似 性 ,我 们 可 以 断言 ,在 经 典 极限 情形 下 , 波 函数 中 的 相位 p 应 
与 所 考虑 物理 系统 的 力学 作用 量 5 成 正比 , 即 有 5 = 常量 x p. 这 个 比例 常量 称 
为 普 朗 克 常 量 , 我 们 用 所 表示 .具有 作用 量 的 量 纲 ( 因 w 量 纲 为 1) ,并 且 

=1.055 x10-*J.s 

因此 一 个 “几乎 经 典 的 "(或 称 准 经 典 的 ) 物 理 系统 的 波 函 数 具 有 下 列 形式 : 

=aei. (6.1) 

普 朗 克 常 量 方 在 一 切 量子 现象 中 占有 重要 地 位 . 它 的 相对 值 (与 同 量 纲 的 
其 它 物理 量 相 比 ) 决 定 着 该 物理 系统 的 “量子 化 程度 ”. 量子 力学 向 经 典 力学 的 
过 渡 . 相当 于 相位 很 大 时 的 情形 ,这 可 用 记 趋 于 零 (上 ->0) 的 形式 描述 (正如 波动 
光学 过 渡 到 几何 光学 时 ,相当 于 波长 趋 于 零 ,A 一 0). 

我 们 已 经 阐明 了 波 函 数 的 极限 形式 ,但 未 涉及 它 与 经 典 轨道 运动 的 关系 问 
题 . 一 般 讲 来 ,用 波 函 数 描述 的 运动 并 不 趋向 确定 的 轨道 运动 . 它 与 经 典 运动 的 
关系 是 这 样 的 ,假定 在 某 一 起 始 时刻 , 波 函数 和 随 之 而 有 的 坐标 概率 分 布 值 已 给 
定 , 在 随后 各 时 刻 , 这 个 概率 分 布 将 按 经 典 力学 的 定律 变化 ( 详 见 $ 17 的 未 段 ) . 

为 了 得 出 沿 确定 轨道 的 运动 ,我 们 必须 从 特殊 形状 的 波 函 数 出 发 ,这 种 波 函 
数 只 在 一 个 很 小 的 空间 范围 内 才 显著 地 不 等 于 零 ( 称 为 波 包 ) ;这 个 空间 范围 的 


外 1900 年 由 M. 普 朗 克 引入 物理 学 中 . 本 书 各 处 所 用 的 请, 严格 来 讲 应 等 于 普 朗 克 常量 户 除 以 2 六 
是 狄 拉克 最 先 使 用 的 . 
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尺度 必须 随 上 一 起 趋 于 零 .然后 我 们 才能 说 ,在 准 经 典 情形 下 ,该 波 包 在 空间 将 
沿 质点 的 经 典 轨道 运动 . 

最 后 ,量子 力学 算 符 在 这 种 极限 情形 下 应 该 还 原 成 为 一 个 相 乘 因子 ,这 个 因 
子 就 是 相应 的 物理 量 . 


$7 波 函 数 与 测量 


让 我 们 再 回 到 测量 过 程 , 它 的 性 质 已 经 在 $ 1 中 定性 地 讨论 过 ;现在 来 说 明 
这 些 性 质 和 量子 力学 的 数学 表述 是 怎样 联系 的 . 

考虑 包括 以 下 两 个 部 分 的 一 个 系统 :一 个 经 典 仪器 和 一 个 电子 (看 作 一 个 
量子 客体 ) .测量 过 程 就 是 这 两 个 部 分 进入 相互 作用 ,其 结果 是 仪器 由 初 态 转 为 
另 一 状态 ,根据 其 状态 变化 可 以 引出 电子 状态 的 有 关 结 论 . 仪器 的 状态 是 由 标志 
它 的 某 种 (或 某 些 ) 物 理 量 的 数值 一 一 即 “仪器 的 读数 "一 一 所 确定 的 . 我 们 暂时 
用 & 表示 这 个 量 ,用 g, 表示 g 的 本 征 值 ;g 的 值 域 按照 仪器 的 经 典 性 质 一 般 讲 
来 应 该 是 连续 的 ,但 我 们 一 一 仅 为 今后 简化 公式 起 见 一 一 假定 它 为 离散 谱 . 仪器 
的 状态 可 用 准 经 典 波 函 数 B,(8) 描 写 , 下 标 n 对 应 于 仪器 “读数 "g, ,而 E 为 其 坐 
标的 集合 . 仪器 的 经 典 性 质 表现 于 下 列 事实 ,在 任 一 给 定时 刻 ,我 们 可 以 肯定 它 
处 于 具有 确定 g 值 的 某 一 已 知 态 更 , 中 ;这 样 的 假定 ,对 一 个 量子 系统 讲 来 , 当 
然 是 不 合理 的 . 

令 go(E) 为 仪器 的 初 态 波 函 数 (测量 之 前 ) ,(g) 为 电子 的 任 一 归 一 化 初 
态 波 函数 (4 表示 其 坐标 的 集合 ). 这 两 个 函数 相互 独立 地 描述 仪器 和 电子 的 状 
态 . 故 整个 系统 的 初 态 波 函 数 等 于 下 列 乘积 : 

(gq) $B,(€), (7.1) 
随后 ,仪器 和 电子 进入 相互 作用 .运用 量子 力学 的 方程 式 , 可 在 原则 上 追踪 该 系 
统 的 波 函 数 随时 间 的 变化 . 在 测量 过 程 结束 之 后 ,这 个 波 函 数 当 然 不 一 定 仍 是 
的 函数 和 4 的 函数 的 乘积 . 把 这 个 波 函 数 对 仪器 的 本 征 函 数 @, (它们 构成 一 完 
备 组 ) 展 开 后 ,可 得 下 列 全 加 形式 : 


> 4.(9)$,(€), Cy 


其 中 4,(9) 为 4 的 某 种 函数 . 
仪器 的 “经 典 性 质 ” ,以 及 经 典 力学 既是 量子 力学 的 基础 又 是 其 极限 情形 的 
双重 角色 ,现在 开始 露面 . 如 前 所 述 ,仪器 的 经 典 性 质 意味 着 ,g 量 (“ 仪 器 读 
数 ” ) 在 任何 时 刻 均 有 某 种 定 值 . 这 就 使 我 们 能 够 断定 ,测量 之 后 ,仪器 加 电子 的 
整个 系统 的 态 ,实际 上 并 不 是 由 (7.2) 式 的 整个 级 数 之 和 描述 ,而 是 由 其 中 与 仪 
器 “读数 "g, 相对 应 的 那 一 项 描述 的 : 
A.(g)B.(é), C7 
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由 此 可 见 , 上 式 中 的 4.(4) 正 比 于 测量 结束 后 电子 的 波 函 数 . 从 函数 4.(4) 并 没 
有 归 一 化 这 一 点 也 可 以 看 出 , 它 还 不 是 电子 波 函数 本 身 ,4.(4) 中 不 但 包含 有 关 
电子 未 态 性 质 的 信息 ,而 且 还 包含 着 仪器 出 现 第 二 个“ 读数" 的 概率 (由 系统 初 
态 所 确定 ) 的 信息 . 

由 于 量子 力学 方程 的 线性 性 质 ,4.(9) 和 电子 的 初 态 波 函 数 罗 (9) 的 关系 ， 
一 般 讲 来 ,可 以 通过 某 种 线性 积分 算 符 表 出 : 


4.(9) = [K.(9,9) vg’) dg', (7.4) 


其 中 的 核 K(q,g') 表 述 这 个 测量 过 程 的 特征 . 

我 们 假定 上 述 测量 给 出 了 电子 态 的 完全 描述 . 换 句 话说 ( 见 $1) , 末 态 中 所 
有 各 量 的 概率 应 该 与 电子 的 先前 (测量 以 前 ) 状态 无 关 . 从 数学 上 讲 , 这 意味 着 
函数 4,(4) 的 形状 必须 由 测量 过 程 本 身 所 确定 ,而 与 电子 的 初 态 波 函数 歼 (9) 无 
关 . 因此 4, 应 旦 下 列 形式 : 





4.(9) =a.p.(9), (7.5) 
其 中 w, 为 某 种 确定 的 函数 ,我 们 假定 它 已 经 归 一 化 ,只 有 常数 a, 才 依赖 于 
到 (9) .在 积分 关系 式 (7.4) 中 ,这 相当 于 核 K,(9,9') 分 解 成 为 9 的 函数 和 9 的 
函数 二 者 的 乘积 


K.(g,9') =p,(9) Y. (9'). (7.6) 
从 而 常数 a。 和 函数 (9) 的 线性 关系 旦 下 列 形式 : 
«= {Vlq) ¥: (9)dg, (7.7) 


其 中 炎 ,(9) 为 依赖 于 测量 过 程 的 某 些 确定 的 函数 . 

函数 p,(9) 就 是 测量 之 后 电子 的 归 一 化 波 函 数 . 这 里 我 们 看 到 ,用 测量 方法 
确定 一 个 电子 态 ( 这 个 电子 态 被 一 个 确定 的 波 函 数 描述 ) 的 可 能 性 在 理论 的 数 
学 表述 中 是 怎样 得 到 反映 的 . 

如 果 对 一 个 波 函 数 给 定 为 罗 (q) 的 电子 进行 这 种 测量 , 则 常数 a, 具有 一 个 
简单 的 物理 含义 :根据 一 般 规则 ,1a,1 就 是 测 得 第 ”个 结果 的 概率 . 所 有 测量 结 
果 的 总 概率 应 该 等 于 一 : 

B lasl? 1 (7.8) 


为 了 使 (7.7) 式 和 (7.8) 式 对 任意 的 归 一 化 的 函数 殉 (9) 都 能 成 立 ,任意 函数 
至 (9) 必 须 能 对 函数 组 到 ,(9) 展开 ( 参 考 $3) ,这 就 是 说 ,到 ,(4) 构 成 一 套 正 交 归 
一 化 的 完备 函数 组 . 

如 果 电 子 的 初 态 波 函数 等 于 其 中 的 一 个 函数 更 (9) , 则 与 更 , 对 应 的 常数 
a, 显然 等 于 1 ,而 其 它 的 a, 都 等 于 零 . 换 句 话说 ,对 处 于 到 ,(9) 态 的 电子 进行 该 
种 测量 后 ,肯定 能 够 得 出 第 n 个 结果 . 
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函数 ,(g) 的 上 述 一 切 性 质 表明 ,它们 就 是 用 以 标志 电子 的 某 种 物理 量 
(用 /表示 ) 的 本 征 函 数 ,我 们 所 讲 的 那 种 测量 ,可 以 说 是 对 这 个 量 进行 测量 . 

十 分 重要 的 是 , 罗 ,(g) 这 组 函数 一 般 讲 来 并 不 等 于 p,(g) 这 组 函数 . 一般 讲 
来 ,后 一 组 函数 甚至 并 不 相互 正 交 , 也 不 构成 任 一 算 符 的 本 征 函 数组 . 这 就 表明 
了 这 样 一 个 事实 ,量子 力学 中 的 测量 结果 是 无 法 重 现 的 . 如 果 电子 处 于 到 (9) 
态 ,那么 ,测量 /的 结果 ,会 肯定 地 得 出 /. 值 .但 当 测 量 结束 之 后 ,该 电子 就 处 于 
不 同 于 初 态 的 p,(g) 态 ,一 般 讲 来 ,在 这 个 态 中 /不 再 取 任 何 定 值 . 故 在 第 一 次 
测量 结束 之 后 ,对 该 电子 紧 接着 作 第 二 次 测量 时 ,我 们 会 得 到 不 同 于 第 一 次 测 得 
的 / 值 @. 要 想 用 第 一 次 测量 的 已 知 结果 去 预 断 第 二 次 测量 的 结果 ( 意 即 算出 其 
概率 ) ,我 们 必须 首先 知道 :由 第 一 次 测量 所 建立 的 那个 态 的 波 函数 p,(9) ,以 及 
在 第 二 次 测量 中 欲求 其 概率 的 那个 波 函数 到 , (9). 这 就 是 说 ,从 第 一 次 测量 结 
东 时 的 w,(9) 出 发 ,应 用 量子 力学 方程 求 出 p,(9,1) 波 函数 ;那么 ,在 + 时刻 进行 


第 二 次 测量 时 获得 第 m 个 结果 的 概率 可 以 用 积分 [PEACE A (9)d9 的 模 量 平 


方 给 出 . 

我 们 看 到 ,量子 力学 中 的 测量 过 程 具有 “两 面 "性 : 它 对 电子 的 过 去 和 未 来 
起 着 不 同 的 作用 . 对 过 去 而 言 , 即 对 前 次 测量 中 所 建立 的 一 个 电子 态 而 言 ,通过 
这 次 测量 ,可 以 “验证 "由 该 态 所 预 断 的 各 种 可 能 结果 的 概率 . 对 未 来 而 言 , 通 过 
这 一 次 的 测量 后 又 建立 了 一 个 新 的 电子 态 ( 参 见 $44). 因此 ,测量 过 程 本 身 的 
这 个 特性 包含 着 一 个 深邃 的 不 可 逆 性 原理 . 

这 种 不 可 逆 性 具有 重要 的 原则 意义 . 我 们 将 在 以 后 看 到 ( 见 $ 18 未 段 ) , 量 
子 力学 基本 方程 本 身 对 时 间 的 变 号 具有 对 称 性 ;从 这 一 方面 讲 来 ,量子 力学 和 经 
典 力学 没有 什么 区 别 . 但 是 测量 过 程 的 不 可 逆 性 ,使 得 时 间 的 两 个 指向 具有 物理 
上 的 不 等 价 性 ,也 就 是 说 ,使 得 过 去 和 未 来 呈现 差别 . 


加 关于 测量 的 无 法 重 现 性 问题 ,必须 指出 一 个 重要 例外 一 一 测量 结果 可 以 重 现 的 一 个 量 就 是 从 
标 . 在 足够 短 的 时 间 间 隔 内 对 一 个 电子 的 坐标 进行 两 次 测量 ,一 定 会 得 出 相 邻 值 ;否则 将 意味 着 电子 具有 
无 限 大 的 速度 . 从 数学 上 讲 来 ,这 一 点 与 下 列 事实 有 关 , 即 电子 和 仪器 的 相互 作用 能 量 算 符 与 坐标 算 符 互 
相对 易 , 因 为 这 种 相互 作用 能 (在 非 相 对 论 理论 中 ) 仅 为 坐标 的 函数 . 
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$8 哈密 顿 算 符 


量子 力学 中 ,物理 系统 的 态 完全 由 波 函 数 丈 确 定 . 这 就 是 说 ,给 出 了 某 一 时 
刻 的 波 函 数 后 ,不 但 该 系统 在 该 时 刻 的 所 有 性 质 得 以 描述 ,并 且 能 确定 该 系统 在 
此 后 所 有 时 刻 的 行为 (当然 ,这 只 能 确定 到 量子 力学 一 般 允 许 的 完备 程度 为 


止 ). 这 一 事实 的 数学 表述 为 , 任 一 时 刻 波 函 数 的 时 间 微 商 时 的 值 必须 由 该 时 刻 


的 罗 函 数 本 身 的 值 所 确定 ,根据 全 加 原理 ,它们 之 间 的 关系 还 应 是 线性 的 . 其 最 
普遍 形式 为 


访 = 有 yw (8.1) 
式 中 方 是 某 个 线性 算 符 ; 因 子 访 的 引进 下 面 即将 说 明 . 
由 于 积分 式 | ww" dg 是 一 个 和 时 间 无 关 的 常数 ,我们 有 
| 1 到 12d9 = [veda+ [ma =0. 
把 (8.1) 式 代入 上 式 ,并 对 第 一 个 积分 应 用 算 符 的 转 置 定义 ,我 们 有 ( 略 去 公 因 
于 hi) 
-pa = fv" wag- mp- 
a [Ea -HB) wdg =0 


由 于 上 式 必 须 对 任意 的 殉 函数 成 立 ,因而 必须 有 等 式 月 * = 碧 ; 故 入 是 一 个 厄 米 
算 符 .我们 来 求 算 符 应 所 对 应 的 物理 量 . 为 此 ,我 们 应 用 波 函 数 的 极限 表 式 
(6.1) ,并 把 它 写成 
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a _ i 95. 
or oY 


其 中 的 缓 变 振幅 a 无 需 微分 .将 此 式 和 定义 (8.1) 式 比较 ,可 知 极限 情形 下 ,六 


算 符 归结 为 相 乘 因子 - 33/94. 这 就 是 说 , - 8S/at 是 厄 米 算 符 和 月 所 对 应 的 物 
理 量 . 


我 们 在 力学 中 熟知 , 微 商 -中 正好 就 是 一 个 力学 系统 的 哈密 顿 函数 已 故 算 
符 序 是 量子 力学 中 对 应 于 哈密 顿 函 数 的 算 符 ; 称 为 哈密 顿 算 符 , 或 者 简称 为 该 


系统 的 哈密 顿 量 . 如 果 哈 密 顿 量 的 形式 为 已 知 ,方程 (8.1) 就 确定 了 该 物理 系统 
的 波 函数 . 这 个 量子 力学 中 的 基本 方程 称 为 波动 方程 . 


$9 算 符 对 时 间 的 微 商 


量子 力学 中 物理 量 的 时 间 微 商 概念 ,不 能 按 经 典 力学 的 方式 来 定义 . 因为 经 
典 力学 的 微 商 定义 中 考虑 了 一 个 量 在 两 个 相 邻 的 不 同时 刻 所 具有 的 数值 . 但 在 
量子 力学 中 ,一 个 量 在 某 一 时 刻 具有 定 值 , 它 在 随后 各 时 刻 一 般 讲 来 并 不 具有 定 
值 ;这 一 点 已 经 在 $ 1 中 详细 讨论 过 . 

因此 量子 力学 中 的 时 间 微 商 概念 必须 给 予 另 外 的 定义 . 我 们 自然 地 把 物理 


量 / 的 微 商 六 定义 成 这 样 一 个 量 , 这 个 量 的 平均 值 等 于 平均 值 的 时 间 微 商 . 
即 定义 为 : 


= 天 . (9.1) 
从 这 个 定义 出 发 ,不 难 获得 对 应 于 广 的 量子 力学 算 符 有 的 表 式 . 由 于 
了 = | "fwaq, 故 
这 = [vfydg= fv'¥yaat+ 
+ [下 -wao+ vf ag. 
其 中 的 时 是 对 算 符 广 进行 时 间 偏 微 商 后 所 得 的 算 符 ,因为 六 可 能 依赖 于 参量 1. 


把 时 和 按 (8.1) 的 表 式 代 人 上 式 ,可 得 


oat 
op [Fv )fydg- i [vf 
4 =[Y t+ [8 YW )f dg - 广 J ¥'f( Ay)ag. 


由 于 算 符 太 是 厄 米 的 ,因而 
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[Bw ) wa [FA vy )dg= [YA ydg; 
因此 有 
f= fw (+i ) var. 
另 一 方面 ,由 于 按 平均 值 定义 有 广 = | 到 " 广 wd9, 故 知 被 积 函数 中 加 括号 
内 的 表 式 就 是 欲求 的 算 符 广 @， 


本 了 
sry "as (9.2) 
要 注意 的 是 ,如 果 算 符 广 不 显 含 时 间 , 那 么 , 除开 一 个 常 因子 /外 ,就 等 


于 算 符 广 和 哈密 顿 量 的 对 易 式 . 
有 一 类 十 分 重要 的 物理 量 , 它 的 算 符 不 显 含 时 间 , 且 和 哈密 顿 量 相对 易 , 从 


而 有 有 =0. 这 样 的 量 称 为 守恒 量 . 由 于 广 = 产 =0, 即 广 是 一 个 常量 . 换 句 话说 ， 
该 量 的 平均 值 不 随时 间 变化 . 这 里 我 们 还 可 断定 ,如 果 所 给 态 中 的 /具有 定 值 


( 即 波 函 数 为 算 符 广 的 一 个 本 征 函 数 ) , 则 在 所 有 的 随后 时 刻 f 仍 具 ( 同 一 ) 定 值 . 
$10 定 态 
封闭 系统 (或 处 于 恒定 外 场 中 的 系统 ) 的 哈密 顿 量 不 可 能 显 含 时 间 . 这 是 因 


加 经 典 力学 中 ,如 果 量 /是 该 系统 的 广义 坐标 g; 和 广义 动量 p, 的 函数 , 则 /了 的 时 间 全 微 商 为 


df _ | :过 
攻 攻 (六 的 


把 哈密 顿 方 程 4 = 38/aps 和 Pi = -38/9gs 代 人 上 式 ,可 得 
EE 
da lan, 

其 中 的 


= 首 组 . 半 旨 
a > a9; op: 下 


称 为 /和 鼎 两 量 的 泊 松 括号 (参考 第 一 卷 .《 力 学 》 ,$42). 此 式 和 (9.2) 式 比较 ,我 们 看 到 , 当 算 符 i( 及- 
及 ) 过 渡 到 经 典 力学 极限 情形 时 ,第 一 级 近似 应 当 等 于 零 , 第 二 级 近似 ( 相对 于 及) 就 是 [有 ,/]. 这 个 结论 


对 任意 两 个 量 /和 来 讲 都 是 正确 的 ; 即 算 符 i(f& - 2) 趋向 于 经 典 极限 量 i[7,g] ,而 [/,g] 为 下 列 泊 松 
括号 : 


我 们 总 可 以 把 台 形式 地 想象 为 某 一 系统 的 哈密 顿 量 ,根据 这 个 事实 即 得 上 式 . 


s$10 定 态 “25. 





为 对 这 样 的 系统 来 讲 ,所 有 时 间 都 是 等 价 的. 另 一 方面 ,由 于 任 一 算 符 和 它 自己 
当然 是 对 易 的 ,我 们 就 得 到 这 样 一 个 结论 ,对 不 在 可 变 外 场 中 的 一 个 系统 来 讲 ， 
它 的 哈密 顿 函 数 是 一 个 守恒 量 . 大 家 知道 ,守恒 的 哈密 顿 函数 称 为 能 量 . 量子 力 
学 中 能 量 守恒 定律 的 意义 就 在 于 ,如 果 所 给 态 的 能 量具 有 定 值 , 则 此 值 将 不 随时 
间 变 化 . 
能 量 为 定 值 的 态 称 为 该 系统 的 定 态 . 描述 定 态 的 波 函数 炎 , 是 哈密 顿 算 符 
的 本 征 函 数 ,满足 方程 上, =E, 业 ,. 其 中 的 E, 为 能 量 的 本 征 值 .对 函数 炎 , 讲 来 
波动 方程 (8.1) 成 为 
i ee = Py, =E,,. 
此 式 可 对 时 间 直 接 积分 ,并 得 
.=e "yp.(g), (10.1) 
式 中 峭 仅 为 坐标 的 函数 . 上 式 确定 了 定 态 波 函 数 对 时 间 的 依赖 关系 . 
我 们 用 小 写 的 少 代表 不 包含 时 间 因 子 的 定 态 波 函 数 . 这 种 函数 以 及 它 的 能 
量 本 征 值 是 由 下 列 方 程 确定 的 : 
By =Ey. (10.2) 
能 量 为 最 小 允许 值 的 定 态 称 为 该 系统 的 基态 . 
任 一 波 函 数 殉 按 定 态 波 函数 展开 后 , 旦 以 下 的 形式 : 
= Me as (10.3) 


和 通常 一 样 ,展开 式 系数 的 各 个 模 量 平方 la.| 确定 了 该 系统 具有 各 种 能 量 值 
的 概率 . 

一 个 定 态 中 的 坐标 概率 分 布 由 模 量 平 方 1 ,1? = Iw 所 确定 ;我 们 看 到 它 
和 时 间 无 关 . 同 理 可 知 任 一 物理 量 /( 其 算 符 不 显 含 时 间 ) 在 定 态 中 的 平均 值 也 
不 随时 间 变 化 : 

f= [wfv.dg= [yi fv,dg. 

前 面 已 经 讲 过 , 任 一 守恒 物理 量 的 算 符 与 哈密 顿 量 相对 易 . 这 就 是 说 , 任 一 
守恒 物理 量 可 以 和 能 量 同时 测量 . 

在 一 个 系统 的 各 种 不 同 定 态 中 ,有 些 定 态 可 能 具有 相同 的 能 量 值 (相同 的 
能 级 ) ,但 有 不 同 的 其 它 物理 量 值 . 被 几 个 不 同 的 定 态 所 对 应 的 那个 能 级 称 为 有 
简 并 的 能 级 . 从 物理 上 讲 来 ,存在 着 简 并 能 级 的 可 能 性 与 下 列 事实 有 关 , 即 能 量 
本 身 一 般 讲 来 还 不 足以 构成 物理 量 的 一 个 完全 集合 . 

如 果 有 两 个 守恒 的 物理 量 上 和 & ,它们 的 算 符 并 不 对 易 ,那么 该 系统 的 诸 能 
级 一 般 讲 来 是 简 并 的 . 璧 如 , 设 少 为 某 一 定 态 波 函数 ,该 态 中 除 能 量 外 量 了 也 具 
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有 定 值 . 我 们 很 易 断 定 函 数 6 并 不 等 同 于 函数 少 ( 常 因子 除外 ) ;否则 该 态 中 的 

量 g 也 将 具有 定 值 ,这 是 不 可 能 的 ,因为 /和 g 不 能 同时 测量 . 另 一 方面 ,函数 By 

又 是 哈密 顿 量 的 一 个 本 征 函 数 ,并 且 和 少 对 应 于 同一 能 量 值 E: 
(By) =EHp =E(BY). 

由 此 可 见 , 这 个 时 候 有 不 止 一 个 本 征 函 数 对 应 于 同一 能 量 值 5, 也 就 是 说 该 能 级 

是 简 并 的 . 

属于 同一 简 并 能 级 的 各 种 不 同 波 函 数 加 以 任意 的 线性 组 合 后 ,显然 仍 为 该 
能 级 的 一 个 本 征 函数 . 换 句 话说 ,一 个 简 并 能 级 的 一 套 本 征 函 数 的 选择 方式 不 是 
唯一 的 . 任意 选 出 的 属于 同一 简 并 能 级 的 一 套 本 征 函 数 ,一 般 讲 来 并 不 相互 正 
交 . 但 把 它们 加 以 适当 的 线性 组 合 后 ,总 可 以 组 合成 为 一 套 正 交 的 ( 且 为 归 一 化 
的 ) 本 征 函 数 . 

对 简 并 能 级 的 一 套 本 征 函数 所 作 的 上 述 论 断 ,当然 不 仅 对 能 量 的 本 征 函数 
而 言 是 正确 的 ,而 且 对 任 一 算 符 的 一 套 本 征 函数 而 言 也 是 正确 的 . 对 所 论 的 算 符 
讲 来 ,只 有 属于 不 同 本 征 值 的 那些 本 征 函数 , 才 是 自动 正 交 的 ;属于 同一 简 并 本 
征 值 的 那些 本 征 函 数 ,一 般 讲 来 并 不 相互 正 交 . 

如 果 系 统 的 哈密 顿 量 等 于 两 个 (或 更 多 个 ) 部 分 之 和 .应 = 应 + 所, 其 中 的 一 
个 部 分 只 含 坐标 组 g ,而 另 一 部 分 只 含 坐标 组 9 ,那么 , 算 符 志 的 本 征 函 数 就 能 


写成 算 符 所 和 算 符 让 的 本 征 函数 的 乘积 ,能 量 的 本 征 值 也 就 等 于 这 两 个 算 符 
的 本 征 值 之 和 . 

能 量 的 本 征 值 谱 既 可 以 是 离散 谱 , 也 可 以 是 连续 谱 .离散 谱 中 的 定 态 总 是 对 
应 于 该 系统 的 有 限 运动 ,也 就 是 对 应 于 这 样 一 种 运动 ,该 系统 以 及 它 的 任 一 部 分 


都 不 会 跑 到 无 穷 远 处 . 这 是 因为 对 离散 谱 的 本 征 函 数 讲 来 ， | 1 到 1"dq 对 整个 空 


间 的 积分 是 有 限 的 . 这 当然 就 意味 着 , 模 量 平 方 ! 到 | 的 数值 很 快 地 衰减 ,并 在 无 
穷 远 处 变 成 零 . 换 句 话说 ,坐标 值 为 无 穷 大 的 概率 等 于 零 ; 亦 即 该 系统 在 作 有 限 
运动 ,或 者 说 该 系统 处 于 束缚 态 中 . 


对 连续 谱 的 波 函 数 讲 来 ，「 1 更 1?d9 是 发 散 的 . 此 时 波 函 数 的 模 量 平方 1 到 | 
并 不 直接 决定 各 种 坐标 值 的 概率 , 它 只 能 看 作 是 和 这 种 概率 成 正比 的 一 个 量 . 积 
曙 | 1 到 12d4 的 发 散 原因 总 是 由 于 1 更 1” 在 无 穷 远 处 不 等 于 零 (或 者 不 是 够 快 地 





中 并 且 存在 着 无 限 多 种 组 合 方法 ,因为 在 个 函数 的 线性 变换 中 有 ?个 独立 的 变换 系数 ,而 n 个 
函数 的 正 交 归 一 化 条 件 只 有 -mn(a+I) 个 ;也 就 是 小 于 下 个 - 
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趋 于 零 ) 所 引起 的 . 因此 可 以 断定 ,在 一 个 任意 大 而 有 限 的 封闭 面 外 的 空间 区 
域 ,积分 1wl*dg 总 是 发 散 的 . 这 就 意味 着 处 于 该 态 中 的 系统 (或 其 某 一 部 分 ) 
位 于 无 穷 远 处 . 对 于 一 个 由 连续 谱 的 各 种 定 态 波 函数 全 加 而 成 的 波 函 数 讲 来 , 积 
分 [ 1wl*dg 可 能 是 收敛 的 ,此 时 该 系统 处 于 一 个 有 限 的 空间 范围 内 . 可 是 这 个 


有 限 空间 范围 将 随 着 时 间 无 限制 地 扩张 ,终于 使 该 系统 运动 到 无 穷 远 处 . 
这 一 点 可 以 根据 下 面 的 讨论 看 出 . 连续 谱 本 征 函 数 的 人 县 加 形式 为 


w= [are "yelg) dE. 
更 的 模 量 平方 可 以 表 成 以 下 的 重 积分 形式 : 
IE = ff orate -mys(g) wi(g) dEdE’. 


这 个 式 子 如 果 对 某 一 时 间 间 隔 了 求 平 均值 ,再 让 7 趋向 无 穷 , 则 振荡 因子 
e 的 平均 值 趋 于 零 ,从 而 整个 积分 趋 于 零 . 这 就 是 说 ,该 系统 处 于 位 形 空 
间 任 一 指定 点 的 概率 1 更 | 的 时 间 平 均值 趋 于 零 ; 但 是 这 种 结果 只 有 对 发 生 于 无 
限 空间 中 的 运动 才 有 可 能 成 立 @. 可 见 连续 谱 中 的 定 态 对 应 于 系统 的 无 限 运动 . 


811 矩阵 
为 方便 计 ,我 们 假定 所 考虑 系统 的 能 谱 为 离散 谱 ;下 面 求 得 的 所 有 关系 式 ， 
都 可 以 直接 推广 到 连续 谱 的 情形 . 设 更 = 》 a, 为 任 一 波 函 数 对 定 态 波 函 数 
到 , 的 展开 式 . 如 果 把 这 个 展开 式 代入 /的 平均 值 定义 (3.8) 式 中 , 则 得 
FD erm (11.1) 
其 中 的 /, (4) 代表 下 列 积分 : 和 
六 [Yify.dg. (11.2) 
当 n 和 m 采 取 所 有 可 能 的 各 种 数值 时 ,这 一 组 量 f.,(1) 称 为 量 / 的 一 个 矩阵 多 ， 
每 一 个 /,,(t) 则 称 为 由 态 跃迁 到 m 态 的 矩阵 元 . 
和 矩阵 元 /,,(1) 的 时 间 依 赖 关系 是 由 (如 果 算 符 f 不 显 含 1) 波 函数 到 , 的 时 间 


加 要 注意 的 是 ,如 果 炎 是 由 离散 庶 的 波 函 数 莽 加 而 成 的 , 则 有 
p= 5 DT aas eV yg = leg g) 1 
亦 即 概率 密度 的 时 间 平 均值 保持 有 限 - 


回 物理量 的 矩阵 表示 法 ,是 在 莅 定 得 发 现 波动 方程 以 前 由 海 森 伯 于 1925 年 引进 的 . 后 来 ,M. 玻 因 ， 
WW. 海 森 伯 和 P. 约 当 又 进一步 发 展 ,成 为 “矩阵 力学 ”. 
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依赖 关系 确定 的 .用 (10.1) 式 代 人 上 式 ,可 得 





和 (11.3) 
其 中 的 
时 
Om = (11.4) 
称 为 n 态 和 m 态 之 间 的 跃迁 频率 ,而 
f= [wi fp.dg, (11.5) 


这 一 组 量 构成 /的 不 依赖 于 时 间 的 矩阵 ,在 量子 力学 中 经 常用 到 @. 
7 的 微 商 广 的 矩阵 元 可 从 7 矩阵 元 的 时 间 微 商 求 出 ;这 可 直接 从 下 式 出 发 : 


fj =i= pe (11.6) 
用 (11,3) 式 ,可 得 广 的 矩阵 元 为 
f lt) =ia (iD， (11.7) 
或 不 含 时间 ( 上 式 两 边 消 去 时 间 因 子 e"w" 后 ) 的 矩阵 元 为 
Cf) infin = (Es ~ Ea). (11.8) 


为 简化 式 中 的 符号 起 见 , 以 下 导出 的 所 有 公式 都 是 针对 不 含 时 间 的 矩阵 元 
而 言 的 ;对 依赖 于 时 间 的 矩阵 讲 来 ,也 能 导出 同样 的 式 子 . 
考虑 到 厄 米 共 达 算 符 的 定义 后 ,我 们 可 以 求 出 了 的 复 共 罗 量 . 广 的 矩阵 元 


m= fpf yadg= [yif "wdg= [yf wi dg 


或 
了 (11.9) 
通常 我 们 只 需 考虑 实物 理 量 , 因 此 有 
J = (11.10) 
LAss 即 (/。) " ] .满足 上 式 条 件 的 矩阵 ,其 名 称 和 它 所 对 应 的 算 符 相同 , 称 为 厄 米 


和 矩阵. 

?= 现 的 矩阵 元 称 为 对 角 和 矩阵 元 . 这 种 矩阵 元 和 时 间 无 关 , 从 (11.10) 式 并 
可 看 出 它们 都 是 实 量 . 矩阵 元 人 .实际 上 就 是 量 / 在 态 少 中 的 平均 值 . 

不 难 获得 矩阵 的 “乘法 规则 ”. 为 此 ,我 们 首先 指出 下 列 公式 是 成 立 的 : 


@ ”由 于 归 一 化 波 函 数 中 有 一 个 不 确定 的 相 因子 ( 见 $2) ,和 矩阵 元 /.。 及 f.,(!) 也 只 能 确定 到 相差 一 
个 ef 形式 的 因子 为 止 .这 种 不 确定 性 同样 不 会 影响 到 任何 物理 结果 . 
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y= Tf: (11.11) 


这 个 式 子 不 过 是 函数 fw, 对 函数 组 w, 的 展开 式 ,其 中 的 系数 可 由 普遍 公式 
(3.5) 确 定 . 根据 这 一 公式 ,我 们 可 写 出 两 个 算 符 的 乘积 作用 在 函数 yy, 上 所 得 
的 结果 : 


few, =f BW) =f 5 go 加 = 5 grfh = Ege 
另 一 方面 我 们 应 该 有 


jy = 5 (Je) yn 
由 此 得 出 结论 ,乘积 jg 的 矩阵 元 是 由 下 式 确定 的 : 
(fe) m= 2 fugr, (11.12) 


这 个 乘法 法 则 和 数学 中 采用 的 矩阵 乘法 法 则 完全 相同 :第 一 个 矩阵 的 行 乘 以 第 
二 个 矩阵 的 列 . 

给 出 矩阵 ,就 等 价 于 给 出 了 算 符 本 身 . 特别 是 ,如 果 和 矩阵 已 知 , 则 原则 上 可 求 
出 该 物理 量 的 本 征 值 及 其 相应 的 本 征 函 数 . 

现在 假定 所 考虑 的 所 有 各 量 都 在 某 一 固定 时 刻 ,我 们 把 任 一 波 函 数 到 (在 
该 时 刻 ) 按 哈密 顿 算 符 户 的 本 征 函数 组 展开 , 即 按 不 含 时 间 的 定 态 波 函 数 y。 
展开 : 


更 = cy (11.13) 


式 中 的 c 代表 展开 系数 . 把 上 式 代 入 确定 /的 本 征 值 和 本 征 函 数 的 方程 式 f 罗 
=/ 炎 中 .我 们 有 


Ey) = cape 


上 式 两 边 各 乘 几 后 再 对 dg 积分 . 式 左 的 每 一 个 积分 式 | ;fadg 就 是 相应 的 
矩阵 元 /人 式 右 的 所 有 mn 的 积分 式 | Ww。dq 由 于 yn 函数 组 的 正 交 性 而 等 
于 零 ,并 由 于 归 一 化 条 件 有 [ww.dq =10, 故 

二 大"- = 大 。 (11.14) 


加 “按照 一 般 规则 ( $5) , 展 式 (11.13) 中 的 一 套 。 系数 可 以 看 作 “ 能 量 表象 "中 的 波 函 数 (其 变量 
为 下 标 心 即 能 量 本 征 值 的 编号 ) .矩阵 人 .在 这 个 表象 中 起 着 算 符 广 的 作用 , 它 作用 在 波 函数 上 的 结果 等 


于 (11.14) 式 的 左边 . 表 式 三 = cy (/ien ) 相 当 于 一 个 量 用 其 算 符 及 状态 波 函数 表 出 的 平均 值 一 
般 公式 . 
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或 
了 Us -fa)e, =0， 

式 中 , 当 mz#n 时 6 =0,m=n 时 6,, =1. 

于 是 ,我 们 得 到 了 一 组 齐 次 的 线性 代数 方程 组 ( 以 c。 为 未 知 数 ). 大 家 都 知 
道 , 这 样 一 组 方程 式 ,只 有 当 它 们 的 系数 所 组 成 的 行列 式 等 于 零 时 , 才 可 能 有 不 
等 于 零 的 解 ,因此 上 式 有 解 的 条 件 为 

det(/., 一 让。 ) =0. (11.15) 

这 个 式 子 (以 /为 未 知 数 ) 的 根 就 是 物理 量 /的 各 种 可 能 值 . 当 / 等 于 这 些 可 能 值 
中 的 任意 一 个 时 ,满足 (11.14) 式 的 一 套 c。 值 就 确定 了 对 应 于 该 可 能 值 的 本 征 
函数 . 

如 果 在 物理 量 了 的 矩阵 元 定义 (11.5) 式 中 , 令 yw, 为 /的 本 征 函 数 , 则 按 方 
程式 fy, =/,w, 可 得 

f= [wi fyadg =f, [wi wdg. 

根据 yw。 函数 组 的 正 交 归 一 化 条 件 , 当 mn 时 得 出 f.。=0,n =m 时 则 有 /= 
.因此 只 有 对 角 和 矩阵 元 才 不 等 于 零 , 并 且 分 别 等 于 量 / 的 相应 本 征 值 .只 有 对 
角 和 矩阵 元 不 等 于 零 的 矩阵 称 为 对 角 和 矩阵 . 特别 是 在 少 函数 为 定 态 波 函数 的 常用 
表象 中 ,能 量 矩 阵 就 成 为 一 个 对 角 矩阵 ( 同样 ,凡是 在 定 态 中 具有 定 值 的 其 它 物 
理 量 的 矩阵 也 是 对 角 矩 阵 ). 一 般 讲 来 ,用 算 符 & 的 本 征 函 数 来 定义 的 /矩阵 , 称 
为 物理 量 /在 g 表象 中 的 矩阵 . 此 后 如 无 特殊 声明 , 当 我 们 讲 到 一 个 物理 量 的 矩 
阵 时 ,就 是 指 该 物理 量 在 常用 表象 中 的 矩阵 ,这 个 表象 中 的 能 量 矩阵 是 一 个 对 角 
和 矩阵. 前 面 讲 过 的 矩阵 元 的 时 间 关 系 式 ,都 是 仅仅 针对 这 个 常用 表象 而 言 的 0. 

借助 于 算 符 的 矩阵 表示 ,我 们 可 以 证 明 $4 中 提 到 过 的 一 个 定理 :如 果 有 两 
个 算 符 相互 对 易 ,它们 就 具有 一 整套 共同 的 本 征 函 数组 . 假定 和 是 这 样 的 两 
个 算 符 ,根据 /= 六 和 (11.12) 式 的 矩阵 乘法 规则 ,可 得 

2 ug = 2 ge 


如 果 取 算 符 广 的 一 套 本 征 函数 y, 来 计算 诸 和 矩阵 元 , 则 mz 时/ =0, 故 上 式 可 
化 成 /mgm = gmnfin ,或 

Bun (fo -f.) =0. 
如 果 / 的 所 有 本 征 值 /. 都 不 一 样 ,那么 ,只 要 mn 就 有 f, -太夫 0, 从 而 有 gg = 
0. 由 此 可 见 g。, 的 矩阵 也 是 对 角 的 ,这 就 是 说 ,函数 组 y, 也 是 物理 量 g 的 本 征 函 


加 ”根据 能 量 和 矩阵 的 对 角 性 ,很 容易 看 出 (11.8) 式 就 是 算 符 公式 (9.2) 的 矩阵 表示 . 
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数组 . 如 果 / 这 组 本 征 值 中 有 些 值 是 相同 的 (也 就 是 存在 这 样 一 些 本 征 值 ,其 中 
每 个 本 征 值 同时 与 几 个 不 同 的 本 征 函 数 相对 应 ) ,那么 ,对 每 一 组 属于 同一 本 征 
值 的 本 征 函 数 少 而 言 , 所 对 应 的 g。。 矩 阵 元 一 般 不 等 于 零 . 但 是 ,把 属于 同一 本 
征 值 的 那些 本 征 函 数 少 , 加 以 种 种 线性 组 合 后 ,它们 显然 仍 是 该 本 征 值 的 一 组 本 
征 函数 ;从 中 我 们 总 是 可 以 挑 出 这 样 一 组 线性 组 合 ,使 得 所 对 应 的 各 个 非 对 角 矩 
阵 元 gw 全 都 等 于 零 . 由 此 可 见 , 在 这 样 的 情况 下 我 们 还 是 可 以 求 得 一 套 函 数 ， 
它们 都 是 各 的 共同 本 征 函 数 . 
下 式 在 应 用 中 会 遇 到 ; 


现 (11.16) 


(至 8, 
OA ww OA 


入 是 哈密 顿 量 户 ( 从 而 也 是 能 量 本 征 值 E,) 所 依赖 的 一 个 参量 . 证 明 如 下 . 方程 
(让 -EE,)y, =0 对 和 A 微 商 后 , 左 乘 以 w; ,得 





和 Ay, _ .9E, of 

Ye (HE GN = ( Ta 
对 4 积分 ,左边 为 

ne 

fw -Ee.) d= {3 





(PF-E,.) "wy. dq. 


由 于 及 是 厄 米 的 ,上 式 得 零 . 由 前 式 右边 积 分 即 得 到 所 证 的 方程 . 
近来 文献 中 ,常用 下 列 记号 (由 狄 拉克 引进 ) 代 表 和 矩阵 元 /了 : 
nlflm). (11.17) 
它 可 看 作 是 由 /及 初 态 Im) 和 末 态 (nl 所 “组 成 "(这 些 初 末 态 记号 与 其 波 函 数 的 
表象 无 关 ) .我 们 也 可 用 这 些 记 号 表 出 波 函 数 的 展开 系数 :如 果 有 一 组 完备 的 波 
函数 对 应 于 态 In ) ,1n,) ,…, 则 态 1m) 的 波 函 数 对 这 套 函 数 展开 后 ,其 展开 系数 
可 记 作 


(mlm) = 号 和. (11.18) 
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一 个 给 定 的 物理 量 , 其 矩阵 元 可 用 不 同 的 波 函 数组 加 以 定义 . 例如 , 它 可 以 
是 各 种 物理 量 的 定 态 波 函数 组 ,也 可 以 是 同一 系统 在 各 种 不 同 外 场 中 的 定 态 波 
函数 组 . 于 是 就 产生 了 把 一 个 表象 中 的 矩阵 变换 到 另 一 表象 中 去 的 问题 . 

设 内 (9) 和 迪 (9) (n=1,2,…) 为 两 套 完备 的 正 交 函数 组 .彼此 间 存在 着 以 


@@ 本 书 中 两 套 记 号 都 用 . 当 脚 标 须 由 多 个 字母 组 成 时 ,用 (11.17) 式 特别 方便 . 
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下 的 线性 变换 关系 : 

= 性 Sn (12.1) 

这 不 过 是 少 按 完备 组 的 展开 式 . 这 个 变换 关系 式 可 以 按 惯例 写成 下 列 算 符 
形式 : 

y= Sy, (12.2) 


算 符 $ 必 须 满足 一 定 的 条 件 ,使 得 函数 组 少 为 正 交 归 一 化 函数 组 时 y' 也 
是 正 交 归 一 化 的 .将 (12.2) 代 和 人 下列 正 交 归 一 化 条 件 中 : 


de = 
然后 采用 转 置 算 符 的 定义 式 (3.14) ,我 们 有 
{ Cw) 8° wi dg= [wi S$° Sy.dg =8.,. 
如 果 上 式 对 所 有 的 m 和 n 都 成 立 ,我 们 必须 有 353"$=1, 或 
3 -$1. (12.3) 
即 其 道 算 符 等 于 其 厄 米 共 二 算 符 .具有 这 种 性 质 的 算 符 称 为 么 正 算 符 . 由 于 这 一 
性 质 ,(12.1) 的 逆 变 换 风 ,=$-'y' 为 


,= Soy’. (12.4) 
把 $$=1 或 85* =1 写成 矩阵 形式 ,可 得 下 列 形式 的 么 正 条 件 : 
六 3523 =6.., (12.5) 
或 
人 (12.6) 


现在 来 考虑 某 个 物理 量 几 我 们 写 出 它 在 “新 "表象 中 的 矩阵 元 , 亦 即 相对 于 
4 函数 组 的 矩阵 元 . 它 由 下 列 积分 式 给 出 : 


Ja = [ (Sy:) (fw.)dg= [wy: "fy.dg = 
= [w: SfSy,dg. 
可 知 算 符 广 在 新 表象 中 的 矩阵 ,等 于 算 符 


7 (2 
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在 旧 表 象 中 的 矩阵 下 . 
一 个 矩阵 的 对 角 元 素 之 和 称 为 该 矩阵 的 迹 , 记 作 ty@ 


w= > 人 (12.8) 
首先 应 该 注意 ,两 个 矩阵 的 乘积 的 迹 与 乘积 的 次 序 无 关 : 
tr(fe) =tr(gf) (12.9) 


因为 按 和 矩阵 乘法 规则 ,有 
tfe) = 守 爱 6 Sy > gf =tr( 8f). 
同 理 , 容 易 证 明 , 对 于 多 个 矩阵 的 乘积 ,其 迹 对 因子 的 循环 置换 保持 不 变 ;例如 
tr(feh) =tr(hfg) =tr( ghf). (12.10) 
阵 迹 有 一 个 重要 的 性 质 , 就 是 它 并 不 依赖 于 定义 矩阵 元 时 所 选 的 函数 组 , 因 
为 
(un =tr(S- SS) =tr(SS 1] =trf. (12.11) 
一 个 么 正 变换 ,使 函数 组 的 模 量 平 方 之 和 在 变换 后 保持 不 变 : 由 (12.6) 我 
们 得 
区 2 Wu 3 Wl (12.12) 
任 一 么 正 算 符 都 可 写成 


$=e”, (12.13) 
其 中 让 是 一 个 厄 米 算 符 : 由 于 尼 ” = 及 ,我 们 有 
ae- -tA 
把 e** 直 接 展开 为 让 的 震级 数 ,不 难 验证 下 式 成 立 : 
P=8 8 =f + [fiR] + [fiR] ,iR] + (12.14) 


当 胡 正比 于 一 个 小 参量 时 ,上 式 很 有 用 处 ,此 时 (12.14) 变 成 对 参量 的 宕 级 数 展 
开 式 . 


@ 如 果 [ 广 ,人 ] = -i 是 算 符 广 和 名 的 对 易 关系 ,由 变换 (12.7) 得 [六 ,8'] = -ih6", 即 对 易 关 系 不 
变 .在 §9 的 附注 中 已 指出 , 是 经 典 泊 松 括号 [/,g] 的 量子 类 比 . 而 在 经 典 力 学 中 , 泊 松 括号 在 变量 ( 广义 
坐标 和 广义 动量 ) 的 正则 变换 下 是 保持 不 变 的 ; 见 《力学 》$ 45. 在 这 种 意义 下 ,我 们 可 以 说 ,量子 力学 中 的 
么 正 变换 ,起 着 类 似 于 经 典 力学 中 正则 变换 的 作用 - 

加 “ 阵 迹 的 德 文 为 Spur, 英 文 为 ace, 记 作 spf 或 by, 当然 , 阵 迹 只 有 当 对 的 求 和 式 收敛 时 才能 有 定 
局 
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$13 算 符 的 海 森 伯 绘 景 


在 上 述 量子 力学 的 数学 表述 中 ,对 应 于 各 种 物理 量 的 算 符 是 作用 在 坐标 函 
数 上 ,并 且 一 般 地 不 显 含 时 间 上 . 物理 量 平 均值 对 时 间 的 依赖 关系 ,仅仅 来 自 状态 
波 函 数 对 时 间 的 依赖 关系 ,其 公式 为 
f(D) = | 0907w(9,0d9. (13.1) 
但 是 ,在 量子 力学 的 数学 表 式 中 ,我 们 还 可 以 采用 另 一 种 有 所 不 同 但 是 等 价 
的 方式 , 即 把 波 函数 对 时 间 的 依赖 关系 全 部 转移 到 算 符 身 上 去 . 这 种 海 森 伯 绘 景 
中 的 算 符 ( 不 同 于 前 述 藤 定 请 绘 景 中 的 算 符 ) 虽 然 在 本 卷 中 并 不 采用 .但 为 了 相 
对 论 理论 中 的 应 用 起 见 , 在 这 里 把 它 讲 一 下 . 
我 们 定义 下 列 算 符 [ 它 是 么 正 的 ; 见 (12. 13) 式 ] : 
ee (13.2) 
其 中 请 为 系统 的 哈密 顿 量 . 根据 定义 ,这 个 算 符 的 本 征 函 数 就 是 算 符 广 的 本 征 
函数 ,也 就 是 定 态 波 函数 少 (9) ,此 时 
Sw,(q9) =e Ty,(g). (13.3) 
根据 上 式 ,任意 波 函 数 更 对 定 态 波 函 数 的 展开 式 (10.3) 可 以 写成 下 列 算 符 
形式 : 
(gt) =SY(9,0)， (13.4) 
这 就 是 说 , 算 符 $ 的 作用 ,是 把 某 一 起 始 时 刻 的 波 函 数 变 成 任 一 时 刻 的 波 函 数 ， 
按 (12.7) 式 ,定义 下 列 依赖 于 时 间 的 算 符 : 


f(t) =$7f§, Cr 
则 有 
f (1) = | 到 (9,0)f (2) yg,0) dg (13.6) 
这 就 是 时 间 依 赖 性 完全 转移 到 算 符 以 后 的 /的 平均 值 公式 (3. 8) [我们 对 算 符 的 
定义 基于 (3.8) 式 ]. 


显然 ,(13.5) 式 的 算 符 对 定 态 波 函数 而 言 的 矩阵 元 ,就 是 (11. 3) 式 所 定义 
的 依赖 于 时 间 的 矩阵 元 f,,(?)、 


最 后 ,(13.5) 式 对 时 间 求 微 商 (假定 算 符 广 以 及 户 本 身 都 不 含 0) ,可 得 下 列 
方程 : 


fn) = 广 [ 新 (1) -AD 和. it 


此 式 和 (9.2) 式 类 似 ,但 具有 不 同 的 含义 :(9.2) 式 是 与 物理 量 沪 对 应 的 算 符 
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的 定义 ,而 (13.7) 式 左边 是 物理 量 算 符 / 本 身 对 时 间 的 微 商 . 


$14 密度 矩阵 


在 $1 末 段 指出 的 含义 下 ,用 一 个 波 函数 来 对 一 个 系统 进行 的 描述 ,是 量子 
力学 中 可 能 做 到 的 最 完全 的 描述 . 

不 能 够 进行 完全 描述 的 态 是 有 的 ,如 果 我 们 所 考虑 的 系统 只 是 一 个 大 的 封 
闭 系统 的 一 部 分 .我 们 假定 整个 封闭 系统 处 于 由 波 函 数 更 (g,x) 所 描述 的 某 个 
态 中 ,其 中 的 x 是 我 们 所 考虑 的 那个 子 系统 的 坐标 组 ,4 是 该 封闭 系统 的 其 余 坐 
标 组 . 这 个 波 函数 一 般 讲 来 不 能 分 解 成 一 个 * 函数 和 一 个 gq 函数 的 乘积 ,因此 
所 考虑 的 子 系统 本 身 并 不 具备 自己 的 波 函 数 . 

设 /是 这 个 子 系统 的 某 个 物理 量 . 它 的 算 符 只 作用 在 坐标 组 x 上 ,不 作用 在 
9 上 .这 个 量 在 到 (9,*) 态 中 的 平均 值 为 


7= [[¥ (oz)7w(wz)dodr。 (14.1) 
引进 p(x',x) 函数 ,其 定义 为 
p's) = 到 (gx gx) dg (14.2) 


式 中 只 对 坐标 组 4 进行 积分 ;这 个 p 函数 称 为 子 系统 的 密度 矩阵 . 根据 (14.2) 式 
的 定义 ,这 个 函数 显然 是 “ 厄 米 " 的 , 即 
P (xxz') =P(x' xz). (14.3) 
这 个 密度 矩阵 的 “对 角 元 "为 
p(x,x) = J w(x) Fag. 


上 式 确定 了 子 系统 坐标 组 的 概率 分 布 . 
应 用 密度 矩阵 ,平均 值 广 可 以 写成 以 下 的 形式 : 
f= | Lp(w,z)]。sdr (14.4) 


其 中 的 及 只 作用 在 函数 p(x,x) 中 的 x 变量 上 ;算出 其 作用 结果 后 ,再 令 x' =x. 
由 此 可 见 , 知 道 了 密度 矩阵 后 ,就 可 以 算出 描述 * 系统 的 任 一 物理 量 的 平均 值 . 
根据 这 一 点 ,我 们 还 可 以 通过 p(x',*) 算 出 该 系统 中 每 一 个 物理 量 取 各 种 可 能 
值 的 概率 . 因此 ,对 一 个 不 具备 波 函 数 的 系统 讲 来 , 它 的 状态 可 以 通过 密度 矩阵 
来 描述 . 这 个 密度 矩阵 不 包含 不 属于 该 系统 的 9 坐标 组 ,当然 , 它 实质 上 还 是 依 


外 要 使 (9,*) 能 够 (在 某 一 时 刻 ) 写 成 这 样 的 乘积 ,建立 w(4,z) 态 的 那些 测量 值 必须 能 够 对 * 系 
统 和 9 系统 分 别 作出 完全 描述 . 此 外 ,为 了 使 w(9,*) 在 随后 时 刻 仍 能 继续 保持 这 种 乘积 形式 ,封闭 系统 
的 这 两 部 分 还 必须 没有 相互 作用 ( 见 $2). 这 些 条 件 现在 一 个 也 没有 . 
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赖 于 整个 封闭 系统 所 处 的 态 . 

用 密度 矩阵 进行 的 描述 ,是 一 种 最 普遍 形式 的 量子 力学 描述 . 而 波 函数 的 描 
述 不 过 是 这 种 普遍 描述 的 一 种 特殊 情形 ,也 就 是 相当 于 密度 矩阵 具有 p(x ,*) 
= 更" (x 人) 殉 (x) 形 式 时 的 情形 . 这 种 特殊 情形 与 普遍 情形 之 间 存 在 着 以 下 的 重 
要 差别 @. 对 具备 波 函 数 的 一 个 态 讲 来 , 它 总 是 存在 着 某 种 完全 的 测量 过 程 , 可 
以 在 该 态 中 测 得 肯定 的 结果 ( 从 数学 上 讲 来 ,这 意味 着 一 总 是 某 种 算 符 的 一 个 
本 征 函数 ). 另 一 方面 ,对 只 具有 密度 矩阵 的 那些 态 讲 来 ,就 不 存在 测量 结果 可 
以 唯一 地 断定 的 完全 测量 . 

现在 假定 所 考虑 的 系统 是 封闭 的 ,或 在 某 一 时 刻 成 为 封闭 的 . 那么 ,我们 可 
以 导出 密度 矩阵 的 一 个 时 间 变 化 式 , 它 类 似 于 更 函数 所 满足 的 波动 方程 式 . 我 
们 注意 到 ,p(x',x,t) 所 应 满足 的 那个 线性 微分 方程 式 , 在 特殊 情形 下 , 当 * 系统 
具有 波 函 数 时 , 即 当 

pwst) = W(x,t) "(x1,t) 
也 应 该 成 立 ,考虑 这 一 点 后 ,就 可 以 使 推导 过 程 简化 . 上 式 对 时 间 求 微 商 并 应 用 
波动 方程 (8.1) ,可 得 
请 各 = 访 昌 (st (et) 


) P(t) 
ot ot 


+ihw(x,t) 


= "(x,t) P(x,t) -W(x,t) A w' (x',1), 
式 中 的 谨 是 子 系统 的 哈密 顿 量 ,只 作用 在 * 的 函数 上 ,应 是 同一 算 符 ,只 作用 在 
x' 的 函数 上 . 式 中 的 函数 殉 " (x',t) 和 更 (x,z) 显然 能 分 别 移 到 广 和 育 ' 算 符 的 后 
面 ,从 而 得 出 欲求 的 方程 式 : 

ihiap(x ,x,t) /9t = (HH )p(x,x’,t). (14.5) 

假定 克 ,(x,t) 是 子 系统 的 定 态 波 函数 组 ,也 就 是 子 系统 哈密 顿 量 的 本 征 函 
数组 .我 们 把 密度 矩阵 按 这 组 函数 展开 ;这 个 展开 式 是 到 (zx,z) 和 更 (zt) 两 函 
数 的 一 个 双重 级 数 , 它 的 形式 是 
plxs%',t) = 六 2 ao 到 (z'st) P(t) = 


= > 到 (柳生 ) em 人 人 (14.6) 


对 密度 矩阵 讲 来 ,这 个 式 子 的 作用 ,相当 于 波 函 数 的 展开 式 (10.3) ,原来 的 单 组 
系数 a, 现在 被 双 组 系数 a 所 代替 . o。, 系 数 和 密度 矩阵 本 身 一 样 显然 是 “ 厄 米 " 
的 : 


加 ”可 以 用 一 个 波 函数 描述 的 态 有 时 称 为 纯 态 ” ,以 便 区 别 于 只 能 用 密度 矩阵 描述 的 态 , 这 种 态 称 
为 “混合 态 ” 
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oa = (14.7) 
把 (14.6) 式 代入 (14.4) 式 ,物理 量 /的 平均 值 就 可 以 表 成 
f= 5 5 of Vi (x) (r,t) de 
2 2 全 
fs Dt (14.8) 


式 中 的 /就 是 物理 量 了 的 矩阵 元 . 这 个 式 子 和 (11.1) 式 相 类 似 吕 . 

ams 这 组 量 必须 满足 某 些 不 等 式 . 密度 矩阵 的 “对 角 元 "p(x,x) 确定 坐标 组 
的 概率 分 布 ,显然 必须 是 一 些 正 量 . 故 按 (14.6) 式 ( 令 其 中 x =x) ,由 系数 a 所 
组 成 的 下 列 二 次 型 


Da 
(其 中 的 名 是 一 些 任意 复 量 ) 必 须 为 正 量 . 根据 二 次 型 的 理论 可 以 知道 ,此 时 系 
数 a 就 必须 满足 某 些 条 件 . 例如 ,所 有 的 “对 角 ” 量 显然 必须 是 正 量 : 


a >0, (14.9) 
而 a ,amn 和 a 任意 三 量 必须 满足 以 下 的 不 等 式 : 
Qn lnm > am, | (14.10) 


“ 纯 态 "情形 下 ,密度 矩阵 变 成 两 个 函数 的 乘积 ,相应 的 和 矩阵 显然 呈 下 列 
形式 : 
as =ana' . (14.11) 
现在 来 指出 一 个 简单 的 判 据 , 使 我 们 能 够 根据 o, 和 矩阵 来 判断 所 考虑 的 态 究竟 
是 “ 纯 态 "还 是 “混合 " 态 . 在 纯 态 下 ,我 们 有 : 


(om )。 = 芝 dnd = 六 or an a = 


或 
(ao ) -=a。 (14.12) 


也 就 是 说 纯 态 的 密度 矩阵 等 于 它 自 身 的 平方 . 
$15 动量 

我 们 来 考虑 一 个 不 在 外 场 中 的 多 粒子 封闭 系统 . 由 于 空间 的 所 有 位 置 对 作 
为 一 个 整体 的 这 个 系统 而 言 都 是 等 价 的 ,由 此 可 以 断定 , 当 整 个 系统 平移 任 一 距 


外 own 组 成 能 量 表象 中 的 密度 矩阵 ,用 此 矩阵 描述 系统 的 态 是 由 A1. 朗 道 和 F. 布 洛 赫 于 1927 年 各 
自 独 立地 提出 的 . 
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离 后 ,该 系统 的 哈密 顿 量 仍 将 保持 不 变 . 只 要 对 任 一 无 限 小 位 移 讲 来 这 个 条 件 能 
够 得 到 满足 就 够 了 . 
距离 为 6r 的 一 个 无 限 小 平移 ,相当 于 这 样 一 种 变换 ,这 时 所 有 粒子 的 径 矢 
量 7,(a 为 粒子 的 编号 ) 都 获得 同一 增 量 5r, 即 7, 一 r。 + r. 在 这 种 变换 下 ,粒子 
坐标 的 任意 函数 光 (7, ,r,,… ) 就 变 成 下 列 函 数 : 
yr tor, rs +6r,…) =y(Ti rs) +6r* D> Vy= 


= (1+6r: > Veo) Yr) 


(对 于 7 的 微分 算 符 V。 代表 一 个 “矢量 ”, 它 的 分 量 为 算 符 9/9x。 ,6/9y, ,9/0z,). 
括号 中 的 表 式 


Le 3 
是 无 限 小 平移 算 符 , 它 可 使 (7, ,r,，,… ) 函数 变 成 下 列 函数 : 
yr +or,r, +6r,). 


所 谓 “ 使 哈密 顿 量 保 持 不 变 "的 变换 , 它 的 含义 是 ,如 果 对 有 iy 函数 施行 这 种 
变换 ,其 结果 等 于 先 对 少 函 数 施行 这 种 变换 后 ,再 把 算 符 六 作用 在 变换 以 后 的 
函数 上 . 从 数学 上 讲 来 . 这 可 以 表 成 以 下 的 形式 . 令 0 代表 “进行 "上 述 变换 的 
算 符 . 则 有 0( 辑 ) = 及 (Ow) ,所 以 

OF -hi0 =0, 
即 哈 密 顿 量 必须 和 算 符 0 对 易 . 


在 我 们 所 考虑 的 情形 下 ,0 算 符 就 是 上 面 提 到 的 无 限 小 平移 算 符 . 由 于 单位 
算 符 ( 这 个 算 符 的 作用 相当 于 乘 以 1) 当然 和 任 一 算 符 对 易 , 同 时 常 因子 5r 可 以 


移 到 方 的 前 面 去 ,条 件 O07-0 =0 现在 可 化 成 
( 5 0.)a-a( 5 v9.)=°. (15.1) 
我 们 已 经 知道 ,和 应 对 易 的 算 符 (不 显 含 时 间 ) 它 所 对 应 的 物理 量 是 一 个 守 
恒 量 . 一 个 封闭 系统 由 于 空间 均匀 性 而 导致 的 守恒 量 就 是 该 系统 的 动量 ( 见 《 力 
学 》87). 因 此 (15.1) 式 表达 了 量子 力学 中 的 动量 守恒 定律 ;，》 V。 算 符 除开 
一 个 常 因子 外 应 该 对 应 于 该 系统 的 总 动量 ,每 一 个 V。 则 对 应 于 单 粒子 的 动量 . 
V 算 符 和 单 粒 子 的 动量 算 符 P 之 间 的 比例 系数 ,可 以 用 过 渡 到 经 典 力 学 极 
限 情形 的 方法 来 确定 , 它 等 于 一 访 : 
万 = - 访 V (15.2) 
其 分 量 式 是 
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绽 志 -该 二， 六 = - 访 六 = -法 二 
应 用 波 函 数 的 极限 表 式 (6.1) ,我 们 有 
Py= -ii(i/A)yY VS=wVS 
亦 即 算 符 记 的 作用 在 经 典 近似 中 还 原 成 为 乘 以 V 5. 作用 量 的 梯度 V 5 就 是 粒子 
的 经 典 动 量 p( 见 (力学 》§43). 
容易 证 明 (15.2) 的 算 符 确 是 厄 米 的 . 设 y(x) 和 p(x) 是 两 个 任意 函数 ,他 


们 在 无 穷 远 处 趋 于 零 , 则 有 
J vipar = -这 | ar =ih fw edx = J wi: wax 
这 正 是 算 符 的 厄 米 条 件 . 
对 任 一 函数 的 两 个 不 同 变量 进行 微 商 ,其 结果 和 微 商 的 先后 次 序 无 关 , 由 此 
可 知 ,动量 的 三 个 分 量 的 算 符 是 相互 对 易 的 : 
Db 0 Dd dd 
这 意味 着 单 粒子 的 三 个 动量 分 量 可 以 同时 具有 定 值 . 


我 们 来 求 动量 算 符 的 本 征 值 和 本 征 函数 .它们 是 由 下 列 矢 量 方程 确定 的 : 
ih Vy =py. (15.4) 





解 的 形式 为 
=Ce er (15.5) 
其 中 C 是 一 个 常数 .我 们 看 到 ,如 果 同 时 给 出 了 动量 的 三 个 分 量 ,粒子 的 波 函 数 
就 完全 确定 . 换 句 话说 ,p,,p,,p, 三 个 分 量 组 成 单 粒子 物理 量 的 一 个 可 能 的 完全 
集合 . 它们 的 本 征 值 构成 从 - % 到 + m 的 连续 谱 . 
根据 连续 谱 本 征 函 数 的 归 一 化 法 则 (5.4)， J wiwar 对 整个 空间 (dy = 


dxdydz) 积分 应 该 等 于 函数 8(p' -P)@. 但 是 ,根据 以 后 应 用 中 即将 明白 的 理由 ， 
最 好 把 粒子 动量 的 本 征 函 数 归 一 化 成 动量 差 除 以 2m 六 的 5 函数 : 


Jwwarrs 人 ee 浊 )， 


或 等 价 于 
fyi way = (27h) 8p -p). (15.6) 
因为 三 维 5 函数 的 三 个 因子 中 ,每 个 因子 都 有 5[(P: -p.)/27h] =2mj6(P - 
Pp.) ,等 等 . 
利用 公式 


@ 矢量 ae 的 三 维 5(a) 函数 ,定义 为 它 的 分 量 5 函数 之 积 , 即 8(a) =6(a,)5(a,)8(a,). 
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去 广 eqé =5(a) (15.7) 
进行 积分 9 可 以 看 出 ,如 按 (15.6) 归 一 化 , 则 (15.5) 中 的 常数 C =1@; 
er (15.8) 


粒子 的 任意 波 函 数 w(7) 按 其 动量 算 符 的 本 征 函 数组 如 展开 ,其 展 式 简单 
地 等 于 健 里 叶 积 分 : 


$n) = | (pt 
(其 中 dp =dp,dp,dp,). 按 (5.3) 式 ,展开 系数 a(p) 为 
a(P) = [y(nw; (rav= fw ne eray. (15.10) 
函数 a(p) 可 看 作 “ 动 量 表象 "中 的 粒子 波 函 数 ( 见 §5); 
la(p) 1 [证 动量 值 在 dp 范围 内 的 概率 . 
正如 在 坐标 表象 中 求 出 动量 算 符 户 的 本 征 函数 一 样 ,我 们 也 可 在 动量 表象 
中 引入 粒子 的 坐标 算 符 F. 它 必须 这 样 定义 ， 使 得 坐标 平均 值 娠 下 列 形式 ， 


t= far (pia(p) EE pp (15.11) 
另 一 方面 ,这 个 平均 值 可 通过 波 函 数 少 (r) 由 下 式 求 出 : 
z= fy mwar. 
把 (15.9) 式 的 %(r) 代 和 ,我们 得 (用 分 部 积分 法 ) 
ry(r) = (27h) fra(p)e "ap 三 


3 
= [alps (15.9) 


= (27) ike "Taa(p)/apld’p 
用 上 式 及 (15.10) ,得 
7 =(27h) =/fw* Ps 





= fia* (pLaalp)/ap1 7. A) 


外 ”此 式 的 习惯 含义 是 , 式 左 的 函数 具有 (5.8) 式 的 5 函数 性 质 . 把 (15.7) 形 式 的 8(x -a) 函数 代入 
(5.8) , 即 得 熟知 的 伟 里 叶 积分 式 


LO 


@ 采用 这 种 归 一 化 时 ,注意 :概率 密度 Iy1? =1, 即 函数 归 一 化 到 “每 单位 体积 中 有 一 个 粒子 ”. 这 种 
归 一 化 的 一 致 性 并 不 是 偶然 的 , 见 $ 48 的 最 后 一 个 脚注 . 
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与 (15.11) 比 较 ,可 知 动量 表象 中 的 径 矢 算 符 为 
f=ifh9/op (15.12) 

在 动量 表象 中 的 动量 算 符 则 简单 地 变 成 了 相 乘 因子 p. 

最 后 ,我 们 试用 表 出 空间 平移 间距 a 为 有 限 大 (不 光 是 无 限 小 ) 的 算 符 
多. 根据 这 个 算 符 的 定义 ,我们 有 

Fy(r) =y(r+a) 
把 函数 y(r +a) 展 成 泰勒 级 数 ,我 们 有 
yr+a) =y(r) +a: oy(r)/ar+.…, 

或 者 ,引信 算 符 户 = -这 V， 


yr+a)= [ + “B+ (ja | + wr) 
括号 内 的 表 式 即 算 符 
py dd (15.13) 
就 是 我 们 欲求 的 有 限 大 平移 算 符 . 
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我 们 来 推导 动量 算 符 和 坐标 算 符 之 间 的 对 易 关 系 . 我 们 知道 ,对 x,y,z 中 的 
任 一 个 变量 求 微 商 再 乘 上 其 中 的 另 一 个 变量 后 ,所 得 的 结果 和 这 两 种 运算 的 先 
后 次 序 无 关 , 因 此 有 

Py -IP, =0, Pz -zp, =0, (16.1) 

对 p,,p, 讲 来 也 有 类 似 的 式 子 . 

推导 Pp, 和 * 的 对 易 关系 时 我 们 有 : 

1 -这 +ih 站- =ihy. 

可 见 (px -xp,) 算 符 的 作用 结果 等 于 乘 以 一 读 ; 这 一 点 ,对 记 和 yy 以 及 PB. 和 z 的 
对 易 关 系 讲 来 ,当然 也 是 正确 的 .因此 有 O 


一 4 = 一 请 ， BY 一 IP = - 夺 ， 户 > 一 态 , = 一 户 . (16.2) 
(16.1) 和 (16.2) 诸 式 可 以 并 写成 以 下 形式 : 
Bix 一 zip = -i (i,k=x,y,2). (16.3) 


在 考察 这 些 关系 式 的 物理 意义 及 其 后 果 前 ,我 们 先 来 推导 两 个 以 后 有 用 的 
式 子 . 令 f(7) 为 某 一 坐标 函数 . 由 于 
(Bf-fB)y = -ii[ vf) -fv yy] = -ify vf, 


外 1925 年 海 森 伯 发 现 了 (16.2) 式 的 矩阵 表 式 ,成 为 量子 力学 的 一 个 起 点 . 
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所 以 有 


Br) -f(rn p= -ihvf. (16.4) 
动量 算 符 的 函数 (5) 与 7 之 间 , 也 有 类 似 的 对 易 关 系 式 : 

PD)r -rf(B) = - 访 (16.5) 
这 个 式 子 的 推导 方法 和 (16.4) 式 相同 , 式 中 的 坐标 算 符 可 以 采用 (15. 12) 式 , 然 
后 在 p 表象 中 进行 计算 即 可 . 


(16.1) 和 (16.2) 式 表明 ,一 个 粒子 沿 某 一 轴 的 坐标 分 量 可 以 和 沿 其 它 两 轴 
的 动量 分 量 同时 具有 定 值 ; 可 是 , 沿 同一 轴 的 坐标 分 量 和 动量 分 量 却 不 可 能 同时 
存在 .特别 是 ,粒子 不 可 能 处 于 空间 某 一 固定 点 而 又 同时 具有 确定 的 动量 p. 

设 有 一 个 粒子 处 于 某 一 有 限 空 间 区 域内 ,这 个 空间 区 域 沿 三 个 坐标 轴 方 向 
的 尺度 ( 它 的 数量 级 ) 分 别 为 Ax,Ay,Az. 再 令 po 为 该 粒子 的 动量 平均 值 . 从 数 
学 上 讲 来 ,这 意味 着 波 函 数 具 有 由 =u(r)e'“""* “的 形状 ,其 中 的 u(r) 函数 只 
有 在 上 述 空间 区 域内 才 显著 地 不 等 于 零 . 我 们 把 这 个 少 函数 按 动 量 算 符 的 本 征 
函数 组 展开 ( 即 展 为 侍 里 叶 积 分 ). 展开 式 系 数 a(p) 是 由 (15.10) 式 确定 的 ,该 
式 中 的 被 积 函数 旦 u(r)e""””-”“ 的 形式 . 为 了 使 这 个 积分 显著 地 不 等 于 零 ， 
振荡 因子 e””-"”““ 的 周期 必须 不 小 于 Ax,Ay,Az, 即 不 小 于 u(r) 函数 不 等 于 
零 的 空间 区 域 的 尺度 . 这 就 是 说 ,只 有 当 p 值 满足 (1/) (po, -Pp,)Ax 三 1 诸 式 
时 ,a(p) 才 显著 地 不 等 于 零 .由 于 la(p) 1 决定 动量 值 的 概率 ,a(p) 不 等 于 零 的 
各 种 p,,p,,p, 值 ,正好 就 是 该 态 中 所 能 找到 的 粒子 动量 的 各 种 分 量 值 . 我 们 用 
Ap.,Ap,,Ap, 代表 a(p) 不 等 于 零 时 p,,p,,p, 所 具有 的 值 域 ,因此 有 

Ap.Ax ~ 及 ， Ap,Ay ~ 声 ， Ap.Az ~ 有 h. (16.6) 
这 些 式 子 叫做 不 确定 度 关 系 式 , 它 是 海 森 伯 于 1927 年 建立 的 . 

我 们 看 到 ,粒子 坐标 知道 得 愈 精确 ( 即 Ax 愈 小 ) , 沿 同一 轴 的 动量 分 量 的 不 
确定 度 Ap, 就 愈 大 ,反之 亦 然 ,特别 是 当 粒子 处 于 空间 的 某 一 确定 点 (Ax = Ay = 
Az=0) 时 , 则 Ap, = Ap, =Ap. = % .这 意味 着 此 时 所 有 各 种 动量 值 机 会 均等 . 反 
之 ,如 果 粒 子 具有 完全 确定 的 动量 p, 则 该 粒子 的 位 置 在 整个 空间 内 机 会 均等 
[这 一 点 可 以 从 (15.8) 式 的 波 函 数 直接 看 出 来 ,这 个 波 函 数 的 模 量 平方 与 坐标 
变量 完全 无 关 ]. 

如 果 用 标准 偏差 来 表明 坐标 和 动量 的 不 确定 度 

68x= V[(x*-z)"], 6p.=V[(p,-B.) ] 
则 可 确切 求 出 它们 的 乘积 的 最 小 可 能 值 (H. Weyl). 我 们 来 考虑 一 维 波 包 , 它 的 
波 函 数 w(x) 只 依赖 于 一 个 坐标 ,并 为 简单 计 ,假定 这 个 态 中 的 * 和 p, 的 平均 值 
都 等 于 零 . 考虑 下 列 明显 成 立 的 不 等 式 : 
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上 


其 中 a 是 一 个 任意 的 实 常 数 .计算 上 述 积分 时 ,注意 到 
J iwidr= (0x)’, 


(时 wray" 束 )dx= [= er = -Jiwpdar= -1, 





. 
ay+ 各 | dxz>0 








| 管 各 J 
我 们 得 

(ao -+E(6p.)*>0. 
如 果 这 个 a 的 二 次 三 项 式 对 所 有 的 a 值 而 言 都 是 正 的 , 则 它 的 判别 式 必须 为 
负 , 从 而 给 出 下 列 不 等 式 ， 


5xap.> 了 用 (16.7) 


乘积 的 最 小 可 能 值 为 二 ,此 时 波 包 的 波 函数 量 下列 形式 : 
可 1 本 和 
bn re Po* oa) (16.8) 


其 中 p。 和 6x 都 是 常数 ,这 个 态 中 的 坐标 概率 值 为 
lp = 





-op 人 -| 
V(27) .5x 2(5r) 
这 是 对 称 于 原点 (平均 值 *=0) 的 高 斯 分 布 , 标 准 偏差 为 5x. 动量 表象 中 的 波 函 
数 是 
1 -~ (Mp 
a(P。 -| yx)e dx 
算出 上 式 积分 ,得 到 
ye 
a(p,) = 常数 xexp[ -|] 
动量 的 概率 分 布 la(p,)1 也 是 一 个 对 称 于 平均 值 p. = pe 的 高 斯 分 布 , 标 准 偏差 
为 5p, = i/26x, 所 以 乘积 5p,8x 确 为 也 i 


最 后 ,我 们 来 推导 另 一 个 有 用 的 关系 式 . 假定 /和 g 是 两 个 物理 量 , 它 们 的 
算 符 满足 以 下 的 对 易 关 系 : 


f8 -2 = -iké, (16.9) 
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式 中 的 6 是 某 个 物理 量 e 的 算 符 . 上 式 右边 之 所 以 引入 声 因 子 , 是 由 于 经 典 极限 
( 即 当 50) 时 所 有 的 物理 量 算 符 应 该 还 原 成 为 经 典 量 而 彼此 对 易 . 故 在 “ 准 经 
典 "情形 下 ,第 一 级 近似 时 可 把 (16.9) 式 的 右边 当 作 零 . 在 下 一 级 近似 中 , 算 符 & 
可 以 用 经 典 量 “来 代替 , 即 有 
f8 -82f = -ife. 

这 个 式 子 正好 和 P.x -*p, = - 访 相 类 似 ,唯一 的 区 别 是 以 ic 代替 了 hi. 因此 我 
们 用 关系 式 AxAp, ~ 方 类 推 ,就 可 以 得 到 这 样 的 结论 , 即 在 准 经 典 情形 下 f 和 gg 
两 个 量 有 以 下 的 不 确定 度 关系 式 : 

AfAg ~ hic. (16.10) 

特别 是 ,如 果 其 中 之 一 为 能 量 (f= 及) ,并 且 另 一 个 量 的 算 符 (&) 不 显 含 时 

间 , 则 按 (9.2) 式 有 c= , 准 经 典 情形 下 的 不 确定 度 关系 式 此 时 变 成 

AEAg ~ hg. (16.11) 


@ 这 个 经 典 量 。 就 是 /和 g 的 泊 松 括号 , 见 $9 中 的 附注 . 
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一 个 物理 系统 的 波动 方程 的 形式 取决 于 它 的 哈密 顿 量 ,所 以 五 在 量子 力学 
的 整个 数学 表述 中 至 关 重 要 . 

一 个 自由 粒子 的 哈密 顿 量 , 它 的 形式 可 以 根据 伽利略 相对 性 原理 以 及 空间 
的 均匀 性 和 各 向 同性 等 普遍 要 求 来 确立 . 经 典 力 学 中 ,这 些 要 求 导致 粒子 能 量 对 
其 动量 的 平方 依赖 关系 :E =p*/2m, 其 中 常数 m 称 为 该 粒子 的 质量 ( 见 ( 力 学 》 
$4). 量子 力学 中 ,同样 的 要 求 导致 能 量 和 动量 本 征 值 之 间 与 经 典 力学 相应 的 
关系 式 相同 ,这 些 量 现在 是 同时 可 测 的 守恒 量 ,( 对 一 个 自由 粒子 而 言 ) . 

如 果 能 量 和 动量 的 每 一 本 征 值 都 满足 关系 式 =p*/2m, 则 能 量 和 动量 算 符 
也 必定 满足 同一 关系 式 : 


= +P; + ). 《9 
把 (15.2) 式 代 人 上 式 ,可 得 下 列 形式 的 自由 粒子 的 哈密 顿 量 : 
7 


其 中 的 A =9°/9x? + 9/ayr + 8?/8z 为 拉 普 拉 斯 算 符 . 
无 相互 作用 的 多 粒子 系统 的 哈密 顿 量 ,等 于 其 各 个 粒子 的 哈密 顿 量 之 和 ， 
六 元 1 
H= 一 本 有 Zn (17.3) 
(下 标 a 代表 粒子 的 编号 ;A。 代表 对 第 a 个 粒子 的 坐标 进行 微 商 的 拉 普 拉 斯 算 


符 ). 
经 典 ( 非 相对 论 ) 力 学 中 ,粒子 间 的 相互 作用 由 哈密 顿 量 中 添加 势能 项 
U(r ,Tr ，…) 来 描写 , 它 是 粒子 坐标 的 函数 . 我 们 在 系统 的 哈密 顿 量 中 加 进 同一 
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个 函数 后 ,粒子 间 的 作用 在 量子 力学 中 可 表 为 了 
应 = -六 所 守 +Unn). (17.4) 


第 一 项 可 以 看 作 动 能 算 符 ,第 二 项 可 以 看 作 势 能 算 符 . 特别 是 对 外 场 中 的 一 个 单 
粒子 而 言 , 它 的 哈密 顿 量 为 


> 2 
7 a 
H=2 + U(x) = -ImA + U(x,y,2), (17.5) 


其 中 的 U(%,y,z) 就 是 该 粒子 在 外 场 中 的 势能 . 
把 (17.2) 到 (17.5) 各 式 分 别 代 入 普遍 公式 (8.1) 中 ,可 以 分 别 得 到 各 相应 
系统 的 波动 方程 . 在 这 里 ,我 们 写 出 外 场 中 一 个 单 粒 子 的 波动 方程 : 


2 
访 训 = -起 A + U(xy,) (17.6) 
确定 各 定 态 的 (10.2) 式 旦 以 下 形式 : 
2 
起 Ay+[E-U(xyia]y=0. (17.7) 


(17.6) 和 (17.7) 式 是 由 薛 定 刘 于 1926 年 得 到 的 , 称 为 薛 定 谓 方程 . 
对 一 个 自由 粒子 讲 来 ,(17.7) 具 有 以 下 的 形式 : 


让 
t+ Ey =0. (17.8) 


当 能 量 等 于 任 一 正 值 时 ,上 式 具有 在 整个 空间 范围 内 都 取 有 限 值 的 解 . 
对 于 定向 运动 的 各 态 ,这 些 解 还 是 动量 算 符 的 本 征 函 数 ,并 有 已 = 亚 /2m. 这 些 定 
态 的 整个 波 函数 (与 时 间 有 关 的 波 函数 ) 为 

到 = 常数 xe-tooatrtGnp'r (17.9) 

每 一 个 这 样 的 函数 (平面波 ) 描述 一 个 态 ,该 态 中 的 粒子 具有 确定 的 能 量 E 和 确 
定 的 动量 p. 这 个 波 的 角 频 率 为 B/Fi, 波 矢 为 上 = P/#; 相 应 的 波长 2mh/p, 称 为 该 
粒子 的 德 布 罗 意 波 长 @. 

由 此 可 见 , 一 个 自由 运动 粒子 的 能 谱 是 连续 的 ,从 零 一 直 延 伸 到 + % . 其 中 
的 每 一 个 本 征 值 (已 =0 除外 ) 都 是 简 并 的 ,并 且 简 并 度 为 无 穷 大 . 实际 上 ,对 应 
于 每 一 个 不 等 于 零 的 E 值 ,存在 着 无 穷 多 个 (17.9) 形 式 的 本 征 函 数 ,这 些 函 数 
具有 相同 的 动量 绝对 值 , 但 有 不 同 的 动量 方向 p. 

我 们 来 追究 一 下 醉 定 启 方 程 如 何 过 渡 到 经 典 力学 的 极限 情形 ,为 简单 计 , 只 
考虑 外 场 中 的 一 个 单 粒 子 . 把 波 函数 的 极限 表 式 (6.1) ,=ae"*"”, 代 入 莅 定 请 
方程 (17.6) , 求 微 商 后 ,可 得 


四 这 种 说 法 当然 不 是 量子 力学 基本 原理 的 逻辑 推论 ,而 可 看 作 是 来 自 实验 的 推断 . 
@ ”与 粒子 相关 联 的 波 的 概念 是 由 工 . 德 布 罗 意 于 1924 年 首先 提出 的 . 
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各- 读 中 + 于 2CYS)- BaAs -i 十 VS Var- 





让 
-5—Aa + Ua =0. 
2m 


这 个 式 子 中 含有 纯 虚 项 和 纯 实 项 (注意 5 和 a 都 是 实 量 ) ; 令 两 者 分 别 等 于 零 ， 
得 以 下 两 个 方程 : 


95 了 


+ 汉 AS+ 二 VS Va=0; 
a 


第 一 式 中 上 略 去 含有 及 之 项 后 ,得 


(v5)? +U=0, (17.10) 


这 个 式 子 就 是 单 粒子 作用 量 $ 的 经 典 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 . 附带 还 可 以 看 到 , 当 
有 i=0 时 ,经 典 力学 在 堪 一 次 寡 ( 不 只 是 零 次 等) 的 限度 内 是 成 立 的 . 
以 上 所 得 的 第 二 个 方程 式 乘 以 2a 后 ,可 以 改写 成 下 列 形式 : 


2 aiv (e783) =0. (17.11) 
这 个 式 子 具 有 一 个 明显 的 物理 含义 :a* 是 在 空间 某 点 找到 粒子 的 概率 密度 
(1¥l? = );V 5/m=p/m 为 粒子 的 经 典 速度 o .所 以 (17.11) 式 就 是 连续 方程 ， 
它 表 明 概 率 密度 按 经 典 力学 的 规律 “运动 着 " ,并 在 每 一 点 具有 经 典 速度 v . 


习 题 
试 求 伽 利 略 变 换 下 波 函 数 的 变换 规律 . 
解 : 先 求 一 个 自由 运动 粒子 (平面 波 ) 波 函 数 的 变换 规律 . 由 于 任意 函数 到 
可 按 平 面 波 展开 , 求 得 平面 波 的 变换 规律 后 ,就 可 求 得 任意 波 函数 的 变换 规律 . 
在 参考 系 开 和 天 ' 中 (K' 相 对 于 天 以 速度 兄 运动) 的 平面 波 为 : 
画 = 常 数 。 Rr WW = 常数 ， NO 
由 于 r=r"+Vi, 两 个 参考 系 中 ,粒子 的 动量 和 能 量具 有 下 列 关系 ( 见 《力学 》§8): 





p=p'+mV, E=E'+V:p' Fe 
把 上 列 r,P, 诸 表 式 代入 更 中 ,可 得 


r,t) = 更 (r， exp [3 一 my (2 + 至 ] ] = 


=w(r-vt) erp [mV rm) ]， (1) 
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这 个 式 子 已 不 包含 表征 粒子 自由 运动 的 参量 ,从 而 确立 了 所 求 的 任意 态 的 粒子 
波 函 教 的 一 般 变 换 规 律 . 对 多 粒子 系统 而 言 ,(1) 式 中 的 指数 暴 包含 对 所 有 的 粒 
子 求 和 . 
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薛 定 刘 方 程 的 解 所 应 满足 的 条 件 , 具 有 十 分 普遍 的 性 质 . 首先 , 波 函数 在 整 
个 空间 内 必须 是 单 值 的 和 连续 的 . 即使 在 势 场 U(x,y,z) 本 身 具有 突变 面 的 情形 
下 ,连续 性 的 要 求 仍 应 满足 . 在 这 样 的 突变 面 上 波 函数 及 其 导数 都 应 保持 连续 ， 
如 果 势 能 U 超出 某 一 界面 即 呈 无 穷 大 , 则 在 此 界面 上 导数 的 连续 性 条 件 不 再 成 
立 .一 个 粒子 根本 不 可 能 穿 人 一 个 U = 的 空间 区 域内 ,也 就 是 说 在 该 区 域 各 处 
必须 有 w=0.y 的 连续 性 意味 着 该 区 域 界面 上 的 yy 等 于 零 ;可 是 在 这 种 情形 下 ， 
少 的 导数 一 般 讲 来 是 不 连续 的 . 

如 果 势 能 U(x,y,z) 到 处 有 限 , 则 波 函 数 在 整个 空间 内 也 应 该 到 处 有 限 . 如 
果 U(x,y,z) 在 某 一 点 趋向 无 穷 大 ,但 其 趋势 不 超过 1/r"(s <2) , 则 波 函 数 的 有 
限 性 条 件 仍 能 得 到 保持 (可 再 参阅 §35). 


设 U6 为 U(x,y,z) 函数 的 最 小 值 . 由 于 单 粒子 哈密 顿 量 等 于 动能 算 符 ( 个 ) 
和 势能 算 符 两 项 之 和 , 任 一 态 中 的 能 量 平均 值 应 该 等 于 T+U. 但 因 算 符 全 ( 它 
相当 于 一 个 自由 粒子 的 哈密 顿 量 ) 的 所 有 本 征 值 均 为 正 值 ; 故 其 平均 值 7>0. 我 


们 还 记得 明显 的 不 等 式 U > U。。, 即 有 巨 > U。。. 由 于 这 个 不 等 式 对 任意 态 都 成 
立 , 它 对 能 量 E 的 所 有 本 征 值 讲 来 显然 也 是 成 立 的 : 
a (18.1) 
我 们 来 考虑 运动 于 外 场 中 的 一 个 粒子 ,该 场 消失 于 无 穷 远 处 ;可 以 按照 通常 
的 方式 ,定义 U(x,y,z) 函数 在 无 穷 远 处 的 值 等 于 零 . 很 容易 看 出 ,能 量 的 负 本 征 
值 将 呈 离 散 谱 ,也 就 是 说 ,在 无 穷 远 处 等 于 零 的 场 中 ,所 有 E <0 的 态 都 是 束缚 
态 . 这 是 因为 ,连续 谱 中 的 定 态 都 对 应 于 无 限 运动 ,这 些 态 中 的 粒子 可 以 到 达 无 
穷 远 处 ( 见 $ 10) . 在 足够 远 处 场 已 可 忽略 ,该 处 的 粒子 运动 可 以 看 作 自 由 运动 ; 
而 自由 运动 的 能 量 只 能 是 正 量 . 
能 量 的 正本 征 值 ,反之 ,将 构成 连续 谱 @, 并 且 对 应 于 粒子 的 无 限 运动 ; 因 
为 E>0 时 , 薛 定 雇 方程 (在 以 上 所 考虑 的 场 中 ) 一 般 讲 来 并 不 存在 能 使 积分 


由 少 12dy 收敛 的 解 . 


外 应 该 声明 ,对 某 些 特殊 数学 形状 的 U(x,y,:) 函数 而 言 (并 不 具有 物理 意义 ) ,这 个 连续 谱 中 可 
能 要 去 掉 一 些 离散 的 数值 . 
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必须 注意 到 这 样 一 个 事实 ,在 量子 力学 中 ,有 可 能 在 E<U 的 空间 区 域内 找到 
作 有 限 运动 的 粒子 ;其 概率 Iw1? 虽 随 粒子 进入 该 区 距离 的 增 大 而 很 快 地 趋 于 零 ， 
但 在 所 有 的 有 限 距离 内 它 并 不 完全 等 于 零 . 这 种 情形 和 经 典 力学 根本 不 同 , 经 典 力 
学 中 的 粒子 不 可 能 进入 U >E 的 区 域内 . 这 种 不 可 能 性 是 由 于 E<U 时 动能 变 成 
负 值 , 亦 即 速度 将 成 为 虚数 . 在 量子 力学 中 ,动能 本 征 值 仍 为 正 值 ;但 在 这 里 不 会 引 
起 矛盾 ,因为 ,如 有 某 一 测量 过 程 把 粒子 定 域 于 空间 某 一 固定 点 ,那么 这 一 测量 的 
结果 将 使 该 粒子 的 态 发 生 改变 ,使 得 这 个 粒子 根本 不 再 具有 任何 确定 的 动能 . 

如 果 在 整个 空间 内 U(x,y,z) >0( 同 时 在 无 穷 远 处 有 U 一 0) , 则 按 不 等 式 
(18.1) 我 们 有 已, >0. 另 一 方面 ,由 于 E>0 的 能 谱 是 连续 的 ,由 此 得 出 结论 ,这 
种 情形 下 根本 不 存在 离散 谱 , 也 就 是 说 粒子 只 能 作 无 限 运动 . 

假定 U 在 某 点 (我 们 取 作 原 点 ) 按 下 列 方式 趋向 - : 

U= -ar” (a>0) (18.2) 
我 们 来 考虑 一 个 波 函 数 , 它 在 原点 附近 的 某 一 (半径 为 m 的 ) 小 区 域内 取 有 限 
值 ,在 这 个 区 域 以 外 等 于 零 . 这 种 波 包 中 粒子 的 坐标 不 确定 度 具有 m 的 数量 级 ; 


故 动量 的 不 确定 度 为 -hm 这 个 态 中 的 动能 平均 值 具有 的 数量 级 ,而 势能 
平均 值 为 ~ -a/ri. 先 假定 s>2, 则 动能 与 势能 平均 值 的 和 


让 [mr -av 四 
当 足够 小 时 可 取 任 意 大 的 负 值 . 可 是 , 当 能 量 平均 值 能 够 取 这 样 的 数值 时 ,就 
已 意味 着 能 量 本 身 具 有 人 负 的 本 征 值 ,并 且 这 种 本 征 值 具 有 任意 大 的 绝对 值 . 在 原 
点 附近 极 小 空间 区 域内 运动 的 粒子 ,对 应 于 1E1 很 大 的 那些 能 级 . 它 的 “基态 " 则 
对 应 于 处 在 原点 的 粒子 , 即 “ 落 "和 人 r=0 点 的 粒子 . 

但 如 s<2, 则 能 量 本 身 不 能 等 于 任意 大 的 负 值 . 从 某 一 有 限 负 值 开始 将 呈 
离散 谱 . 粒子 在 这 种 情形 下 并 不 “ 落 ” 人力 心 . 要 指出 的 是 ,在 经 典 力学 中 ,粒子 
在 任意 的 引力 场 ( 即 ;为 任意 正 值 的 场 ) 内 原则 上 都 有 可 能 “ 落 " 入 力 心 . s =2 的 
情形 将 在 §35 专门 研究 . 

其 次 ,我们 来 研究 能 谱 的 性 质 如何 依 赖 于 场 在 远 处 的 行为 ,假定 一 % 时 势 
能 为 负 , 并 按 (18.2) 式 的 规律 趋 于 零 (现在 该 式 中 的 "很 大 ). 我 们 考虑 一 个 波 
包 ,“ 充 满 "在 半径 为 r,(7, 很 大 ) 厚度 为 Ar << m 的 球 层 内 . 则 动能 的 数量 级 为 
太 /m( Ar)” ,势能 为 - en. 我 们 增 大 ro, 同时 使 Ar 的 增 大 和 7 成 正比 . 如果 
5 <2, 则 足够 大 时 ,大 /m( Ar)* -a/r 变 成 负 值 . 因此 就 有 负 能 量 定 态 的 出 现 ， 
这 种 定 态 中 的 粒子 可 以 在 远离 原点 处 被 找到 ,并 具有 不 小 的 概率 . 这 就 意味 着 ， 
存在 着 绝对 值 为 任意 小 的 许多 负 能 级 (必须 注意 到 ,U >E 的 空间 区 域内 波 函 数 
很 快 地 训 减 到 零 ) .因此 在 这 种 情况 下 ,离散 谱 中 含有 无 穷 多 个 能 级 ,它们 愈 来 
愈 密 地 挤 向 已 =0 的 能 级 . 
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如 果 场 在 无 穷 远 处 按 - 1/r' 的 方式 消失 ,而 * >2, 那 就 不 存在 绝对 值 为 任意 
小 的 负 能 级 . 到 绝对 值 不 等 于 零 的 某 一 能 级 为 止 ,离散 谱 就 宣告 终止 ,从 而 它 的 
能 级 总 数 是 有 限 的 . 

不 含 时 间 的 定 态 薛 定 刘 方 程 本 身 以 及 所 加 的 求解 条 件 都 是 实 的 ,所 以 它 的 
解 少 总 能 取 成 实 函数 吕 . 那些 非 简 并 能 级 的 本 征 函 数 ,除了 一 个 不 重要 的 相位 因 
子 外 ,都 自动 地 等 于 实 函 数 . 这 是 因为 y" 和 y 既然 满足 同一 方程 ,w' 也 应 该 是 
属于 同一 能 量 本 征 值 的 一 个 本 征 函数 ;如 果 该 本 征 值 无 简 并 , 则 yy 和 yw" 必须 基 
本 相同 ,也 就 是 说 它们 只 可 能 相差 一 个 ( 模 量 为 一 的 ) 常 因子 . 属于 同一 简 并 能 
级 的 那些 波 函 数 不 一 定 都 是 实 函 数 ,但 对 它们 进行 适当 的 线性 组 合 后 ,我们 总 可 
以 得 到 一 套 实 函数 . 

含 时 间 的 完备 波 函 数 更 则 由 系数 中 出 现 i 的 那 种 莅 定 庙 方 程 确定 . 这 种 方 
程 当 ! 换 成 -上 并 取 复 共 本 后 , 仍 能 保持 原来 的 形式 @. 因此 我 们 总 可 以 这 样 选 
取 函 数 宛 , 使 环 和 到" 只 差 一 个 时 间 符 号 . 

众所周知 ,经 典 力学 方程 对 时 间 反 演 变换 保持 不 变 , 亦 即时 间 反 号 后 保持 不 
变 . 在 量子 力学 中 我 们 看 到 ,两 种 时 间 指向 的 对 称 性 表现 在 ,把 ! 换 成 -+ 同时 把 
罗 换 成 炎 * 后 波动 方程 具有 不 变性 .但 是 应 该 记 住 ,这 里 的 对 称 性 只 是 针对 方程 
而 言 的 ,不 是 针对 量子 力学 中 具有 基本 意义 的 (我 们 已 在 87 中 详 述 过 ) 测量 概 
念 本 身 而 言 的 . 
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经 典 力学 中 ,一 个 粒子 的 速度 v 和 其 动量 的 关系 为 p = me ,我 们 预料 ,在 量 
子 力学 中 ,相应 算 符 之 间 类 似 的 关系 式 也 能 成 立 . 这 一 点 不 难 证 明 ,只 要 根据 算 
符 对 时 间 微 商 的 一 般 公式 (9.2) ,算出 算 符 f = 记 : 
=(i/i) (hr -rh). 
应 用 (17.5) 式 的 及 和 (16.5) 式 , 便 得 
也 =P/m. (19.1) 
这 个 关系 式 ,在 速度 与 动量 的 本 征 值 之 间 , 以 及 这 两 个 量 在 任 一 态 中 的 平均 值 之 
间 , 显 然 都 是 成 立 的 . 
一 个 粒子 的 速度 和 动量 一 样 ,不 能 和 它 的 坐标 同时 具有 定 值 . 但 是 速度 乘 以 
无 限 短 时 间 间 隔 d 后 ,等 于 dt 时 间 内 的 粒子 位 移 . 故 速度 与 坐标 不 能 同时 存在 
的 含义 为 :如 果 粒 子 在 某 一 时 刻 处 于 空间 某 一 固定 点 ,那么 ,该 粒子 即使 在 无 限 


@ 这 个 论断 对 处 于 磁场 中 的 系统 来 讲 并 不 成 立 . 
回 这 里 已 经 假定 了 势能 U 不 显 含 时 间 : 该 系统 或 则 封闭 或 则 处 于 ( 非 磁场 的 ) 便 定 外 场 中 . 
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接近 的 随后 时 刻 也 不 再 具有 确定 的 位 置 . 


设 几 r) 为 粒子 径 矢 量 的 一 个 函数 ,我 们 来 推导 时 间 微 商 算 符 广 的 一 个 有 用 
表 式 . 注意 /和 U(r) 对 易 , 我 人 有 
fF = (A) (BfA) =3 (fp), 
应 用 (16.4) 我 们 可 以 写 出 
Bf=P* (fpB-ihv/) 
fp =(Bf+ii vf) :B 
代入 广 的 表 式 中 , 即 得 欲求 的 表 式 : 
2 到 & 
7 = (Be VI+vD). (19.2) 
其 次 ,我 们 来 找 加 速度 算 符 .得 
a = 走 ( 疡 -8) = -PU) 





[及 中 除 U(r) 外 所 有 各 项 都 和 户 对 易 ]. 应 用 (16.4) 式 ,我 们 得 
me =-VU. (19.3) 
这 个 算 符 方程 和 经 典 力学 中 的 运动 方程 (牛顿 方程 ) 具 有 完全 相同 的 形式 . 
JPdy 对 某 一 有 限 体积 Y 进行 积分 ,等 于 在 该 体积 内 发 现 粒子 的 概率 . 
现在 来 计算 这 种 概率 的 时 间 微 商 . 我 们 有 
d 9 到” .0 
a as)| 
i a 
= YA -fy)ay. 
用 下 式 代入 
H=h* = (FR/2m)A+ Ux,y,2), 
并 应 用 下 列 恒等式 
YA 有 -AV=div( VV YY" -yy' Vy), 
可 得 
| Idy= - [divjav, 


式 中 的 j 代 表 下 列 矢量 


@@ 如 把 下 写成 Iles , 则 
= 二 1 Va (19.4a) 
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= 浊 (更 v= + ypy) (19.4) 
对 divj 的 积分 可 按 高 斯 定理 变换 成 为 对 封闭 面 S( 体 积 了 的 表面 ) 的 面积 分 : 
d ee 
pr dy = $i dS. (19.5) 


由 上 式 可 知 矢量 j 可 称 为 概率 流 密度 矢量 ,或 简称 为 流 密度 . 这 个 矢量 的 面积 分 
等 于 单位 时 间 内 粒子 穿 过 该 面积 的 概率 . 矢量 j 以 及 概率 密度 11? 满足 下 列 方 


程式 : 
alE1?/at+div7=0， (19.6) 
这 个 方程 和 经 典 连续 性 方程 相 类 似 . 
自由 运动 的 波 函 数 [(17.9) 式 的 平面 波 ] 可 以 这 样 来 归 一 化 ,使 它 所 描述 的 
粒子 流 具 有 单位 流 密度 (每 单位 时 间 平 均 有 一 个 粒子 流 过 一 单位 截面 ). 这 样 的 
波 函 数 为 
y= le- 


(19.7) 


其 中 v 为 粒子 速度 ,因为 把 上 式 代入 (19.4) 得 j=p/mv, 这 是 沿 运动 方向 的 单位 
矢量 . 
值得 指出 的 是 ,如 何 从 薛 定 谓 方程 出 发 直接 证 明 不 同 能 级 的 状态 波 函 数 的 
相互 正 交 性 . 设 消 。 和 峭 ,为 这 样 两 个 函数 ,分 别 满足 以 下 方程 : 
— (RP/2m) Ay, + Uy, = 已 or 
— (PP/2m)Ay: + Uy =E,y:. 
第 一 式 乘 以 y; ,第 二 式 乘 以 y, 后 , 相 减 ,得 
(Es -Ey =(h/2m) (YAY -yy: AY,) = 
=Bdiv (Wo VY Vo). 
上 式 两 边 如 果 对 整个 空间 积分 ,右边 用 高 斯 定理 变 成 面积 分 后 等 于 零 ,我 们 就 得 
(E.-E.) [waw: dv =0, 
因 已 假定 EE,, 故 得 欲求 的 正 交 关系 式 
f ww dv =0. 
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一 般 形式 的 薛 定 刘 方 程 有 yy = Ey 可 从 下 列 变 分 原理 
5 [y°(A-E)wdg=0 (20.1) 
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获得 . 由 于 少 是 复 函 数 沙 " 和 少 可 以 独立 变 分 . 对 少 " 变 分 ,得 
J aw°* (三 - ED)waa=0， 
由 于 6y “是 任意 的 ,结果 就 得 欲求 的 方程 式 房 / = Ey. 对 少 变 分 并 不 能 得 出 新 的 
结果 . 因为 ,对 少 变 分 ,并 用 启 算 符 的 厄 米 性 ,得 
fw CB-E)oydg= [oy(h" -E)y"dg=0, 
由 此 求 得 复 共 生 方 程 应 ' 几 " = Ey*. 


(20.1) 式 的 变 分 原理 要 求 该 积分 取 无 条 件 极 值 . 这 个 原理 也 可 以 用 另 一 种 
方式 表述 ,只 要 把 已 看 作 此 问题 中 的 拉 格 朗 日 乘 子 ,并 对 下 式 取 条 件 极 值 , 即 


6 fw fyag =0， (20.2) 
其 附加 条 件 为 
ww da=1. (20.3) 
积分 (20.2) 式 [具有 附加 条 件 (20.3) ] 的 最 小 值 就 是 能 量 的 第 一 个 本 征 值 ， 
即 基态 能 量 值 Bo. 给 出 该 极 小 值 的 少 函数 就 是 基态 波 函数 yD ,其 它 的 定 态 波 
函数 y,(n >0) 只 对 应 于 这 个 积分 的 一 个 极 值 ,但 不 是 这 个 积分 的 真实 极 小 值 . 
根据 积分 式 (20.2) 为 极 小 值 的 条 件 ,要 想 求 得 仅 次 于 基态 的 能 量 值 E, 及 
其 波 函数 水 ,我 们 必须 选择 这 样 的 少 函数 , 它 不 但 满足 (20.3) 式 的 归 一 化 条 件 ， 
而 且 要 满足 与 基态 波 函 数 y。 的 正 交 条 件 : J wwoav =0. 一 般 讲 来 ,如 果 前 面 n 
个 态 ( 按 能 量 递增 的 次 序 编号 ) 的 波 函 数 yo, ，…, 光 ,1 为 已 知 ,下 一 个 态 的 波 
函数 除了 使 积分 (20.2) 等 于 一 个 极 小 值 外 ,还 有 下 列 附 加 条 件 ; 
J wag=1, J wag =0, Cin (20.4) 
在 这 里 我 们 给 出 若干 普遍 定理 ,这 些 定理 都 可 以 用 变 分 原理 加 以 证 明 @. 
基态 波 函数 y 对 任意 有 限 坐 标 值 而 言 不 会 等 于 零 @( 或 称 无 节点 ) . 换 句 话 
说 ,ye 在 整个 空间 内 具有 相同 的 符号 . 由 于 这 一 点 ,与 正 交 的 其 它 定 态 波 函 
数 y,(n>0) ,必然 具有 节点 (如 果 几 也 有 恒定 的 符号 , 则 积分 wwsay 不 会 等 


人 @ 本 节 以 下 各 段 中 我 们 假定 波 函数 少 为 实 函数 ;它们 总 能 选 成 实 函数 (如 果 没 有 磁场 的 话 ) . 

加 关于 本 征 函 数 零点 定理 (可 见 下 节 ) 的 证 明 ,可 参考 :M.A. 拉 弗 林 契 叶 夫 等 著 ( 变 分 学 教程 》, 高 
等 教育 出 版 社 ,1955 年 版 ,第 九 章 ;R- 柯 朗 ,D. 希 伯 尔 特 著 《 数 学 物理 方法 》, 第 一 卷 ,科学 出 版 社 ,1958 年 
版 ,第 六 章 . 

图 这 个 定理 (及 其 导出 的 推论 ) ,对 全 同 粒子 系统 的 波 函数 来 讲 ,一 般 并 不 成 立 ( 参 考 8$ 63 末 段 ). 
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于 零 ). 

其 次 ,从 如 无 节点 这 个 事实 出 发 ,可 以 证 明基 态 能 级 不 会 有 简 并 . 如 果 不 是 
这 样 , 令 w 和 w', 为 对 应 于 E。 能 级 的 两 个 不 同 本 征 函 数 . 则 任 一 线性 组 合 
cy + ec 人 仍 是 E。 的 一 个 本 征 函 数 ;但 是 适当 选择 c,c' 常 数 ,可 使 此 函数 在 空 
中 任 一 指定 点 等 于 零 ,这 就 是 说 ,得 到 一 个 有 节点 的 本 征 函数 . 

如 果 运 动 局 限于 一 个 有 限 的 空间 区 域内 , 则 在 该 区 的 界面 上 一 定 有 w=0 
( 见 818). 用 变 分 原理 求 其 能 级 时 ,应 该 根据 这 个 边界 条 件 去 求 积 分 (20.2) 的 
极 小 值 . 在 这 种 情况 下 ,基态 波 函 数 无 节点 的 定理 的 含义 是 y 在 该 区 内 处 处 不 
等 于 零 . 

要 注意 的 是 , 当 运动 区 域 的 尺度 逐渐 增 大 时 ,所 有 的 E。 能 级 都 随 之 减 小 ; 
这 是 因为 运动 区 域 扩大 时 ,使 积分 为 极 小 值 的 那些 波 函 数 的 定义 域 也 随 之 扩大 ， 
其 结果 只 能 使 积分 的 极 小 值 减 小 . 

多 粒子 系统 离散 谱 能 级 的 下 列表 式 


2 
[wiwag= [ [- 5 wa + vy ] dg, 
可 以 化 成 另 一 种 更 便于 实用 的 形式 . 被 积 式 第 一 项 中 的 下 列表 式 可 以 写成 
WA =div (yy Vy) - (Vp) 
div,(y Vo 少 ) 对 整个 空间 积分 ,可 以 化 成 一 个 无 穷 大 封闭 面 上 的 面积 分 ,由 于 离 
散 谱 的 状态 波 函 数 在 无 穷 远 处 足够 快 地 趋 于 零 , 这 个 积分 就 等 于 零 . 所 以 


J wiwan= | [ > 去-(vw)? + Uw J ar. (20.5) 


$21 一 维 运动 的 一 般 性 质 


一 个 粒子 的 势能 如 果 只 依赖 于 一 个 坐标 (x*) , 则 波 函 数 可 以 表 为 一 个 y 和 = 
的 函数 与 一 个 只 含 * 的 函数 的 乘积 .前 一 个 函数 ,由 自由 运动 的 苹 定 记 方 程 所 确 
定 , 后 一 个 函数 , 则 满足 以 下 的 一 维 薛 定 户 方 程 : 


鱼 + 到 [5-0(x)]y=0. (21.1) 


这 样 的 一 维 方程 显然 可 以 在 势能 为 U(x,y,z) =U,(x) + U,(y) +U;(z) 的 问题 
中 得 到 ,其 中 的 势能 可 以 分 解 成 为 若干 个 只 依赖 于 单个 坐标 的 函数 之 和 . 我 们 将 
在 $22 ~ §24 中 讨论 这 一 类 “一 维 运动 " 的 许多 实例 ,在 本 节 中 ,我 们 要 事先 盖 
明 这 类 运动 的 若干 普遍 性 质 . 

首先 要 证 明 的 是 ,一 维 问题 中 所 有 的 离散 谱 能 级 均 无 简 并 . 为 了 证 明 这 一 
点 ,暂时 假定 以 上 的 说 法 不 成 立 ,并 令 y 和 wy, 为 属于 同一 能 量 值 的 两 个 不 同 本 
征 函 数 . 由 于 它们 都 满足 (21.1) 式 ,我 们 有 
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"2m y"» 
机 
或 Wiw, -wy =0( 撤 号 代表 对 % 微 商 ). 此 式 积分 得 
i 一 几 = 常数 . (21.2) 
由 于 在 无 穷 远 处 y, =y, =0, 上 式 中 的 常数 必须 等 于 零 , 即 
ibs -ibs =0 


或 W/W = [ya 再 积分 一 次 可 得 光 , = 常数 xy,, 这 就 是 说 这 两 个 函数 基本 上 
相同 . 

对 离散 谱 的 波 函 数 y, (x) 而 言 存在 着 下 列 定理 0( 称 为 振荡 定理 ) :属于 第 
(n+1) 个 能 级 E,( 按 本 征 值 的 递增 次 序 编号 ) 的 本 征 函 数 y,(x) 共 有 n 次 等 于 
零 ( 对 * 的 所 有 有 限 值 @@ 而 言 ). 

假定 x + wm 时 U(x*) 函数 趋向 有 限 值 (但 U 不 一 定 是 单调 函数 ). 我 们 令 极 
限 值 V( + % ) 为 能 量 的 零点 [ 即 令 U( +w) =0], 并 把 U( - % ) 写 作 U, ,假定 
UV。>0. 离散 谱 的 能 量 值 应 该 介 于 这 样 的 值 域 中 ,使 得 具有 这 些 能 量 值 的 粒子 不 
能 运动 到 无 穷 远 处 ;根据 这 一 点 ,该 能 量 必须 同时 小 于 U( + % ) 这 两 个 极限 值 ， 
也 就 是 说 必须 是 负 值 : 


E<0, (1.3 
当然 ,在 任何 情形 下 ,还 必须 有 E>U., ,也 就 是 说 ,U(x) 函数 至 少 要 有 一 个 极 小 
值 U,, <0. 
现在 来 考虑 小 于 U, 的 正 能 量 值 域 : 
0<E<U,. (21.4) 


这 个 值 域内 的 能 谱 将 是 连续 的 ,粒子 在 相应 的 定 态 中 作 无 限 运动 ,向 着 * = +% 
的 方向 行进 .很 易 看 出 ,这 一 段 能 谱 中 没有 一 个 能 级 是 简 并 的 . 要 证 明 这 一 点 ,只 
要 注意 当 函数 和 如 只 在 一 个 无 穷 远 点 等 于 零 时 (目前 情形 下 它们 在 x 一 
-时 趋 于 零 ) 前 面 ( 对 离散 谱 ) 给 出 的 证 明 仍然 有 效 就 足够 了 . 

当 * 等 于 足够 大 的 正 值 时 ,我 们 可 以 略 去 检定 记 方 程 (21.1) 中 的 U(x): 


这 个 方程 式 具有 平面 驻 波 形式 的 实 函数 解 : 

=acos( kx +6), (21.5) 
其 中 的 a 和 6 都 是 常数 ,而 上 = P/ 直 = V2mE/ 上 i 称 为 波 数 . 这 个 式 子 确定 了 
(21.4) 式 所 示 的 连续 谱 值 域 中 非 简 并 能 级 ( 当 x 一 + m 时 ) 的 波 函数 渐 近 式 . 当 





外 见 $20 中 第 二 个 附注 所 列 的 参考 书 . 一 一 译 者 注 
回 如果 粒子 只 能 处 于 x 轴 的 某 一 有 限 区 间 内 ,我 们 应 该 在 该 区 间 内 考虑 Wu(z) 的 这 些 零点 . 
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> 等 于 足够 大 的 负 值 时 , 薛 定 兽 方程 成 为 
"(UD, ~ E)y =0. 
x -wm 时 不 等 于 无 穷 大 的 解 为 
WW=be”, 其 中 «= 浅 V2mt05-E). (21.6) 


这 就 是 波 函 数 当 x 一 - % 时 的 渐 近 式 . 由 此 可 见 , 在 E<U 的 区 域内 , 波 函 数 按 指 
数 规律 递 碱 . 
最 后 , 当 
E>U, (21.7) 
时 能 谱 为 连续 ,并 且 正 负 两 个 方向 都 是 无 限 运 动 . 在 这 一 段 能 谱 中 ,所 有 的 能 级 
都 是 双重 简 并 的 . 这 是 因为 相应 的 波 函 数 由 (21.1) 式 的 二 阶 方程 所 确定 ,这 个 
方程 式 的 两 个 独立 解 都 能 满足 无 穷 远 处 的 那些 必要 条 件 ( 例如 在 上 段 所 述 的 情 
形 下 ,其 中 的 一 个 解 由 于 x 一 - m 时 变 成 无 穷 大 而 被 抛弃 ).x 一 + 时 波 函数 的 
渐 近 式 为 
Pa + (21.8) 
xs 一 ~-o 时 也 有 类 似 的 渐 近 式 . 式 中 的 e* 项 对 应 于 向 右 运动 的 粒子 ,e-“ 对 应 于 
向 左 运动 的 粒子 . 
我 们 假定 VU(*) 是 一 个 偶 函 数 [ 即 U( -x) =U(x*)]. 此 时 坐标 反 号 后 薛 定 
户 方 程式 (21. 1) 保持 不 变 . 由 此 可 知 ,如 果 风 (x) 是 该 方程 的 一 个 解 , 则 y( -x*) 
也 是 一 个 解 ,并 且 和 w(x*) 只 差 一 个 常数 因子 :yw( -x) = 吵 (x*). 再 把 x 反 号 一 
次 ,可 得 w(x) =cyW(x) , 故 c= +1. 因 此 ,对 于 具有 对 称 形式 (对 * =0 点 对 称 ) 
的 势能 讲 来 , 定 态 波 函 数 只 能 是 偶 函 数 [y( -x) = 少 (x*) ] 或 奇 函 数 [y( -x*) = 
-%(x) ] .特别 是 , 它 的 基态 波 函 数 一 定 是 偶 函数 :因为 这 个 函数 必须 无 节点 ， 
但 奇 函数 在 x =0 点 总 是 等 于 零 [w(0) = -w(0) =0]. 
一 维 运动 的 (连续 谱 中 的 ) 波 函数 的 归 一 化 问题 ,有 一 个 简单 办 法 ,可 以 从 
1x1 值 很 大 时 的 波 函 数 渐 近 式 出 发 ,直接 求 出 它 的 归 一 化 系数 . 
考虑 沿 单方 向 (x 一 + 方向 ) 作 无 限 运动 的 波 函 数 . 这 个 波 函 数 的 归 一 化 
积分 式 当 x 一 % 时 是 发 散 的 (x - % 时 波 函 数 指数 式 衰减 ,使 得 积分 很 快 地 收 
敛 ). 因此 ,在 求 归 一 化 常数 的 时 候 ,我 们 可 以 把 yy 改 成 它 (在 x 为 很 大 正 值 时 ) 
的 渐 近 式 ,然后 再 进行 积分 ,积分 的 下 限 可 取 * 的 任 一 有 限 值 , 璧 如 说 取 * =0; 
这 种 做 法 ,相当 于 在 无 穷 大 值 中 略 去 了 一 个 有 限 值 . 我 们 来 证 明 , 当 波 函 数 按 下 


@ ”这 个 讨论 中 ,已 经 假定 这 个 定 态 是 没有 简 并 的 . 这 就 是 说 , 沿 两 个 方向 的 运动 都 不 是 无 限 运动 . 
要 不 然 , 当 * 反 号 时 ,属于 所 考虑 能 级 的 两 个 定 态 波 函数 可 以 相互 变换 . 在 这 种 情形 下 , 定 态 波 函数 虽然 
不 一 定 都 是 偶 函 数 或 奇 函 数 ,但 对 它们 进行 适当 的 线性 组 合 后 ,总 是 可 以 组 合成 为 偶 函 数 或 奇 函 数 . 
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式 条 件 加 以 归 一 化 后 ( 式 中 的 p 为 粒子 在 无 穷 远 处 的 动量 )， 


。 本 二 
fw wdr =6( ) =27h6(p -p'), (21.9) 
它 的 渐 近 式 必 呈 (21.5) 形 式 , 并 且 其 中 的 a=2: 
WY,~2cos( kx +6) =eer +e et9， (21.10) 


把 (21. 10) 式 代入 归 一 化 积分 式 | Was 中 ,我 们 不 去 验证 这 两 个 函数 的 


正 交 性 ,只 要 假定 式 中 的 p 和 p' 十 分 接近 ;因而 可 令 8=6"( 一 般 来 讲 8 是 p 的 函 
数 ). 其 次 ,在 被 积 式 中 ,我 们 只 保留 p =p' 时 积分 为 发 散 的 项 ; 换 句 话说 ,我 们 把 
含有 e*""”* 因 子 的 项 略 去 不 计 . 因此 可 得 


J yi wdx = fF eite-bsdx + JT -ie-Drdx = 导 i -hs gy. 


借助 于 (15.7) 式 可 知 ,上 式 与 (21.9) 式 相同 . 
根据 (5.14) 式 ,yi, 乘 以 下 列 因子 后 即 变 成 对 能 量 的 8 函数 归 一 化 ; 
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式 中 * 是 粒子 在 无 穷 远 处 的 速度 . 所 以 
1 (21.11) 

上 式 驻 波 中 每 个 行 波 的 流 密度 为 /25h. 我 们 就 得 到 以 下 的 规则 :对 单方 向 作 无 
限 运动 的 波 函 数 而 言 ,要 归 一 化 成 能 量 的 8 函数 ,可 以 先 把 该 波 函 数 的 渐 近 表 式 
写成 两 个 向 相反 方向 行进 的 平面 波 之 和 ,然后 选择 归 一 化 常数 ,使 得 向 原点 (或 
离开 原点 ) 运 动 的 那个 平面 波 具 有 概率 流 密度 1/(2"). 

同 理 ,对 于 左右 方向 都 能 运动 到 无 限 远 处 的 波 函数 而 言 ,也 可 以 得 到 一 个 类 
似 的 归 一 化 法 则 . 如 果 对 从 * = + % 处 运动 到 原点 以 及 从 x = - m 处 运动 到 原点 
的 两 个 平面 波 讲 来 ,它们 的 概率 流 密度 之 和 等 于 1/2miji, 那 么 这 个 波 函 数 就 是 已 
按 能 量 的 5 函数 归 一 化 的 波 函 数 . 


$22 势 阱 

作为 一 维 运动 的 一 个 简单 例子 ,我 们 来 考虑 方 势 阱 中 的 运动 ,也 就 是 在 图 1 
所 示 的 U(x) 势 场 中 的 运动 :0 <x<a 时 有 U(x) =0,x<0 和 x>a 时 有 U(x)= 
.显然 ,E < U。 时 能 谱 是 离散 的 . 而 当天 > De 时 ,我 们 有 一 个 能 级 为 双重 简 并 


的 连续 谱 . 
在 0<x<a 区 域内 , 薛 定 谓 方程 为 


”+2Ey =0 (22.1) 
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( 撤 号 代表 对 x 微 商 ) , 势 阱 以 外 的 区 域内 有 
w+ E -Uy =0. (22.2) 


在 x*=0 和 x=a 点 处 ,以 上 两 式 之 解 及 其 导数 均 须 连 续 ， 
而 (22.2) 式 之 解 当 x = + w 时 必须 保持 有 限 ( 对 E<U。 2 
的 离散 谱 而 言 , 它 必须 等 于 零 ). 

对 玉 <U 而 言 ,(22.2) 式 在 无 穷 远 处 为 零 的 解 为 图 1 


= 常数 xe™™， 其 中 = 方 V2mtDs -Ey (22.3) 
(指数 上 的 -号 和 + 号 是 分 别 对 *>a 和 x*<0 两 个 区 域 而 言 的 ) .已 < U(x) 区 域 
内 发 现 粒 子 的 概率 1w1? 作 指 数 式 递减 . 势 阱 边 上 的 yw 和 的 连续 性 条 件 , 为 方 
便 计 ,可 用 及 其 对 数 导数 y'/y 的 连续 性 条 件 来 代替 . 计算 (22.3) 式 ,可 得 下 
列 形式 的 边界 条 件 : 
Wl/y = Fx«. (22.4) 
我 们 不 在 这 里 讨论 势 阱 深度 U, 为 任意 值 时 的 能 级 问题 (见习 题 2) ,下 面 只 对 无 
限 深 势 壁 ( VU, 一。 ) 这 一 极限 情形 作出 详细 分 析 . 
当 几 =om 时 ,8$18 中 已 经 指出 ,粒子 只 能 在 x =0 和 x=a 两 点 之 间 运 动 ,这 
两 个 端点 处 的 边界 条 件 为 
w=0. (2 
[很 易 证 明 上 式 也 可 以 由 一 般 条 件 (22.4) 式 得 出 .因为 U, 一 w 时 同时 有 kx 一 om ， 
从 而 有 yw'/y 一 w ;由 于 少 不 能 等 于 无 穷 大 , 故 少 =0]. 势 阱 之 内 的 (22.1) 式 具 
有 以 下 形状 的 解 : 


p=csin( ky +8), 其 中 k= (22.6) 


由 x=0 时 少 =0 的 条 件 , 得 6=0, 再 按 同 一 条 件 ,在 x*=a 处 给 出 sin ka =0, 故 ka 
=nm(n 为 一 正 整 数 D, 从 1 开始 ) 或 


Li 
= nn, n=1,2,3,.. (22.7) 





2ma 


这 个 式 子 确定 了 势 阱 中 一 个 粒子 的 各 种 能 级 . 归 一 化 的 定 态 波 函数 为 
酚 运 sin( nna/a). (22.8) 
根据 以 上 的 结果 我 们 可 以 直接 写 出 一 个 粒子 在 直角 “ 势 箱 " 中 的 各 种 能 级 ， 
该 粒子 在 这 个 “ 势 箱 " 中 作 三 维 运动 ,其 势能 当 0 <x <a,0 <y<b,0 <z<c 时 为 


四 mn=0 时 将 有 少 恒 等 于 零 - 
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VU =0, 在 这 个 区 域 以 外 为 U = % .实际 上 ,这 种 能 级 等 于 下 列 和 量 : 


0 
Li 








a re) mmm =1,2,3，)， (22.9) 
相应 的 波 函 数 等 于 下 列 乘积 : 
Woes = [Bsin Ts 2 Ty 5 而 Ts (22.10) 


由 (22.7) 或 (22.9) 式 可 知 ,基态 能 量 5。 的 数量 级 约 为 天 /m ,1 为 粒子 运 
动 区 域 的 线性 尺度 . 这 个 结果 和 不 确定 度 关系 式 相 一 致 : 当 坐 标 不 确定 度 约 为 


时 ,动量 的 不 确定 度 因 而 动量 本 身 的 数量 级 约 为 hl; 相应 的 能 量 均 为 ( A/D’. 


习 题 


1. 在 无 限 深 的 方 势 阱 中 , 求 一 基态 粒子 的 各 种 动量 值 的 概率 分 布 . 
解 :(22.8) 式 的 峭 函数 按 动量 本 征 函 教 展开 后 的 展开 系数 a(p) 为 


alp}s= fui mas= 2 fsin (Ts)e mas. 
做 出 积分 后 ,再 求 其 模 量 平方 , 即 得 下 列 概率 分 布 : 
dp _ 4nha 2 pa, 
[a dp 
2. 求 图 2 中 势 阱 的 能 级 . 
解 :我 们 考虑 <U, 的 离散 谱 .x <0 区 域内 的 波 函 数 为 


WW=aew, 基 中心 = 方 V2mtD -5)， i 
x>a 区 域内 有 UV, 
WW=ee ,其中 心 = 广 V2m(Ds-E). vu 
势 阱 内 (0 <x <a) 的 少 可 取 下 列 形式 : 
Wesin( b+8) ,其中 上 = YaE， 
根据 势 阱 边 上 峭 '/ 的 连续 性 条 件 ,得 


kcot 5 =xi = 眉 w-*， keot(ak +8) = -ka = — i 


he 
2mU, 2mU, 


消去 8 后 ,得 下 列 超越 方程 : 





sin 5 = 
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(1) 


Wd 
一 arcsin 


大 起 

/2mU, /2mU, 
(其中 n=1,2,3，…, 反 正 吾 通 数 所 取 之 值 介 于 0 到 二 普 之 间 ) ,上 式 之 根 确定 了 
能 级 已 = 要 肥 /2m. 对 每 一 个 nn 一般 来 讲 只 有 一 个 根 ;n 值 按 能 级 的 递增 次 序 
编号 

由 于 反正 欧 画 数 的 宗 量 不 能 起 过 1,k 值 时 然 只 能 介 于 0 到 /GD / 方 之 间 ， 
(1) 式 的 左边 随 大 单调 地 增 大 ,该 式 的 右边 却 随 大 单调 地 减 小 . 因此 (1) 式 有 根 
的 必要 条 件 为 上 = V2mU /上 时, 式 右 应 该 小 于 式 左 . 特别 是 ,由 n=1 所 得 的 下 


列 不 等 式 
a ST oresin oO (2) 
NU 


给 出 了 阱 中 至 少 存在 一 个 能 级 的 条 件 . 由 此 可 见 , 给 定 了 不 相等 的 U， 和 U, 后 ， 
总 可 以 找到 一 个 很 窄 的 阱 宽 a, 使 得 该 阶 中 不 能 存在 离散 能 级 .对 U =U, 而 言 ， 
条 件 (2) 总 能 得 到 满足 . 

A (1) 式 可 化 成 
二 ka). (3) 


i 页 2 
引进 变量 &= 让 ha, 当 nn 为 奇数 时 ,得 下 列 方程 : 


cos 6= V6， 其 中 y= 二 a， (4) 


上 式 应 取 tan >0 的 根 . 当 n 为 偶数 时 ,可 得 
sin€= +7yé (5) 
我 们 应 取 tan 专 <0 的 根 .这 两 个 方程 式 的 根 确定 了 已 =2 妇 让 [maaz 能 级 ,y 关 0 时 
能 级 的 总 数 为 有 限 . 
特别 是 对 于 U << 让 /ma 的 浅 势 阱 ,我 们 有 ?y >>1,(5) 式 根本 无 解 . (4) 式 


有 一 个 根 ( 式 右 取 + 号 )， rl 因此 , 阱 中 只 包含 有 一 个 能 级 





ka = nm — arcsin 





arcsin 





处 于 阱 “ 口 " 附 近 . 

3. 粒子 在 一 直角 “ 势 箱 " 中 运动 , 求 箱 壁 所 受 的 压强 . 

解 :作用 于 垂直 于 zx 轴 的 箱 壁 上 的 力 ,等 于 - 8H/aa( 粒 子 的 哈密 上 顿 函 数 对 
沿 x 轴 的 箱 长 的 微 商 ) 的 平均 值 ; 此 力 除 以 该 壁面 积 bc 后 即 得 压强 . 根据 
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(11.16) 式 ,欲求 的 平均 值 可 从 (22.9) 式 能 量 本 征 值 的 微 商 得 到 . 结果 压强 为 
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我 们 来 考虑 一 个 作 一 维 小 振动 的 粒子 ( 称 为 一 个 线性 振子 ). 该 粒子 的 势能 
为 mw?x*/2, 其 中 的 w 为 经 典 力学 中 的 固有 振动 ( 圆 ) 频 率 . 该 振子 的 哈密 顿 量 
因而 是 


2 
站 (23.1) 


由 于 x 一 +wm 时 势能 为 无 穷 大 ,该 粒子 只 能 作 有 限 运动 ,其 能 谱 完 全 是 离 
散 的 . 
我 们 试用 和 矩阵 方法 0 求解 该 振子 的 能 级 . 我 们 从 (19.3) 形 式 的 “运动 方程 ” 
出 发 ;在 目前 情形 下 ,由 该 式 得 

E+wx=0. (23.2) 

此 式 的 矩阵 形式 为 

(2) +wzx =0. 
根据 (11.8) 式 ,加 速度 的 矩阵 元 (#z) =iwwn( 守 ) m= -osxm: 因 此 ,得 

(vw, -wz:)x。。 =0. 
由 此 可 见 , 矩 阵 元 *w, 除 了 w= +w 以 外 显然 都 等 于 零 .我们 把 所 有 的 定 态 加 
以 编号 ,使 得 nn 王 1 的 跃迁 频率 为 + 名 , 即 oz, = +w. 此 时 不 等 于 零 的 矩阵 
元 只 有 xnsl， 

现在 假定 所 有 的 波 函 数 少 都 取 实 函数 . 由 于 x 为 实 量 ,从 而 所 有 的 矩阵 元 
xzw 都 是 实数 . 厄 米 条 件 (11.10) 式 表明 ,这 样 的 x。 和 矩阵 是 一 个 对 称 矩 阵 : 即 满足 
An = 

为 了 算出 不 等 于 零 的 矩阵 元 ,我 们 利用 下 列 对 易 关系 : 

2 = -1 
m 
把 它 写成 矩阵 形式 : 
(Sm = (4) = 一动 5 
m 


利用 矩阵 乘法 法 则 (11.12) , 当 m=n 时 ,上 式 为 


> & = 南 
1 Co nse) =21 DF ot i 
: : 


四 这 是 在 蓄 定 得 波动 方程 未 发 现 前 由 海 森 伯 于 1925 年 所 作 的 . 
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这 个 求 和 式 中 ,只 有 1=n +1 的 项 不 等 于 零 , 故 得 
(ex 


上 式 表明 , (x,,,,,)” 诸 量 组 成 一 个 算术 级 数 ,因为 它们 只 能 是 正 的 ,这 组 量 
没有 上 限 但 有 下 限 . 由 于 我 们 只 编 定 了 各 态 的 相对 位 置 , 还 没有 确定 编号 的 绝 
对 值 ,我 们 可 以 任 选 一 个 ” 值 对 应 于 振子 的 第 一 态 ( 基 态 ). 现在 取 这 个 n 值 等 
于 零 . 因此 x, ,现在 必须 看 作 恒 等 于 零 , 依 次 应 用 n=0,1,… 的 (23.3) 式 ,可 导 
出 下 列 结果 : 


(23.3) 


(Wal) = 


因此 最 后 得 下 列 不 等 于 零 的 坐标 矩阵 元 

nh 

2maw 
算 符 信 的 矩阵 是 对 角 的 ,并 且 和 矩阵 元 及 ,就 是 欲求 的 振子 能 量 本 征 值 已. 它 

的 计算 方法 如 下 : 


H 


(23.4) 


Xeon-1 = Kl = 


mE, = T(E), + (ee),.] = 


ke 2 jw xi x + w 有 xz] = 
专业 (ww? + ww) x 
对 1 求 和 时 ,只 有 1=n+1 的 两 项 不 等 于 零 ; 用 (23.4) 式 代入 ,得 
BE.= (nt) ho, n=0,1,2, (23.5) 
由 此 可 见 ,振子 的 各 个 能 级 是 以 等 间隔 hiw 依次 排列 的 . 基态 (n =0) 能 量 为 
方 hw; 注意 , 它 并 不 等 于 零 


式 (23.5) 的 结果 也 可 以 从 振子 的 苹 定 词 方程 中 直接 解 出 来 . 这 个 方程 的 形 
式 为 


D 


Ee 笃 (2 Do )y=0. (23.6) 
为 方便 计 , 最 好 将 坐标 变量 * 换 成 以 下 所 示 的 量 纲 为 1 的 变量 &: 
家 (23.7) 


反 


加 ”我们 选择 未 确定 的 相位 a,( 见 $11 第 三 个 脚注 ) ,使 得 (23.4) 式 的 所 有 和 矩阵 元 在 平方 根 前 均 取 
正 号 .这 样 的 选择 总 是 可 能 的 ,因为 这 个 矩阵 中 只 有 相 邻 两 态 间 的 路 迁 矩阵 元 才 不 等 于 零 . 
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则 方程 式 成 为 
加 +[(2BV/iw) -é 1y =0. (23.8) 
式 中 的 撤 号 现在 代表 对 求 微 商 . 
当 专 很 大 时 ,2EVjio 和 如 相 比 可 以 略 去 不 计 ; 方 程式 yw" = 具有 渐 近 积 


分 消 =e* 反 (对 这 个 函数 求 微 商 后 , 略 去 数量 级 较 小 的 项 ,可 得 W"=é# 光 ). 由 于 
五 w 时 波 函 数 y 必须 保持 有 限 , 指 数 上 的 符号 只 能 取 负 号 . 因此 ,我 们 自然 
用 下 式 代 人 (23.8) 式 : 
0 ee), (23.9) 
结果 得 函数 Xx(#) 的 一 个 方程 式 
x -2éx' +2m =0 (23.10) 


[ 式 中 的 2n = (2E/hw) -1; 我 们 已 知 E>0, 故 有 n> - 方 ] , 式 中 的 函数 x 对 


的 所 有 有 限 值 而 言 必须 保持 有 限 , 且 当 # 一 上 om 时 ,不 能 比 专 的 任 一 有 限 次 寡 更 
快 地 趋向 无 穷 大 (以便 使 函数 少 能 趋 于 零 ) . 

只 有 当 n 等 于 正 整数 (及 零 ) 时 ,(23.10) 式 才能 有 这 样 的 解 ( 见 数 学 附录 
§ a) ; 它 所 给 出 的 能 量 本 征 值 就 是 我 们 早已 知道 的 (23.5) 式 . (23. 10) 式 中 , 当 
n 等 于 各 种 正 整数 值 时 , 它 的 相应 解 为 X= 常数 xH,(#) ,其 中 的 H,(#) 称 为 厄 米 
多 项 式 , 它 们 是 的 n 次 多 项 式 ,其 定义 为 


H,(é) =( -1)"ed"(e®)/de". (23.11) 
求 出 几 中 的 常数 ,使 ,满足 归 一 化 条 件 
[d=l, 
结果 得 [ 见 附录 (a.7) 式 ] 
-no lo [ue 
w(x) = 生 i 区 及 (> ): Ka 2 
故 基态 波 函 数 为 
本 
(sz) = (于) 。 敬 ， (23.13) 


理所当然 ,这 个 函数 对 有 限 的 = 值 而 言 并 无 零点 . 
计算 积分 式 三。 yyédé, 可 给 出 从 标的 逢 阵 元 ;其 结果 当然 也 和 (23.4) 式 
给 出 的 值 相同 . 


最 后 ,我 们 来 看 一 下 如 何 用 和 矩阵 方法 求 出 w, 波 函 数 . 我 们 注意 到 ,4 上 ia 
算 符 的 矩阵 中 不 等 于 零 的 矩阵 元 只 有 
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(Fiwx), = -(z +ior)。 = -i 2 和 (23.14) 
应 用 (11.11) 的 普遍 公式 ,并 且 考 虑 到 少 -,=0, 可 得 下 列 结论 : 
(tb -iaox)uo =0. 


把 外 = -i 也 二 代 人 上 式 后 得 到 以 下 方程 式 : 
m dx 


i 
“= 
这 式 的 归 一 化 解 就 是 (23.13) 式 .并 由 于 
CE pl) SR i hny,, 


我 们 得 循环 式 





Ne . 到 ee 3d -i 
(i ) A et) 
上 式 对 (23.13) 式 的 Wu 函数 连用 次, 即 得 (23.12) 式 中 的 归 一 化 波 函 数 


习 题 


1. 试 求 振子 的 各 种 动量 值 的 概率 分 布 . 
解 :在 振子 情形 下 ,不 采用 把 定 态 波 函 数 展 开 成 动量 本 征 函数 组 的 方法 ,而 
直接 从 动量 表象 中 的 薛 定 主 方 程 出 发 比较 来 得 简单 . 把 (15. 12) 式 的 坐标 算 符 到 
= 访 (d/dp) 代 入 (23.1) 式 ,可 得 “ 己 表 象 "中 的 哈密 上 顿 量 : 
请 = 已 mo d 
ei dp’ 
p 表象 中 的 波 函 数 a(p) 所 满足 的 花 定 请 方程 有 a(p) =Ea(p) 为 
da(p) ， 2 ,4 
3 + 5- 入 )s(n) =0. 
这 个 方程 正好 和 (23.6) 式 具有 相同 的 形式 , 故 其 解 可 以 参照 (23. 12) 式 立即 写 
出 来 ,由 此 得 出 欲求 的 概率 分 布 为 


la 人 (PP 溃 = 一 一 一。 有 人 ( 


= 己 )d 
27h 2rn! Vimoh V mw 
2. 试用 不 确定 度 关系 式 (16.7) , 求 振子 能 量 可 能 值 的 下 限 . 


解 :由 于 过 = 大 +(8x)* ,pr = 天 +(6p)*,(16.7) 给 出 振子 能 量 平均 什 
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和 
moi, Pp mo "Nl 2 mw 所 
Ro a a) tp) py 


求 出 上 式 的 极 小 值 (看 作 6p 的 函数 ) , 即 得 能 量 平均 值 的 下 限 , 故 对 能 量 的 所 有 
可 能 值 ,有 


1 2 
+am( sp) ， 


Ehw. 
3， 求 线性 振子 的 状态 波 函 数 ,这 些 态 的 测 不 准 关系 具有 极 小 值 , 即 波 包 中 
的 坐标 和 动量 标准 偏差 具有 关系 式 Sp8x = 二 h(E. 薄 定 语 ,1926) 
解 :所 求 的 波 浮 数 应 具 下 列 形式 





1 天 wx (z=2)° _, 
rd (1) 


式 中 任 一 时 刻 的 坐标 依赖 关系 与 (16.8) 式 一 致 半 =5(1) 和 万 = 万 (t) =mi(1) 是 
坐标 和 动量 的 平均 值 ;根据 (19.3) 式 ,对 线性 振子 来 讲 (UU = 方 mw ) ,我 们 有 


V(x,t) = 


户 = -ma?x, 故 其 平均 值 万 = -mw 对, 或 
E+wx=0. (2) 
亦 即 (1) 函数 满足 经 典 运动 方程 . (1) 式 中 的 常数 因子 应 由 以 下 的 归 一 化 条 件 
确定 : 
全 1 更 dx =1; 
除了 这 个 因子 外 ,更 中 还 可 含有 一 个 相位 因子 ,其 相位 中 (t) 与 时 间 有 关 . 为 求 未 
知 常 数 8x 和 未 知 函 数 中 (1) ,可 把 (1) 式 代入 下 列 波动 方程 


代入 后 利用 (2) 式 ,得 

(22 -地 ) Ww )+ mi 型 Po 
2 让 4(8x)* 2 和 8(5x)” 4(6x)” 旋 
从 而 得 (6x)” =/2mw 及 





(0 ] =0， 


;Ml 

由 = 戎 (= 包 却 ) + 了 oo， 
pe 

b= + Dt 


@ 这 些 态 称 为 相干 态 . 
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因此 最 后 得 
fm ijjx _mo(x -x)" 1 0 
dr op{ -Zio:- 贺 } (3) 


当 元 =0 和 万 =0 时 ,上 式 变 成 (x)e “ , 即 振子 的 基态 波 函 数 . 
相干 态 中 振子 的 平均 能 量 为 





于 + +ho=ho (n+ 方 ) (4) 
元 为 该 态 中 量子 fi 的 平均 “ 数 ". 由 此 可 知 ,相干 态 完全 是 由 满足 经 典 方 程 (2) 
的 (1) 函数 确定 的 . 这 个 函数 的 一 般 形式 可 用 下 式 给 出 : 
a (5) 
VImjio 
函数 (3) 可 按 振子 的 定 态 波 函 数 展开 : 


更 = y [A 
Ee 





V(x) = 加 (xz)expf -ifn+ 立 )or]， 
式 中 的 展开 系数 为 (参考 §41, 题 1) 


| dx. (6) 
从 而 得 振子 处 于 第 n 个 定 态 的 概率 
加 =1a eH. (7) 


这 是 泊 松 分 布 . 
4. 一 个 粒子 在 下 列 势 场 中 运动 (图 3) 
U(x) =A(e™™™” -2e™) 
试 求 其 能 级 (P. M. Morse ) . 
解 : 正 能 量 本 征 值 呈 连 续 谱 ( 且 其 能 级 
人 无 简 并 ) ,而 负 能 量 本 征 值 至 离散 谱 . 
薄 定 语 方 程 为 
x dy ,2m A 
(EF-he +2he-“=)y =0, 
引进 一 个 新 变量 


图 3 


$23 线性 振子 “67. 





(其 值 从 0 到 +mm ) ,并 令 (我 们 考虑 离散 谱 , 故 已 <0) 
_V 2 = 
We es >) 





(1) 


则 其 定 请 方程 呈 以 下 形式 : 


当 #-*o 时 ,函数 几 的 渐 近 行为 和 e* 让 一 样 ,而 当 & 0 时 , 少 和 "成 正比 ,考虑 
到 波 函 数 的 有 限 性 ,我 们 所 选 的 解 当 8 一 m 时 必须 像 e -让 那样 ,而 当 区 0 时 必 
须 像 名 那样 . 因而 作 下 列 变换 : 
=e Ew(é) 

可 得 下 列 w 的 方程 式 

éw" + (2s +1 -é)w +nw=0, (2) 
求解 ww 时 ,要 求 w 当 &-0 时 为 有 限 ,E%m 时 w 不 能 比 & 的 任 一 有 限 次 壬 更 快 地 
趋向 无 穷 大 . (2) 式 是 一 个 合流 超 几何 函数 的 方程 式 ( 见 数学 附录 $d) ; 

w=F( -n,2s +1,€). 

nn 为 非 负 整 数 时 即 得 满足 所 需 条 件 的 解 (此 时 严 函 数 变 成 一 个 多 项 式 ). 按 定义 
(1) ,由 此 得 出 的 能 级 值 为 


-0 
其 中 的 n 为 正 整 数 ,n 的 数值 可 以 从 零 开 始 一 直到 满足 小 Van >n+ 广 的 最 大 
和 
V2mA/ah < 二 ,高 散 谱 就 根本 不 存在 . 


5. 上 题 中 U= - Us/coshzax( 见 图 4). 
UW 











解 : 正 能 量 本 征 值 呈 连 续 谱 , 负 能 量 本 征 值 呈 x 
离散 谱 ; 中 种 情况 . 薛 定 谓 方 程 为 
dy -Us 
dz” + 各 ri) 0 
把 变量 换 成 专 =tanh ax ,并 令 
V-2mE 2 < 1 8mU, 
We 本 z=s(s+1), :=7( ( -1* ml 


可 得 
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这 是 缔 合 勒 让 德 函 数 的 方程 . 如 令 
w=(1 -6) w(t), 


并 把 变量 每 时 改 成 = 二 (1 -6) , 则 上 式 可 变 为 下 列 起 几 何方 程 : 


u(l-u)w +(e+1)(1 -2u)w -(e-s)(e+s+1)w=0. 
=1( 即 x=%w) 时 取 有 限 值 的 解 为 
y=(1-e)" Fle-s,et+s+l,e+1,(1-é€)/2]. 
为 了 使 业 当 = -1( 即 x= -o) 时 保持 有 限 ,必须 有 e-s= -mn 而 mn=0,1,2， 
…; 此 时 眉 是 一 个 严 次 多 项 式 洁 = -1 时 下 为 有 限 . 
因此 能 级 由 条 件 s-e =n 所 确定 ,得 出 


B= -(1+2n)+ /1 + ] 


根据 a>0 即 n<s 的 条 件 可 知 ,能 级 总 数 为 有 限 . 
$24 均匀 场 中 的 运动 


考虑 一 个 粒子 在 一 均匀 外 场 中 运动 . 取 外 场 方向 为 x* 轴 方 向 , 令 为 粒子 在 
该 场 中 所 受 的 力 ;对 强度 为 已 的 电场 而 言 ,此 力 忆 =eE,e 为 粒子 的 电荷 . 

均匀 场 中 的 粒子 势能 呈 U = - Fx + 常数 的 形式 ; 选 常数 使 得 x*=0 时 VU =0， 
则 有 U= - Fx. 这 个 问题 的 薛 定 雇 方程 为 


(+) = =0. (24.1) 


由 于 x 一 -时 U 趋 向 +%m ,x 一 +m 时 Um, 各 能 级 显然 组 成 连续 谱 ， 
能 量 已 的 值 域 占 有 从 - % 直到 + % 的 整个 区 域 . 其 中 没有 一 个 本 征 值 是 简 并 
的 ,所 对 应 的 运动 向 *= - 方向 为 有 限 ,向 x 一 + 名 方向 为 无 限 . 

我 们 引入 下 列 量 纲 为 1 的 变量 来 代替 原来 的 坐标 变量 *: 





6=(z+ 呈 ) (ee) (24.2) 

则 (24.1) 式 星 以 下 形式 ， 
加 + 好 =0. (24.3) 
此 式 不 合 能 量 参量 因此 ,如 能 求 出 一 个 解 满足 有 限 性 等 必需 条 件 , 则 立刻 得 到 


任意 能 量 值 的 本 征 函数 . 
(24.3) 式 中 对 所 有 x 都 取 有 限 值 的 解 呈 下 列 形式 ( 见 数 学 附录 $b) : 
y(é) =4G6( -<) ， (24.4) 
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其 中 


GB(E) = eos (了 +ué )d 


Te 
称 为 艾 里 函数 ,4 为 归 一 化 因子 ,将 在 下 面 确定 之 . 

当 &--%w 时 ,(#&) 函数 按 指数 规律 趋 于 零 .é 为 很 大 的 负 值 时 ,y(&) 的 浙 
近 式 为 [ 见 (b.4) 式 ] : 


y(é) ~ 远 rmee[ - en]. (24.5) 
当 & 为 很 大 正 值 时 ,yw(&) 的 渐 近 式 为 [ 见 (b.5) 式 D] 
y(é) =A¢ -tsin ( 36" + (24.6) 


根据 连续 谱 波 函数 的 一 般 归 一 化 法 则 (5.4) 式 ,我 们 可 以 把 (24.4) 式 化 成 
一 个 函数 , 它 归 一 化 成 能 量 的 5 函数 . 即 


wee) de=8(E'-E). (24.7) 


$21 中 曾经 给 出 过 一 个 简单 方法 ,利用 波 函 数 的 渐 近 式 求 出 归 一 化 系数 . 应 用 
这 个 方法 ,我 们 首先 把 (24.6) 式 写成 两 个 行 波 之 和 


womde tone 4]) + 
eon( -lei 
由 人 


人 ) =4 A 
br 2 二 


令 上 式 等 于 1/27, 得 到 





Be 
A= (24.8) 
习 题 
求 处 于 均匀 场 中 的 一 个 粒子 在 动量 表象 中 的 波 函 数 . 
解 :动量 表象 中 的 哈密 顿 算 符 为 
a fe 
-pih 
故 波 函 数 a(p) 所 满足 的 荃 定 证 方程 具有 下 列 形状 


外 顺便 指出 , 渐 近 表 式 (24.5) 和 (24.6) 对 应 于 波 函 数 在 经 典 禁 区 和 通 区 内 的 准 经 典 表 式 ( $47)， 
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解 出 此 式 , 即 得 欲求 的 波 函 数 





af(P) = 


这 种 函数 已 按 下 列 条 件 归 一 化 : 
[a par(p)dp =8(E’-E). 


8$25 透射 系数 


我 们 来 考虑 一 个 粒子 ,在 图 5 所 示 的 那 类 势 场 中 运动 :U(x) 从 某 一 固定 极 
限 值 (x 一 - 时 的 U=0) 开 始 ,单调 地 增加 到 
Wr 另 一 固定 极限 值 (x 一 + % 时 的 U=U). 根 据 经 
典 力学 ,能量 已 < U 的 一 个 粒子 在 这 样 的 势 场 
中 自 左 向 右 运 动 时 , 磁 到 “ 势 壁 " 以 后 会 “反射 ” 
回来 并 开始 沿 相反 的 方向 运动 ;但 如 已 > U, ,该 
粒子 将 沿 原 方向 继续 运动 下 去 ,只 是 会 减速 . 量 
子 力学 中 则 会 产生 一 种 新 的 现象 :即使 E > U。， 
粒子 仍 有 可 能 被 势 壁 所 “反射 ". 它 的 反射 概率 原则 上 可 用 下 法 算出 . 
设 粒 子 自 左 向 右 运 动 . 当 x 为 很 大 正 值 时 , 波 函 数 应 该 描述 越过 “ 壁 项 "并 
沿 * 轴 的 正方 向 运动 的 一 个 粒子 , 它 的 渐 近 式 必然 是 
x 一 0 时， y=Ae™™, 


式 中 后 = 广 BIT， (25.1) 
4 是 一 个 常数 . 为 了 求 出 满足 以 上 边界 条 件 的 薛 定 刘 方 程 之 解 ,我 们 来 计算 x 一 
-时 的 渐 近 式 ; 这 个 渐 近 式 等 于 自由 运动 方程 中 两 个 独立 解 的 线性 组 合 ,具有 
下 列 形 式 


x 一 -o 时 ， ye +Be *, 


hh = 方 V2mE. (25.2) 


第 一 项 相当 于 射 向 势 壁 的 粒子 (我 们 假定 少 已 经 归 一 化 成 这 样 ,使 得 该 项 

的 系数 等 于 1) ;第 二 项 代表 由 势 壁 反 射 回来 的 粒子 . 入 射 波 的 概率 流 密度 为 ， 

而 反射 波 为 181 ,透射 波 为 141”. 我 们 把 粒子 的 透射 系数 DD 定义 成 为 透射 
波 的 概率 流 密度 与 人 射 波 的 概率 流 密度 之 比 : 

D=(k/k)1Al. (25.3) 

同 理 可 以 定义 反射 系数 R, 它 等 于 反射 波 与 人 射 波 的 概率 流 密度 之 比 . 显然 有 





图 5 
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Rs1l =D: 
及 =1812 =1—(k/k)1Al’ (25.4) 
(4 和 B 自动 满足 此 关系 式 ). 

如 果 粒 子 自 左 向 右 运动 而 能 量 E< Uo, 则 后 为 纯 虚 数 ,x 一 + 时 波 函数 呈 
指数 式 衰减. 反射 流量 就 和 和 人 入射 流量 相等 , 亦 即 粒子 从 势 壁 “全 反射 ". 但 须 指 
出 ,在 这 种 情形 下 ,E <U 区 域内 找到 粒子 的 概率 仍 不 等 于 零 , 但 随 * 的 增 大 而 很 
快 地 减 小 . 

一 般 情形 下 ,任意 定 态 (能 量 E>U) 波 函数 的 渐 近 式 , 不 论 是 x 一 -wm 或 
x+o ,都 可 以 写成 沿 x 轴 的 相反 方向 行进 的 两 个 平面 波 之 和 : 

xz- 一 o 时 ， 几 =4iesr +Bie-wr， 
z+m 时 ， =Ae +B,e ee 
由 于 以 上 两 式 都 是 线性 微分 方程 的 同一 个 解 的 渐 近 式 ,系数 4,,B, 和 4,,B, 之 
间 存 在 着 线性 关系 . 设 4, = ac4, +BB, ,其 中 的 a 和 是 两 个 常数 (一 般 讲 来 是 复 
数 ) ,依赖 于 势 场 U(x) 的 具体 形状 . 如 果 考 虑 到 醉 定 户 方 程 是 实 方程 ,我 们 还 可 
以 写 出 B, 的 相应 关系 式 . 这 就 是 说 , 设 光 为 所 给 莅 定 户 方 程 之 解 , 则 其 共 罗 复 
函数 少 " 也 是 该 方程 之 解 . 它 的 渐 近 形式 为 
x -om 时，y' =Are "+B exwr， 
x+o 时 ， 几 "=4ere +B ew, 
此 式 和 (25.5) 式 的 差别 仅 在 于 常 系数 的 记号 ;因此 有 B; =aB; + 有 B4; ,或 B, = 
a B+B'4,. 可见 (25.5) 式 的 系数 间 存在 着 下 列 关系 : 
A, =aA, +BB,, B,=B'A,+a'B,. (25.6) 

沿 * 轴 的 概率 流 密度 是 一 常数 ,这 个 条 件 导致 下 列 关系 

有 (42 -1B812) =k,(14,1? - 18,1°). 
根据 (25.6) 式 ,把 4,,B, 换 成 4,,B,, 结 果 得 : 


la - 18 = (25.7) 

应 用 (25.6) 式 ,可 证 沿 * 轴 的 正方 向 或 沿 * 轴 的 负 方 向 运动 的 粒子 (能 量 

给 定 为 E,E > mm) 具有 相同 的 反射 系数 ;在 前 一 种 情形 下 ,相应 于 (25.5) 式 中 令 

B, =0; 在 后 一 情形 下 ,是 令 4, =0. 两 种 情形 下 分 别 有 B,/4, = -B /ea 和 4,/B， 
=B/a" .相应 的 反射 系数 分 别 为 


|e 


(25,5) 


2 


2 
» Ra = 




















3 B 
R&= | 天 =| 
a a 


Ah, 
束 
显然 有 R, =R,. 
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习 题 
1. 求 粒子 对 一 直角 势 壁 ( 见 图 6) 的 反射 系数 ;该 粒子 的 能 量 E>U. 

解 :在 整个 x*>0 的 区 域内 波 函 数 呈 (25.1) 形式, 而 在 x*<0 的 区 域内 呈 
(25.2) 的 形式 . 常数 4 和 B 可 以 由 x=0 点 处 的 小 及 dy/dx 的 连续 性 条 件 确定 : 
1+B=A, k(1-B)=k,A, 

即 
2k, 一遍 


A + 





反射 系数 四 (25.4) 式 为 : 





hk Pp-p:)’ 

| tl 

=U(k,=0) 时 尺 等 于 1, 而 当 E-%w 时 必 按 (Uo/4E)? 的 规律 趋 于 零 . 
2. 求 粒子 穿 过 直角 势 竺 ( 见 图 7) 的 透射 系数 . 


al 


UW) UR) 
U U 
基 a 
图 6 图 7 


解 : 令 EE>U，, 并 设 入 射 粒子 自 左 向 右 运 动 . 则 在 不 同 区 域内 的 波 函 数 表 
式 为 


x<0 时 ， =e +Ae te, 
0<x<a 时 ， y=Be*” +B'e ™, 
x>a 时 ， =Ce 


(在 *>a 一边 只 能 有 沿 * 正 方向 行进 的 透射 波 ).4A,B,B' 和 C 等 常数 可 以 由 x*= 
0,x=a 两 处 的 小 及 dy/dx 的 连续 性 条 件 确定 . 透射 系数 为 刀 = 力 1C12/k = 
1C1. 由 此 算得 
4 
D = 
(RB 2)?sin ak, +4ki 


加 经 典 力学 极限 情形 时 ,反射 系数 必须 等 于 零 . 可 是 ,此 处 所 得 的 表 式 中 根本 没有 普 朗 克 常 量 . 这 
一 表 观 矛盾 可 作 如 下 解释 .经典 极 限 情形 相当 于 粒子 的 德 布 罗 意 波长 A ~ ip 远 小 于 所 考虑 问题 中 的 特 
征 尺 度 ,也 就 是 人 远 小 于 某 一 距离 ,在 该 段 距离 内 , 势 场 U(x) 有 显著 的 改变 .但 在 题 1 中 ,这 段 距 离 等 于 
零 ( 在 *=0 点 ) ,从 而 无 法 过 渡 到 经 典 极限 情形 . 
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有 <Ue 时 ,k 是 一 个 纯 诬 量 ; 上 式 中 的 上 可 以 用 i ks 代替 ,而 ix， = 


V2m(Uo - 尼 ) , 即 得 相应 的 DD 式 : 
4 ke 


(CR + ) inh ar, + 人 


3。 求 粒子 对 势 壁 为 U(x) =Uo/(1 +e“) (图 5) 的 反射 系数 ;该 粒子 的 能 





量 E>U,. 
解 : 薛 定 亩 方程 为 
v, 
人 te-™ )v=°: 
我 们 需要 求 这 样 的 解 ,这 解 当 zx" +o 时 具有 下 列 形式 : 
沙 = 常数 xe**。 
引入 一 新 变量 
a 
(所 取 之 值 可 从 - % 到 0) ,把 该 解 写成 下 列 形式 : 
W=6 "ew(E), 


其 中 的 w(&) 当 #0( 即 x 一 % ) 时 应 趋 于 一 个 常数 .结果 w() 满足 下 列 超 几何 
方程 : 
(1 -€)w" + (1 -2ik,/a) (1 -é)w + (kk)w/a: =0, 
其 解 为 下 列 超 几何 函数 : 
i 和 和 和 + 


(我 们 略 去 了 一 个 常 因 子 ).&0 时 这 个 函数 趋向 1, 即 已 满足 所 加 条 件 . 
上 -am( 即 xz 一 -om) 时 峭 函 数 的 渐 近 式 为 了 
yaé HC ( -EC -二 )Kareye] = 
=(-1) -we[Ciewe +Ce-*"], 
T( -2ik,/a)T( -2ik,/a +1) 
其 中 OT FC -ith ra 本 
TT(2ik,/o)T( -2ik,/a +1) 
? TOi(k -hk)/a)T((k, -kh)/a+1)" 
所 求 的 反射 系数 为 R=1C,/C11; 计 算 时 可 用 下 列 熟 知 公式 : 
T(x)T(1 -x) = /sin mx， 








我 们 得 


四 见 (e.6) 式 ,把 该 式 中 的 两 个 1/: 的 超 几何 函数 都 改 成 1, 也 就 是 说 ,我 们 只 取 每 项 展 式 中 的 第 一 
项 . 
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sinh[ n(k, -hk,)/a] V2 
(Be +hk)/a] ) 
忆 =U,(k =0) 时 RR 变 成 1, 而 当 ts 
= 保 党 
经 典 力学 极限 情形 时 尺 果 真 变 成 零 . 
4. 求 粒子 穿 过 下 列 势 侍 的 透射 系数 ( 见 图 8) : 


U(x) =U, /eosh? ax, ol 
该 粒子 的 能 量 EE<U,. 
解 : 巷 定 证 方 程 和 8$23 题 5 的 相同 ,只 要 把 x 


该 题 中 U 的 符号 更 改 一 下 ,并 把 EE 看 作 正 量 就 








可 以 了 . 类似 的 计算 给 出 解 轩 
- 竹 这 这 这 1 - 
人 al -全 +， 让 )， (1) 
其 中 的 


Eta a k= 广 mE, 


Pm 


这 个 解 已 经 满足 这 样 的 条 件 , 使 得 x 一 [ 即 & 一 1,(1 -8) ~2e-*] 时 光 中 只 含 
透射 波 ( ~e”) .应 用 超 几何 函数 变换 式 (e.7) ,这 个 波 函 数 当 x -%(é— -1) 








时 的 渐 近 式 为 
网 
人 
算出 上 式 中 两 个 系数 的 模 量 平方 比 , 可 得 下 列 形式 的 透射 系数 刀 =1 -及 ; 
sinl? 
nD 和 > 
Li hh? Tk a2/T Sm 
sin| i 全 = 
gmU i 
3 >1 时 ,D= 
or 








a afm mo 
sinh’ TY + cosh 加 作 当 1) 


第 一 式 对 U。<0 的 情形 也 适用 ,此 时 粒子 不 是 越过 势 皇 而 是 越过 势 阶 . 有 趣 
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的 是 , 当 1+(8mlUolXPaoz) =(2n+1)? 时 ,D=1, 也 就 是 说 , 当 阶 深 10,1 具 有 
适当 数值 时 ,在 势 阱 上 越过 的 粒子 没有 反射 . 这 个 结果 还 可 从 (2) 式 看 出 , 当 s 为 
正 整 数 时 ,该 式 中 的 e “项 不 再 存在 . 

5. 设 势能 U(*) 当 1x1 >>a 时 迅速 减 小 ,a 是 描写 相互 作用 区 域 的 一 个 特征 
尺度 , 求 当 已 -*0 时 透射 系数 趋 于 零 的 规律 . 

解 :在 距离 满足 tlx1 <<1 的 区 域 ,可 将 巷 定 词 方程 中 的 能 量 已 略 去 ,如 果 同 
时 1x1 >>a, 则 连 势 能 也 可 略 去 ,这 时 薛 定 诗 方 程 成 为 


它 的 解 可 以 写成 

xz<0 时 w=a +hx 

x>0 时 y=a, +bh,x 
在 距离 为 *~a 处 解 此 方程 可 得 出 a1b, 和 asb, 的 关系 ,这 个 关系 是 线性 的 ,并 具 
有 下 列 形式 


(1) 


ai =pas +Ab， b=vas +7h, (2) 
系数 p,p,v 和 7 都 是 实 的 ,并 且 与 能 量 无 关 , 因 为 薛 定 户 方 程 中 已 无 能 量 .DO(1) 
式 的 解 应 该 与 函数 (25.1) ,(25.2) 按 x 的 备 展 开 式 的 前 两 项 相 一 致 , 即 

a =1+B, b,=ik(1-B), a,=A, b,=ikA 

将 这 些 关系 代入 (2) 式 ,并 当 大 小 时 解 出 4, 得 

A~2ik/y 
由 此 得 

DE ng 

党 

于 是 得 ,透射 系数 与 粒子 的 能 量 成 正比 地 趋 于 零 . 在 上 面 例 题 2 和 例题 4 的 例子 
中 ,这 个 一 般 的 规律 显然 是 满足 的 . 


加 ”由 于 概率 流 是 常数 ,这 四 个 系数 满足 下 列 关系 :pr -pr =1. 
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$ 15 中 推导 动量 守恒 定律 的 时 候 ,我 们 利用 了 多 粒子 封闭 系统 的 空间 均匀 
性 .除了 这 种 均匀 性 以 外 ,空间 还 具有 各 向 同性 :所 有 的 空间 方向 都 是 等 价 的 . 因 
此 当 整 个 系统 绕 任意 轴 转 过 任意 角 以 后 ,该 封闭 系统 的 哈密 顿 量 不 会 改变 . 这 一 
条 件 , 只 要 对 任意 的 无 限 小 旋转 而 言 能 够 满足 ,就 足够 了 . 

令 89 为 无 限 小 旋转 矢量 , 它 的 长 度 等 于 转角 5g , 它 的 方向 沿 着 转轴 . 粒子 
的 径 矢量 7, 经 过 这 种 旋转 后 的 改变 量 ar。 等 于 


Br。=5p xr。 
于 是 ,一 个 任意 函数 (7 ,r,,… ) 就 被 变换 成 下 列 函数 : 
yr ter ra +8r) = 沙 (mm 和 mv) + Sr。 Vey = 


=y(rvme)+ DT 6pxr,* Vy = 


= (1 +6p° > rxV. jv 由 
其 中 的 表 式 
1+8p° 2 mxV。 
可 以 看 作 “ 无 限 小 旋转 " 算 符 . 无 限 小 旋转 不 改变 系统 的 哈密 顿 量 这 一 事实 ,可 


以 用 “旋转 算 符 ” 与 i 算 符 的 可 对 易 性 来 表述 ( 见 §515). 由 于 单位 算 符 与 任意 算 
符 都 对 易 , 而 5p 是 一 个 恒 矢 量 ,这 个 可 对 易 条 件 就 可 以 化 成 


(Frixv)f-h( 5 rxv.)=0, (26.1) 


这 个 式 子 表述 了 某 种 守恒 律 . 
一 个 封闭 系统 由 于 空间 各 向 同性 而 导致 的 守 便 量 ,就 是 该 系统 的 角 动 量 
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( 见 《力学 》§9). 因 此 算 符 > mr x V。 除了 一 个 常 因子 外 必须 正好 对 应 于 该 系 
统 的 总 角 动 量 ,而 求 和 式 中 的 每 一 项 rx V。 对 应 于 一 个 个 别 粒子 的 角 动 量 . 

这 个 比例 系数 应 该 等 于 - 访 ;因为 这 样 一 来 , 单 粒子 的 角 动 量 表 式 变 成 
-ifir x V =r x 户 ,正好 对 应 于 经 典 表 式 rxp. 今后 ,我 们 总 是 用 所 作为 角 动量 的 
量度 单位 . 这 样 定义 的 单 粒子 角 动 量 算 符 ,我 们 用 ?表示 之 ,整个 系统 的 角 动 量 算 
符 , 则 用 瑟 表 示 之 . 因而 单 粒子 角 动量 的 算 符 可 表 为 

i=rxp= -ifirxv (26.2) 
其 分 量 式 : 有 i=yP. -zp,,hi, =zp, -xP,,hi, =%p, -yD 

处 于 外 场 中 的 一 个 系统 的 角 动 量 一 般 讲 来 是 不 守恒 的 . 但 如 该 场 具 有 某 种 
对 称 性 , 则 角 动 量 仍 有 守恒 的 可 能 . 例如 ,在 一 有 心力 场 中 的 系统 ,自力 心 引出 的 
各 个 空间 方向 都 是 等 价 的 , 故 相 对 于 力 心 而 言 的 角 动 量 将 是 守恒 的 . 同 理 , 在 具 
有 轴 对 称 性 的 外 场 中 , 沿 该 对 称 轴 的 角 动 量 分 量 将 是 守恒 的 . 所 有 这 些 在 经 典 力 
学 中 成 立 的 守恒 律 ,在 量子 力学 中 也 同样 成 立 . 

对 角 动 量 不 守恒 的 系统 来 讲 , 定 态 中 没有 确定 的 角 动 量 值 . 在 这 样 的 情形 
下 ,我 们 感 兴趣 的 往往 是 角 动 量 在 所 给 定 态 中 的 平均 值 . 很 容易 证 明 ,在 任 一 非 
简 并 的 定 态 中 , 角 动 量 的 平均 值 等 于 零 . 因为 ,当时 间 反 号 后 能 量 保持 不 变 , 由 于 
所 给 能 级 只 有 一 个 定 态 , 故 + 变 成 -: 后 ,该 系统 的 态 必 将 保持 不 变 . 这 就 意味 着 
所 有 各 量 的 平均 值 特别 是 角 动量 的 平均 值 也 将 保持 不 变 . 但 是 当时 间 变 号 时 , 角 
动量 也 要 随 之 变 号 ,我 们 就 有 L = - 工 , 从 而 得 =0. 如 果 从 平均 值 的 数学 定义 出 
发 ,把 5 看 作 由 "Ly 的 积分 ,也 能 得 到 同样 的 结论 . 非 简 并 态 的 波 函 数 都 是 实 函 
数 ( 见 $18 末尾 ). 故 下 列表 式 是 一 个 纯 虚 量 : 


L= -it fv( 六 六 xV. ) ydq, 
可 是 必须 是 实 量 ,显然 有 L =0. 


现在 来 推导 角 动量 算 符 和 坐标 算 符 以 及 和 动量 算 符 的 各 种 对 易 关系 - 借助 
于 (16.2) 式 ,我 们 很 易 求 得 


[ixz] =0, [i,y] =iz, [hs] = -iy, 
[i,,y] =0, [h,,z] =iw, [i,,x] = -i, (26.3) 
[js] =0, [Lz] =iy, [hy] = -is. 
例如 
iy-yi, =(1/i) (yb, -zB,)y-y(7P. -zh,)(1/h) = 


> 第 四 章 角 动 量 





= —(z/h)[p,,y] =iz. 

(26.3) 诸 式 可 以 并 写成 下 列 张 量 形式 

[Lx ] =iewx,, (26.4) 

其 中 的 ew 是 一 个 三 秩 反 对 称 单位 张 量 0, 而 1 是 一 个 秋 标 , 它 在 同一 项 中 出 现 两 
次 , 即 表示 对 该 下 标 求 和 . 

同样 ,容易 证 明 , 角 动量 算 符 和 动量 算 符 之 间 也 满足 完全 类 似 的 对 易 关 

系 式 : 

[i ,pb ] =iewh,. (26.5) 

利用 这 些 公式 ,容易 求 出 i, ,i, ,2 算 符 间 的 对 易 关 系 . 例如 

hh hi) = (sp -xp,) - (zp, -xp.)i, 

= (Ls-zi)p, -x(i pb,-p.L) 


= -iyp. +ixp, = 访 人 . 
由 此 有 
[oi i. (26.6) 
或 
[ 引 (26.7) 
系统 的 总 角 动量 算 符 L.,L, ,i 之 间 也 满足 同样 的 关系 式 . 这 是 因为 不 同 粒子 的 
角 动 量 算 符 是 彼此 对 易 的 ,例如 
rk, 
故 
[ob bs leh ark (26.8) 
(26.8) 式 表明 角 动 量 的 三 个 分 量 不 能 同时 具有 定 值 (除非 这 三 个 分 量 同时 等 于 
零 , 见 后 ). 从 这 一 点 来 讲 , 角 动 量 和 动量 具有 基本 的 区 别 , 动 量 的 三 个 分 量 是 可 
以 同时 具有 定 值 的 . 
从 .,L ,等 算 符 出 发 ,我 们 可 以 组 成 角 动 量 矢量 的 模 量 平方 算 符 ,并 用 记 


人 @@ 三 秩 反 对 称 单位 张 量 esr( 也 称 为 单位 轴 张 量 ) 的 定义 为 分 量 cz =1 且 对 三 个 下 标 全 部 反对 称 
的 一 个 张 量 . 它 的 27 个 分 量 中 ,显然 只 有 6 个 分 量 不 等 于 零 , 这 6 个 分 量 的 下 标 i,k,1 等 于 1,2,3 的 某 种 
置换 . 如 果 可 以 从 1,2,3 出 发 对 调 偶数 次 以 后 得 到 置换 i,k,1, 则 该 分 量 等 于 +1, 如 果 这 种 对 调 次 数 为 奇 
数 , 则 该 分 量 等 于 -1, 显 然 有 

eeam =26n ,een =6 
两 个 矢量 4,B 的 矢 积 4xB=C 的 分 量 可 以 通过 euw 张 量 表 为 
Ci =ewAsB,. 
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表示 之 : 
站 = 让 (26.9) 
这 个 算 符 和 记 ,已 ,二 等 算 符 分 别 对 易 : 
tj t=0 [FD (26. 10) 


例如 ,应 用 (26.8) 式 ,我 们 有 
[人 


> 
OD 


[BL] iE i EE 
[B,L] =0. 
以 上 三 式 相 加 ,可 得 [ 袁 ,L.] =0. 从 物理 上 来 讲 ,(26. 10) 式 表明 了 角 动 量 的 平 
方 ( 即 其 绝对 值 ) 可 以 和 它 的 一 个 分 量 同时 具有 定 值 . 
为 方便 计 , 通 常用 下 列 复 组 合 量 代替 六 和 疡 算 符 : 


i Bh (26.11) 
应 用 (26.8) 式 进行 直接 计算 后 ,很 易 证 明 下 列 对 易 关 系 : 
Le st MD eb [dele (26.12) 
不 难 验证 
= 三 (26.13) 
最 后 ,我 们 来 写 出 常用 的 单 粒子 角 动 量 算 符 在 球 坐标 中 的 表达 式 . 按照 通常 
方式 引进 球 坐 标 


x=rsin gcos p, y=rsin Osin p，z=rcos 0, 


经 过 简单 计算 后 ,可 得 下 列表 式 : 


-ee 
si (26.14) 
人 (# 言 ticot9 襄 )- (26.15) 


代入 (26. a 
i WR 3 
& [a ol 


和 


8$27 角 动 量 的 本 征 值 
为 了 求 出 单 粒子 角 动量 沿 某 一 方向 的 分 量 的 本 征 值 ,最 好 把 该 分 量 所 沿 的 








(26.16) 
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方向 取 作 极 轴 , 并 在 球 坐 标 系 中 表 出 该 算 符 .根据 (26.14) 式 ,方程 iy =,y 可 写 
作 

-iay/ap =Ly. (omy 
其 解 为 

=f(7,0) ee ， 
其 中 的 A(r,9) 是 r 和 9 的 任意 函数 .为 了 使 函数 是 单 值 函 数 起 见 , 它 对 而 言 
必须 具有 周期 性 ,其 周期 为 2r. 由 此 得 

4 = 站 ， 其 中 m=0, +1, +2,…. (27.2) 

因此 本 征 值 是 一 些 正 负 整 数 , 零 也 包括 在 内 . i. 算 符 的 本 征 函 数 依赖 于 p, 这 
个 依赖 于 w 的 因子 可 写作 


Bp) = (2m) em. (27.3) 
这 种 函数 已 按 下 式 归 一 化 ; 
[Bi (9) Bp) dp -6 (27.4) 
系统 总 角 动量 : 分 量 的 本 征 值 显然 也 等 于 一 些 正 负 整 数 ， 
L =M， 其 中 1MN=0,+1,+2,…. (27.5) 


(这 是 因为 人 算 符 等 于 相互 对 易 的 单 粒子 算 符 j, 之 和 . ) 


由 于 z 轴 所 取 的 方向 并 无 任何 特殊 性 ,显然 对 忆 , 疡 或 对 角 动 量 沿 任 一 方向 
的 分 量 来 讲 , 也 能 得 同样 结论 ; 亦 即 它们 只 能 取 整 数值 . 这 个 结论 粗 看 起 来 似乎 
有 些 不 大 合理 ,特别 是 我 们 把 它 应 用 到 两 个 靠 得 无 限 近 的 方向 上 的 时 候 . 但 在 实 
际 上 我 们 必须 记 住 ,L,L,,L, 算 符 的 唯一 共同 本 征 函 数 只 能 对 应 于 下 列 本 征 值 : 

b=L,=L,=0; 

这 种 情形 下 的 角 动 量 矢量 等 于 零 , 从 而 沿 任 一 方向 的 投影 也 都 等 于 零 . 本 征 值 
,5,,L, 中 只 要 有 一 个 不 等 于 零 ,L.,L,,L 算 符 就 没有 共同 本 征 函 数 . 换 句 话 
说 ,不 存在 这 样 的 态 ,该 态 中 两 个 或 三 个 沿 不 同方 向 的 角 动 量 分 量 算 符 可 以 同时 
具有 (不 全 等 于 零 的 ) 定 值 ,因此 我 们 只 能 谈 到 其 中 的 一 个 分 量 为 整数 . 

一 个 系统 的 各 种 定 态 之 间 的 差别 , 仅 在 于 MM 值 不 同 的 那些 定 态 具有 相同 的 
能 量 值 ;这 是 根据 = 轴 方 向 毫 无 特殊 性 这 样 一 种 一 般 考虑 得 知 的 . 因此 , 角 动 量 
守恒 (并 不 等 于 零 ) 的 系统 , 它 的 那些 能 级 总 是 简 并 的 @. 


四 角 动 量 分 量 的 本 征 值 按 习惯 用 m 来 标志 , 它 和 粒子 的 质量 采用 相同 的 记号 ,然而 在 实际 上 不 会 
导致 混淆. 

图 这 是 $10 中 提 到 过 的 一 个 普遍 定理 的 特殊 情形 ,该 定理 指出 ,如 果 存 在 两 个 或 两 个 以 上 的 守恒 
量 它们 的 算 符 并 不 相互 对 易 , 那 么 能 级 是 简 并 的 . 现在 的 三 个 角 动 量 分 量 就 是 这 样 的 量 - 
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现在 来 求 角 动量 平方 的 本 征 值 . 我 们 只 从 对 易 关 系 (26.8) 式 出 发 ,看 一 看 
怎样 求 出 这 些 本 征 值 . 令 yw 为 某 一 简 并 能 级 中 L? 值 相同 但 M 值 不 同 的 那些 定 
态 波 函 数 @. 

首先 ,由 于 z 轴 的 两 个 方向 在 物理 上 是 等 价 的 ,对 每 个 正 值 M = 1M1, 就 有 
一 个 对 应 的 负 值 W = - 1MI. 令 L( 正 整数 或 零 ) 为 天 给 定 后 1M1 的 最 大 可 能 值 . 
这 一 上 限 的 存在 ,是 由 于 2? - 忆 = 忆 + 忆 代表 正 物理 量 忆 + 的 算 符 , 它 的 本 
征 值 不 可 能 是 负 的 . 

把 E.L, 算 符 作用 在 的 本 征 函数 yw 上 ,应 用 (26. 12) 式 的 对 易 关 系 [L， 
L,] = + 上 , ,可 得 

LL yy= (Mtl)L, yy (27.6) 
由 此 可 见 尼 .yw 函数 相当 于 上 , 值 等 于 M+1 的 本 征 函 数 (除开 一 个 归 一 化 常数 
外 ) ;我 们 可 写作 


Yuri = 常数 x 上 ,yu， lh) 
Vu- = 常数 xL_yy. 
如 果 在 第 一 式 中 令 M =L 上 , 则 必须 有 下 列 恒等式 : 
三 ,办 =0， (27.8) 


因为 根据 定义 W > 的 态 是 不 存在 的 . 把 L_ 算 符 作 用 于 上 式 ,并 利用 (26. 13) 
式 ,可 得 
Li y= (EB -i)y,=0. 
但 由 于 yw 是 忆 和 算 符 的 共同 本 征 函 数 ,我 们 有 
Dry, = by = Dy = 
故 由 前 式 可 得 
L*=L(L+1). (27.9) 
(27.9) 式 确定 了 欲求 的 角 动量 平方 本 征 值 ;L 可 以 取 所 有 的 正 整 数值 ,包括 
零 在 内 . 对 给 定 的 一 个 工 值 而 言 , 角 动量 分 量 L, =M 可 以 采取 以 下 的 各 种 数值 
M=L,L-1,.…,-L, (27.10) 


@ 这 里 已 假定 不 存在 附加 简 并 ,这 种 附加 简 并 会 使 角 动量 平方 值 不 同 的 态 具 有 相同 的 能 量 值 . 这 
样 的 假定 ,对 离散 谱 而 言 是 成 立 的 (库仑 场 中 所 谓 的 偶然 简 并 除外 ; 见 536) ,对 连续 谱 而 言 一 般 并 不 成 
立 .可 是 ,即使 有 这 样 的 附加 简 并 存在 的 时 候 ,我 们 总 可 以 选取 这 样 一 套 本 征 函 数 ,这 套 本 征 函 数 所 描述 
的 各 个 态 中 L? 具有 各 种 定 值 ,从 而 可 以 再 从 中 选 出 一 些 状态 ,它们 具有 相同 的 E 值 和 相同 的 L? 值 . 这 一 
事实 的 可 能 性 ,从 数学 上 来 讲 ,是 由 于 一 组 对 易 算 符 的 矩阵 总 能 同时 对 角 化 . 为 简单 计 ,我 们 下 面 不 考虑 
这 些 附加 简 并 ,因为 根据 上 述 理由 ,所 得 的 结论 实际 上 是 和 有 无 附加 简 并 的 假定 无 关 的 . 
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总 共有 2L+1 个 不 同 的 值 . 因此 , 角 动 量 为 的 能 级 具有 (2L +1) 重 简 并 ;通常 
称 为 角 动 量 方向 上 的 简 并 . 角 动量 上 =0( 当 三 个 分 量 全 都 为 零 时 ) 的 态 并 不 简 
并 ,这 种 态 的 波 函 数 是 球 对 称 的 ,这 是 因为 在 任意 无 限 小 转动 下 ,改变 量 iy 此 时 
为 零 

为 简便 计 , 我 们 按 习惯 常 称 一 个 系统 的 “ 角 动量 "为 ,其 含义 是 指 角 动量 的 
平方 值 等 于 L(L+1) ; 角 动 量 的 = 分 量 通常 就 叫做 * 角 动量 分 量 ". 

对 单 粒 子 角 动 量 而 言 (27.9) 式 可 写成 

已 =L(L+1). (37 

我 们 用 小 写 的 1 代表 单个 粒子 的 角 动量 . 

现在 来 计算 L, 和 已 在 一 个 表象 中 的 矩阵 元 ,这 个 表象 中 的 能 量 以 及 L? 和 
万 都 是 对 角 的 (1926 年 , 玻 恩 , 海 森 伯 , 约 当 ). 首先 ,我 们 注意 到 ,由 于 六 和 算 
符 与 育 算 符 分 别 对 易 ,它们 的 矩阵 对 能 量 而 言 呈 对 角形 式 ,也 就 是 说 ,对 具有 不 
同 能 量 值 (以 及 不 同 角 动 量 值 5) 的 那些 态 而 言 ,这 些 态 之 间 的 跃迁 矩阵 元 全 都 
等 于 零 . 因此 ,我 们 只 需 考虑 同一 简 并 能 级 中 具有 不 同 M 值 的 那些 态 之 间 的 路 
迁 和 矩阵 元 就 可 以 了 . 

由 (27.7) 式 可 知 , 算 符 儿 ,的 矩阵 中 只 有 M - 1 一 W 的 跃迁 和 矩阵 元 才 不 等 于 
零 ,而 在 算 符 L_ 的 矩阵 中 只 有 MM -1 的 跃迁 矩阵 元 不 等 于 零 . 考虑 到 这 一 点 
以 后 ,我 们 在 (26. 13) 式 的 两 边 各 取 对 角 和 矩阵 元 ,可 得 中 

L(L+1) = (MIL, IM-1)(M-1ILIM) +M: -1 
注意 到 算 符 L,,L, 都 是 厄 米 的 ， 
(M-1IL_IM) = (MIL, IM-1)"* 
我 们 可 以 把 前 式 改写 成 下 列 形式 : 
(MIL, IM -1) 1 =L(L+1)-M(M-1)= 
=(L-M+1)(L+M), 
所 以 四 
(MIL,IM-1)=(M-1IL_IM) = 
=V(L+M)(L-M+1). (27.12) 
因而 对 L, 和 心 本 身 来 讲 ,不 等 于 零 的 矩阵 元 为 


人 @@ 为 简便 计 , 我 们 往往 在 矩阵 元 的 记号 中 略 去 一 些 指标 ( 包括 指标 三 在 内 ) ,这 些 所 略 指标 对 该 矩 
阵 而 言 是 对 角 的 . 
加 此 式 中 根 号 前 所 选 的 符号 ,与 角 动 量 本 征 函 数 中 所 选 的 相位 因子 一 致 . 
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(MIL.IM -1) =(M -1IL.IM) = 
-VL 

(MIL,IM-1) = -(M-1IL,IM) = 人 
= -Di VU ML 


L 和 工 , 矩阵 中 的 对 角 元 都 等 于 零 . 由 于 对 角 和 矩阵 元 代表 该 量 在 有 关 态 中 的 
平均 值 ,从 而 在 上 具有 定 值 的 态 中 ,平均 值 L, 和 ZL, 都 等 于 零 . 由 此 可 知 ,如 果 角 
动量 分 量 在 空间 某 一 指定 方向 具有 定 值 , 则 矢量 5 本 身 也 沿 该 方向 . 
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当 氏 和 m 的 数值 事先 给 定 后 ,一 个 粒子 的 波 函 数 并 未 完全 确定 . 这 是 因为 以 
上 两 量 的 算 符 在 球 坐标 表 式 中 只 含 6 和 % 角 , 从 这 一 点 可 以 看 出 它们 的 本 征 函 
数 中 可 含 一 个 依赖 于 7 的 任意 因子 . 我 们 现在 只 考虑 该 波 函 数 中 表征 角 动量 本 
征 函 数 的 那个 角 部 因子 . 把 它 记 作 Y, (9,p) ,具有 下 列 归 一 化 条 件 ， 


JPdo=1， 
其 中 do = sin gdbdy 为 立体 角 元 . 


我 们 以 后 将 看 到 ,在 求解 从 和 i, 算 符 的 共同 本 征 函数 问题 中 ,允许 把 变量 9 
和 9 分 离开 来 ,把 这 个 函数 写成 下 列 形式 ， 
Yh, = 8.(9)0,,(0), (28.1) 
其 中 的 @,(p) 为 算 符 i. 的 本 征 函 数 ,已 由 (27.3) 式 给 出 . 由 于 B, 函数 已 按 
(27.4) 式 的 条 件 归 一 化 ,因而 8, 函 数 的 归 一 化 条 件 应 该 是 


、 ja 1@,, lsin bdg =1. (28.2) 
1 或 m 值 不 同 的 函数 是 自动 正 交 的 : 
人 四 1 人 = (28.3) 
je 


因为 它们 是 对 应 于 不 同 本 征 值 的 角 动量 算 符 的 本 征 函数 . $,(w) 这 组 函数 本 身 
是 相互 正 交 的 [ 见 (27.4) 式 ] ,因为 它们 是 i. 算 符 的 不 同 的 本 征 函数 ,对 应 于 该 
算 符 的 不 同 本 征 值 m. 8,, (9) 这 组 函数 本 身 并 不 是 任何 角 动 量 算 符 的 本 征 函 
数 ;根据 (28.3) 式 ,它们 对 不 同 的 1 而 言 是 相互 正 交 的 ,但 对 不 同 的 m 而 言 并 不 
正 交 . 

计算 所 求 函 数 的 最 直接 方法 是 把 六 算 符 写 为 球 坐标 如 表 式 (26. 16) ,直接 
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求解 它 的 本 征 函 数 .方程 式 ?y = Py 和 
LR =0. 


邓 
0 襄 ( 和 0 3 sinzg ap 
把 (28.1) 形 式 的 少 代 人 上 式 ,可 得 ED 





志明 (sos ) -加 or. +l(1+1)@, =0. (28.4) 


过 趟 方程 在 妹 畜 函数 褒 员 是 多 知 的 1 三 1m|1 为 正 整数 时 ,上 式 具有 满足 
单 值 条 件 和 有 限 条 件 的 解 ,与 上 节 用 矩阵 方法 求 得 的 角 动 量 本 征 值 相 一 致 . 它 所 
对 应 的 解 称 为 连带 勒 让 德 多 项 式 P"( cos 9)( 见 数学 附录 $<). 应 用 归 一 化 条 件 
(28.2) ,得 到 @ 


村 TD m) lp 
O@.,.(0) =( -1)"i CL jr (eos 9). (28.5) 


上 式 中 已 经 假定 了 m0. 当 m 人 
Om =( -1)"0, (28.6) 
换 句 话说 ,(28.5) 式 中 去 掉 ( -1)" 因子 并 把 m 改 成 Iml 后 即 得 m <0 的 @,. 
由 此 可 知 , 角 动 量 本 征 函数 在 数学 上 就 是 用 特殊 方式 归 一 化 以 后 的 球 谐 函 
数 . 为 参考 计 ,我 们 写 出 上 述 定义 下 的 完整 表 式 : 


sy TO TImTDTDw 号 
Ya(gp) =(-1) Ti 屋 CIF TP (cos 0)e"®, (28.7) 
wad tip gn, (28.8) 
47 


显然 ,mm 值 反 号 的 两 个 函数 ,存在 下 列 关系 : 
(1 (28.9) 
当 1=0( 从 而 有 m=0) 时 , 球 谐 函 数 变 成 一 个 常数 . 换 句 话说 , 角 动 量 等 于 
零 的 粒子 态 波 函 数 只 依赖 于 r, 亦 即 具 有 球 对 称 性 ,这 和 $ 27 中 的 一 般 论述 是 一 
致 的 . 
当 m 值 给 定 以 后 ,1 可 从 1m| 开 始 依次 地 等 于 的 各 个 递增 本 征 值 . 根据 本 
征 函 数 的 一 般 零 点 原理 ( $ 21) ,我 们 可 以 导出 这 样 的 结论 ,B,, 函数 对 1- Iml 个 
不 同 的 9 角 而 言 可 以 等 于 零 ; 换 句 话说 , 它 以 球面 上 的 !- Iml1 条 “ 纬 线 " 为 节 线 . 





特别 是 


加 归 一 化 条 件 当然 不 能 确定 相位 因子 的 选择 方式 .我们 在 本 书 中 采用 (28.5) 式 的 定义 ,从 普遍 的 
角 动 量 相 加 理论 看 来 最 为 自然 . 它 和 一 般 采 用 的 定义 相差 一 个 站 因子 .上述 选 法 的 优点 ,参考 $60, § 106 
和 $ 107 中 的 附注 即 能 明白 . 
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如 果 整 个 角 部 函数 中 的 e* “因子 用 实 因子 cosmg 或 sinmg 来 代替 了 , 它 还 具有 
Im1 条 "经线 " 节 线 ; 从 而 节 线 总 数 等 于 /. 

最 后 ,我 们 来 看 一 下 怎样 用 矩阵 方法 算出 @u 函 数 . 它 和 8 23 中 计算 振子 波 
函数 时 所 采用 的 做 法 类 似 . 从 (27.8) 式 i,Y, =0 出 发 ,应 用 (26. 15) 式 的 i, 算 
符 , 并 把 它 作 用 在 下 列 函 数 上 : 





可 得 @v 的 方程 式 


d@, 
a -icotg. @, =0， 


因而 9, = 常数 x sin' 6. 应 用 归 一 化 条 件 求 出 此 常数 后 ,得 


Gy dy [in'e. (28.10) 


其 次 ,应 用 (27.12) 式 ,我 们 有 
Ym = ) Y= VOU-m) (+m+I)Y,. 


重复 应 用 此 式 , 得 
人 一 了 、 
从 全 En re Yu 


采用 (26.15) 式 的 i_ 算 符 , 易 于 把 上 式 右边 计算 出 来 ,我 们 有 
d 











i_ [0)e™] =e Vesin "0 ose Gfsin"l). 
重复 应 用 此 式 ,得 
区 
(1_)"ewBv -esi "0 Te yr (sin'00). 


应 用 上 式 以 及 (28. 10) 式 的 @,, 最 后 可 得 


nt rT Cm 1 de 
Oto CD) YY 2 (Lm) 12 op Coodl dy 


(28.11) 





此 式 和 (28.5) 式 相同 . 

$29 矢量 的 矩阵 元 
我 们 再 来 考虑 一 个 多 粒子 封闭 系统 @; 设 /为 标志 该 系统 的 任 一 标量 物理 
@@ ”这 种 函数 所 对 应 的 态 中 没有 确定 的 上 值 , 但 可 以 具有 概率 相等 的 +m 值 


回 本 节 所 有 的 结论 ,对 有 心力 场 中 的 一 个 粒子 也 是 成 立 的 (一 般 来 讲 ,对 总 角 动 量 守 便 的 系统 也 是 
成 立 的 ). 
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量 , 对 应 于 这 个 量 的 算 符 为 F 任 一 标量 对 该 系统 的 坐标 系 旋转 而 言 是 不 变 的 . 因 


此 标量 算 符 /经 过 旋转 变换 后 保持 不 变 , 即 六 与 旋转 算 符 相对 易 . 我 们 知道 ,除开 
一 个 常 因子 外 ,无 限 小 旋转 算 符 等 于 角 动 量 算 符 , 故 有 


1f,L1 =0 (29.1) 


根据 和 角 动 量 算 符 的 可 对 易 性 可 知 ,在 L* 和 大 为 对 角 的 表象 中 ,/ 矩阵 对 
下 标 LM 而 言 也 是 对 角 的. 再 则 ,M 仅 决 定 于 系统 和 坐标 轴 的 相对 取向 ,一 个 标 
量 的 值 是 和 这 个 取向 无 关 的 ,因此 我 们 可 以 说 ,和 矩阵 元 (n'LMIfinLM) 是 和 必 值 
无 关 的 in 暂时 代表 除 二 和 W 外 确定 系统 状态 的 所 有 量子 数 . 上 述 论断 可 以 根据 


算 符 / 和 ,的 可 对 易 性 形式 地 得 到 证 明 : 
fi,-L,f=0. (29.2) 


把 上 式 的 n,L,Mn',L,M+1 的 跃迁 矩阵 元 写 出 来 . 考虑 到 L, 算 符 只 有 一 个 n， 
L,Mn,L,M +1 矩阵 元 不 等 于 零 , 可 得 
Cn',LM+llflin,L,M+1)(n,LM+1IL, lIn,L,M) = 
=(n',L,M+llL, ln’,L,M) Cn',L, MIfin,L,M) 
由 于 了 上, 的 矩阵 元 与 指标 ”无 关 , 我 们 有 
《mWMH+1ilnL,MH+1) =(n',L, MIfin,L,M) (29.3) 
可 见 MM 值 不 同 (其 它 指标 相同 ) 的 所 有 《n',L,MIfin,L,M) 是 相等 的 
如 果 把 上 述 结论 应 用 到 哈密 顿 量 本 身上 来 ,就 可 得 出 早先 的 结论 , 即 定 态 的 
能 量 和 M 无 关 ,也 就 是 说 ,能 级 具有 (2L+1) 重 简 并 . 
其 次 , 设 4 为 标志 封闭 系统 的 某 一 矢量 物理 量 . 当 该 系统 的 坐标 系 转动 后 
(如 为 无 限 小 旋转 , 即 用 角 动 量 算 符 作 用 后 ) ,一 个 矢量 的 三 个 分 量 就 变换 成 为 
它们 之 间 的 线性 组 合 . 因此 ,, 算 符 和 4 算 符 的 对 易 结果 ,必然 仍 得 到 该 矢量 的 
一 些 , 分 量 . 确切 的 形式 可 以 这 样 求 出 ,只 要 注意 到 ,在 4 为 粒子 径 矢 的 特殊 情 
形 下 ,应 该 得 到 (26.4) 式 . 因此 得 出 下 列 对 易 关系 : 
[L.,A,] =iewh,. (29.4) 
这 些 对 易 式 使 我 们 有 可 能 对 4.,4,,4. 诸 分 量 的 矩阵 形式 作出 一 系列 的 结 
论 ( 玻 恩 , 海 森 伯 和 约 当 ,1926). 首先 ,我 们 可 以 求 出 对 哪些 牙 迁 矩阵 元 才 可 能 
不 为 零 , 也 就 是 求 出 它们 的 选择 定 则 . 但 是 ,我 们 不 准备 在 这 里 进行 这 种 元 长 的 
计算 ,以 后 将 会 讲 明 ($107) ,这 些 选择 定 则 ,实际 上 是 一 个 矢量 的 一 般 变换 人 性 
质 的 直接 结果 ,根据 变换 性 质 ,几乎 无 需 计算 ,就 可 以 把 它 求 出 来 . 在 这 里 我 们 先 
不 加 证 明 ,只 给 出 这 些 选择 定 则 . 
所 有 矢量 分 量 的 牙 迁 矩阵 元 ,只 有 当 角 动量 工 的 改变 值 不 超过 1 的 时 候 才 
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不 等 于 零 ; 即 

LoL 或 Lt1. (29.5) 
此 外 还 有 一 个 附加 的 选择 定 则 , 它 禁 止 两 个 上 =0 的 态 之 间 的 跃迁 ;这 个 附加 定 
则 , 乃 是 角 动 量 上 =0 的 态 具 有 完全 的 球 对 称 性 的 直接 结果 . 

对 角 动 量 投影 值 M 而 言 , 它 的 选择 定 则 对 矢量 的 不 同 分 量具 有 不 同 的 结果 . 

这 就 是 说 ,改变 村 值 的 各 种 跃迁 矩阵 元 中 ,只 有 下 列 跃迁 矩阵 元 有 可 能 不 等 于 零 : 
对 A, =4.+ 这 ，M 一 M+1， 
对 4_ =4. -这 ， a 
对 4. M—M. 

此 外 ,还 有 可 能 求 出 矢量 矩阵 元 依赖 于 量子 数 M 的 一 般 公式 . 这 是 一 些 经 
常用 到 的 重要 公式 ,我 们 不 加 证 明 地 把 它 写 出 来 ,它们 实际 上 是 $ 107 中 求 得 的 
(关于 任意 张 量 的 ) 某 些 更 普遍 公式 的 特殊 情形 . 

不 等 于 零 的 4, 矩阵 元 由 下 列 公 式 给 出 : 

M 


(29.6) 


(nLMIA NnLM) = 一 oo nL 4 1 nz》， 
VECZ+IJ CL+I) 
了 B= kh 
CuIMIA nL -1M) = Tr rr "tNAN nL (29.7) 


了 -M 
L(2L -1)(2L+1) 


记号 (n'L' 上 4 nL) 称 为 约 化 矩阵 元 ,不 依赖 于 量子 数 MO. 这 些 矩 阵 元 有 下 列 
关系 : 


n',L-1,MIA,InLM) = (n',L-11|AlnL). 


nL' ANnL) =(nL ANnL)", (29.8) 


这 可 直接 根据 算 符 人 . 的 厄 米 性 得 出 . 
4_ 和 4 ,的 矩阵 元 也 可 由 约 化 矩阵 元 确定 .4 - 的 非 零 矩阵 元 为 


_ [CME 
Cn',LM-11A. InLM) = nT (mL ANnL), 
/CAH+DCMNJT  ， 
Cn' ,LM-11A. ln,L-1,M) = Pn nL ANnL-1), 
Pa (L+M-1)(L+M), ,_ 
Cn',L -1,M-1IA_ InLM) = a Cn' ,L114AlnL). 


(29.9) 


回 (29.7) 和 (29.9) 中 出 现 的 依 闲 于 上 的 分 母 是 和 107 中 采用 的 一 般 记号 一 致 的 . 写 出 这 些 分 母 
的 方便 之 处 ,可 从 (29. 12) 式 (两 个 矢量 的 标 积 矩阵 元 ) 采 取 简 单 的 形式 看 出 来 - 
约 化 矩阵 元 的 符号 具有 整体 性 ,不 像 矩 阵 元 符号 那样 可 以 分 开 理解 [ 见 (11. 17) 式 后 的 说 明 ]. 
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4 ,的 矩阵 元 无 需 再 写 : 由 于 4 和 4, 是 实 量 ,我 们 有 
(nL'M' InEMN) = (nLMIA In'L'M')*. (29.10) 
还 有 一 个 公式 ,用 约 化 矩阵 元 表 出 两 个 矢量 4 和 B 的 标 积 A4， B 的 矩阵 

元 . 如 把 算 符 和 4. B 写成 下 列 形式 ,可 以 简捷 地 导出 
A .B= 了 (4B +AB,) +A.B. (29.11) 


矩阵 4， B( 和 任 一 个 标量 一 样 ) 对 工 和 M 是 对 角 的 . 应 用 公式 (29.7) 一 
(29.9) ,可 算出 下 列 结 果 : 


(nLMIA « BInLM) =3771 马 (nL AN nT) (nL | BlnL), 


(29.12) 
式 中 性 取 值 L,L+1. 
为 参考 计 ,我 们 给 出 矢量 工 的 约 化 矩阵 元 本 身 ,比较 (29.9) 和 (27.12) 式 ， 
得 
(LLNL) = VET GL+IY, } ois 
L-11L1L)= (LLIL-1) =0. 
应 用 中 经 常 碰 到 的 一 个 量 是 粒子 径 矢 的 单位 矢量 n. 它 的 约 化 矩阵 元 可 以 
通过 例如 n, = cos 9 对 m=0 的 角 动 量 分 量 的 矩阵 元 求 出 来 ; 
{1-1,01n,110) = 人 Bueosg .Busin 0d0 
Ow 已 由 (28.11) 式 给 出 .上 式 积分 后 ,得 0 
1 
VI I) 
ll 的 跃迁 矩阵 元 均 为 零 [ 和 单 粒 子 的 任 一 极 矢量 一 样 , 见 后 面 (30.8) 式 ]. 和 
(29.7) 式 比较 后 ,得 到 
C1-11alD= -td 


29.14 
(Tal DD =0. ‘ . 


习 题 


把 张 量 min - 了 Bu( 刀 是 活 粒 子 征 拓 方向 的 单位 秋 量 ) 对 角 动量 绝对 值 给 定 


为 区 但 其 方向 即 1 不 确定 ) 的 态 平均 化 , 求 其 结果 . 
解 :所 求 的 张 量 平均 值 仍 为 算 符 ,这 种 算 符 可 以 只 通过 1 算 符 来 表述 .其 形 


@@ 对 deos 9 进行 1-1 次 分 部 积分 ;此 类 积分 的 一 般 公式 为 (107.14) 式 
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式 为 
po =al[ii+tii 2 11+) ]; 
m -36=a [i +i i 36 ; 
这 是 由 1 的 分 量 所 能 组 成 的 其 迹 为 零 的 二 秩 对 称 张 量 的 最 一 般 形 式 .为 了 求 出 党 
数 @, 上 式 可 左 乘 1 并 右 来 h.( 并 对 i 和 卡 求 和 ). 由 于 n 和 所 ij =F x 相生 直 , 故 
mh =0(i 为 恒 标 ). 笠 各 j,i b=( 记 )* 可 用 本 征 值 P(1+1)? 代替 ,来 各 人 人 
可 用 (26.7) 式 变换 成 下 列 形式 : 

Di bid -ie hi =(P)? -Zend i, ih) = 

= )? + 村 cue 人 i = ( 训 ) PF+1) -ll+1) 


(其 中 我 们 应 用 了 ewenul =25,。). 经 过 简单 整理 后 ,得 下 列 结果 ; 
2 
SD 
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除了 坐标 系 的 平移 和 旋转 不 变性 分 别 代表 空间 的 均匀 性 和 各 向 同性 以 外 ， 
还 有 一 种 变换 可 使 一 个 封闭 系统 的 哈密 顿 量 保持 不 变 . 这 种 变换 称 为 反 演变 换 ， 
它 由 所 有 坐标 的 同时 变 号 所 组 成 , 亦 即 把 每 个 坐标 轴 反 向 ;右手 坐标 系 变 成 左手 
坐标 系 ,或 者 反之 . 哈密 顿 量 在 这 种 变换 下 的 不 变性 代表 空间 的 镜 向 反射 对 称 
性 0. 经 典 力学 中 ,哈密 顿 函数 对 空间 反 演 的 不 变性 并 不 导致 守恒 律 ,量子 力学 
中 情况 则 有 所 不 同 . 

我 们 用 符号 P( 因 *“ 字 称 "的 英文 是 “Parity”) 代 表 一 个 反 演 算 符 , 它 作用 在 波 
函数 y(r) 上 的 效果 是 使 坐标 变 号 : 


Py(r) =y( -7). (30.1) 
容易 求 出 这 个 算 符 的 本 征 值 P, 它 由 下 式 确定 : 
Py(r) =Py(r). (30.2) 


我 们 注意 到 ,把 反 演 算 符 连 用 两 次 ,等 于 一 个 恒 等 变 换 :函数 的 宗 量 没有 变化 . 换 


句 话说 ,我 们 有 启 % =Pry =y, 即 P=1, 故 
尸 = 土 1. (30.3) 


因此 , 反 演算 符 的 本 征 函 数 用 户 作用 后 ,或 者 根本 不 变 , 或 者 变 一 符号 . 第 一 种 情 
况 下 , 波 函 数 (及 其 相应 的 态 ) 称 为 偶 的 ,第 二 种 情况 下 则 称 为 奇 的 . 


四 处 于 有 心力 场 中 的 一 个 多 粒子 系统 , 它 的 哈密 顿 量 对 力 心 也 有 反 演 不 变性 . 
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哈密 顿 量 反 演 变换 下 的 不 变性 ( 亦 即 算 符 订 和 对 易 ) 代表 了 宇 称 守恒 定律 ; 
如 果 一 个 封闭 系统 的 态 具 有 确定 的 宇 称 ( 它 是 偶 的 或 奇 的 ) ,这 个 宇 称 在 随后 的 
时 刻 中 保持 不 变 @. 

角 动 量 算 符 在 反 演变 换 下 也 是 不 变 的 ,坐标 以 及 对 坐标 微 商 的 算 符 都 变 号 ， 
结果 使 算 符 (26.2) 保持 不 变 . 换 句 话说 , 反 演算 符 和 角 动 量 算 符 对 易 , 这 意味 
着 ,一 个 系统 可 以 在 具有 确定 的 宇 称 的 同时 ,具有 确定 的 角 动 量 L 和 确定 的 角 动 
量 分 量 M. 所 有 那些 只 有 M 值 不 同 的 态 都 有 相同 的 宇 称 ; 因 为 一 个 封闭 系统 的 
性 质 和 它 的 空间 取向 无 关 , 这 可 从 对 易 式 ,PP- 处. =0 出 发 加 以 证 明 ,其 方法 
和 (29.2) 到 (29.3) 的 推导 方法 相同 . 

各 种 物理 量 的 矩阵 元 具有 一 定 的 宇 称 选择 定 则 . 我 们 先 来 考虑 标量 . 首先 必 
须 区 分 反 演 后 保持 不 变 的 真 标量 和 反 演 后 变 号 的 寿 标 量 ,后 者 例如 一 个 轴 矢 量 


和 一 个 极 矢量 的 标 积 . 一 个 真 标量 的 算 符 f 与 P 对 易 ; 由 于 这 一 点 ,如 果 P 的 矩阵 
是 对 角 的 , 则 矩阵 /对 宇 称 指标 也 是 对 角 的 , 亦 即 除了 gg 和 uwu 的 跃迁 外 算 
阵 元 均 为 零 (g 和 分 别 代表 偶 态 和 奇 态 ) .对 于 恬 标 量 算 符 ,我 人 有 Pf = -jp; 
算 符 P 和 f 反 对 易 .对 gg 路 迁 而 言 ,此 式 的 矩阵 元 为 Pf = -fsPi, 由 于 
Pi =1, 故 /we =0. 同 理 可 得 人 =0. 因 此 ,夺标 量 矩 阵 中 ,只 有 改变 宇 称 的 那些 脆 
迁 矩 阵 元 才 不 等 于 零 . 由 此 可 知 ,标量 矩阵 元 的 选择 定 则 为 
真 标量 
恬 标 量 & 一 wu 一 5. 
这 些 定 则 也 可 从 矩阵 元 定义 出 发 直接 导出 . 例如 ,我 们 来 考虑 积分 


f= Wi yodq, 其 中 凡是 偶 函 数 ,y。 是 奇 函数 . 如 果 / 是 真 标量 , 当 所 有 坐标 


变 号 时 被 积 函数 也 随 之 变 号 ; 另 一 方面 ,积分 是 遍及 整个 空间 的 ,不 会 因 积分 变 
量 的 更 名 而 变化 . 因此 ,有 人。 = -fs, 即 f,, =0. 
我 们 可 以 类 似 地 导出 矢量 的 选择 定 则 ,此 时 必须 记得 ,普通 矢量 ( 极 矢量 ) 
反 演 时 变 号 ,而 轴 矢量 (例如 角 动 量 矢量 , 它 是 和 两 个 极 矢量 的 矢 积 ) 反 演 时 
不 变 号 . 求 出 的 选择 定 则 如 下 : 
极 矢量 & 一 zu 一 &， 
轴 矢 量 | 
我 们 来 确定 角 动 量 为 ! 的 单 粒 子 态 的 宇 称 . 反 演变 换 (x 一 -x,y 一 yz 一 
-z) 在 球 坐标 中 相当 于 下 列 变换 : 


(30.4) 


(30.5) 


四 为 避免 误解 ,必须 申明 这 是 针对 非 相对 论 理论 的 . 在 相对 论 理论 范围 内 ,存在 着 破坏 宇 称 守恒 的 
相互 作用 . 
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mar, 027-0, pn+g. (30.6) 
粒子 波 函 数 和 角度 的 关系 ,是 由 角 动 量 本 征 函数 区, 给 出 的 ,其 中 ,除开 一 个 这 里 
并 不 重要 的 常数 外 ,具有 Pr (cos 9)e” 的 形式 . 当 gp 被 n+q 代替 后 ,e"* 因 子 乘 
上 了 一 个 ( - 1) ”", 而 当 9 被 r -6 代替 后 ,PT (ecos 9) 变 成 P"( -cos 0)= 
(-1) "PT(eos 9). 因 此 整个 函数 等 于 原 函数 乘 以 ( -1)'( 和 m 无 关 , 与 以 前 所 
讲 的 一 致 ) ,这 就 是 说 ,! 值 为 给 定 的 态 中 ,其 宇 称 为 
P=(-1). (30.7) 
我 们 看 到 ,凡是 1 为 偶数 的 态 都 是 偶 态 ,1 为 奇数 的 态 都 是 奇 态 
一 个 单 粒子 的 矢量 物理 量 只 有 1 一 1 或 1+1 的 跃迁 矩阵 元 才 不 等 于 零 
(29). 记 住 这 一 点 ,再 和 矢量 矩阵 元 的 字 称 改变 问题 联系 起 来 ,参照 (30. 7) 
式 , 可 得 如 下 的 结论 :一 个 单 粒子 的 矢量 矩阵 元 只 有 对 下 列 跃迁 才 不 等 于 零 : 
极 矢量 | 


轴 矢 量 1 人 
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我 们 来 考虑 一 个 系统 , 它 由 相互 作用 很 弱 的 两 个 部 分 组 成 . 当 把 相互 作用 全 
部 略 去 后 ,每 一 部 分 都 能 满足 角 动量 守恒 定律 . 整个 系统 的 总 角 动 量 工 可 以 看 
作 是 这 两 个 部 分 的 角 动 量 工 , 和 工 , 之 和 . 在 下 一 步 近似 中 ,考虑 了 弱 的 相互 作用 
后 ,L, 和 工 , 不 再 严格 守恒 ,但 是 模 量 平方 值 的 量子 数 L， 和 L, 仍 是 “好 的 "量子 
数 ,适合 于 对 该 系统 的 态 进行 近似 描述 . 把 角 动 量 看 作 经 典 量 , 我 们 可 以 这 样 说 ， 
在 这 种 近似 中 ,L, 和 工 ; 只 绕 工 方 向 旋转 ,它们 的 长 度 保持 不 变 . 

对 这 样 的 系统 ,产生 了 角 动 量 的 “ 相 加 法 则 "问题 :5 和 三 给 定 后 的 可 能 
值 是 什么 ? 角 动 量 分 量 的 相 加 法 则 是 很 明显 的 :由 于 忆 = 已. +, 可 得 

M=M, +M,. (31.1) 

但 对 角 动 量 平方 算 符 ,没有 这 样 简单 的 关系 ,为 了 导出 它们 的 “ 相 加 法 则 ” ,我们 
作 如 下 的 考虑 . 

如 果 把 7 ,三 ,L,,L, 取 作物 理 量 的 一 个 完全 集合 ?, 任 一 态 可 以 由 5,/， 
MM, ,AM 四 个 值 确定 . 当 L, 和 L, 给 定 以 后 ,MM, 和 M, 可 以 分 别 取 (2L, +1) 个 及 
(2L, +1) 个 不 同 的 数值 ,因此 共有 (2L, +1) (2L, +1) 个 不 同 的 态 具 有 相同 的 
和 已 值 .我 们 令 p,mw, 为 这 种 表象 中 的 状态 波 函 数 . 

如 果 不 用 以 上 四 个 量 ,我 们 也 可 以 拿 局 , 世 ,L?,L, 作为 一 个 完全 集 . 那么， 


人 @@ 以 上 四 个 量 与 其 它 量 放 在 一 起 才能 组 成 一 个 完全 集 . 但 是 其 它 物理 量 在 以 下 的 讨论 中 不 起 作 
用 ,为 表述 简单 计 ,我 们 可 以 把 它们 完全 略 去 ,而 把 以 上 四 个 量 暂 称 为 一 个 完全 集 - 
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每 个 态 可 以 用 六 ,L,,L,M 四 个 值 来 标志 (其 相应 的 波 函 数 我 们 记 作 yw). 当 
六 和 记 给 定 以 后 ,必须 和 以 前 一 样 具有 (2L, +1) (2L, +1) 个 不 同 的 态 ,也 就 是 
说 ,对 给 定 的 L 和 疡 而 言 才 和 必须 取 (2L +1)(2L, +1) 对 不 同 的 数值 . 这 
些 数值 可 以 用 下 法 确定 . 

把 各 种 可 能 的 M, 和 M, 值 相 加 起 来 ,得 到 相应 的 各 个 M 值 ,如 下 表 所 示 : 





M, M, M 
路 元 到 
牙 Ea 

| 
| 志 
如 i 
| | 加 
ee 认 


我 们 看 到 ,对 应 于 一 个 态 ( 这 时 有 一 对 M, 和 MM, 值 ). M 的 最 大 可 能 值 为 
M=L, +L ,业态 中 必 的 最 大 可 能 值 ,也 就 是 工 的 最 大 可 能 值 ,因而 为 L, +L,. 其 
次 ,M=L, +L, -1 的 g 态 有 两 个 .因此 ,具有 这 种 M 值 的 态 也 一 定 有 两 个 ;其 
中 一 态 的 L=L,+L( 以 及 用 =L-1), 另 一 个 态 的 L=L +L, -1( 以 及 M=L). 
叶 =L, +L, -2 的 9 态 有 三 个 .这 意味 着 ,除了 L=L +L,,L=L,+L, -1 这 两 个 
值 外 ,还 会 有 L=L, +L, -2 这 个 值 . 

继续 分 析 下 去 ,MM 值 每 减少 1, 具 有 给 定 M 值 的 态 数 就 增加 1. 很 易 看 出 ,上 
述 情况 会 继续 下 去 . 直到 MM 值 等 于 1L, - 疡 | 为 止 . 当 MM 值 进一步 减 小 时 , 态 数 就 
不 再 增加 , 仍 等 于 2L, + 1( 如 果 L,<L). 这 就 表明 ,1L, -L1 是 上 的 最 小 可 能 
值 . 因此 ,我 们 可 以 得 出 结论 ,L, 和 万 值 给 定 后 ,量子 数 工 可 以 采取 下 列 各 种 数 
值 : 

五 = 五 4h +b = -bl (31.2) 
这 里 一 起 有 2L, + 1 个 不 同 的 数值 (假定 L, <L, ). 容易 验证 此 时 工 ,M 这 一 对 量 
子 数 的 确 可 取 (2L, +1) (2L, +1) 种 不 同 的 数值 . 要 注意 的 是 ,如 果 我 们 不 管 
2L + 1 个 不 同 的 W 值 (对 一 个 给 定 的 工 ) ,那么 ,(31.2) 中 每 一 个 可 能 的 工 值 只 对 
应 于 一 个 态 . 

上 述 结果 可 以 用 “矢量 模型 "直观 地 描述 . 如 果 令 矢量 工 , 和 工 , 的 长 度 为 万 
和 已, 则 蕊 的 可 能 值 可 以 用 亏 和 工 , 矢量 相 加 后 所 得 的 工 矢量 的 整数 长 度 表示 
之 ; 当 石 和 工 , 平行 时 ,可 得 工 的 最 大 值 L, + 疡 , 当 碾 和 工 , 反 平 行 时 ,得 最 小 值 
十 :一 看 
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在 角 动 量 L,,L; 及 总 角 动 量 工 都 具有 定 值 的 态 中 ,LL,,L* 工 ,,L* 工 ,等 
标 积 也 都 具有 定 值 . 这 些 定 值 很 容易 算出 来 . 计算 L，* L, 时 ,我 们 令 = + 
工 , ,把 它 平 方 再 移 项 后 ,得 
2 

式 右 的 算 符 用 他 们 的 本 征 值 来 代替 ,我 们 得 到 式 左 算 符 的 本 征 值 : 

LL) -bb +1) -bh +1). (31.3) 
同 理 可 得 

Lt) th +) -hl + (31.4) 


现在 来 求 “ 宇 称 的 相 加 法 则 ”. 我 们 知道 ,由 两 个 独立 部 分 所 组 成 的 一 个 系 
统 , 它 的 波 函 数 严 等 于 这 两 个 部 分 的 波 函 数 加 和 网 的 乘积 . 如 果 后 两 个 波 函 
数 具 有 相同 的 宇 称 ( 即 当 所 有 坐标 变 号 时 它们 同时 变 号 ,或 同时 不 变 号 ) , 则 整 
个 系统 的 波 函 数 显然 是 偶 的 . 反之 ,如 果 天 和 灯 的 宇 称 相反 , 则 于 函数 是 奇 
的 . 这 个 说 法 可 写成 

P=P,P,, (31.5) 
P 是 整个 系统 的 宇 称 ,P, 和 P, 分 别 是 子 系统 的 宇 称 . 这 个 法 则 当然 可 以 立刻 推 
广 到 由 无 相互 作用 的 任意 多 个 部 分 所 组 成 的 系统 中 去 . 

特别 是 ,如 果 我 们 考虑 的 是 处 于 有 心力 场 中 的 一 个 多 粒子 系统 (粒子 间 的 

相互 作用 假定 很 弱 ) , 则 整个 系统 的 态 的 宇 称 [ 见 (30.7) ] 为 

P=( -1)"e "hh. (31.6) 
我 们 强调 指出 ,上 式 寡 数 中 只 包含 角 动 量 上 的 代数 和 ,一 般 来 讲 , 它 和 角 动 量 的 
“矢量 和 ”, 即 该 系统 的 总 角 动量 工 ,是 很 不 一 样 的 . 

如 果 一 个 封闭 系统 (在 内 力作 用 下 ) 发 生 分 裂 , 它 的 总 角 动 量 和 字 称 都 必须 
守恒 .这些 条 件 有 可 能 使 得 一 个 系统 的 分 裂 因 此 成 为 不 可 能 ,尽管 从 能 量 角度 看 
来 这 种 分 裂 似 乎 是 可 能 的 . 

例如 ,我 们 来 考虑 一 个 原子 ,处 于 角 动 量 为 工 = 0 的 偶 态 ,并 从 能 量 角度 看 
来 , 它 有 可 能 分 裂 成 为 一 个 自由 电子 和 一 个 角 动 量 为 =0 并 处 于 奇 态 的 一 个 离 
子 .但 是 很 容易 证 明 这 样 的 分 裂 实 际 上 是 不 可 能 的 (或 者 说 是 禁 戒 的 ). 这 是 因 
为 ,由 于 角 动量 守恒 定律 ,这 个 自由 电子 的 角 动 量 也 必须 等 于 零 ,从 而 处 于 偶 态 
[P=(-1)"= +1]; 而 离子 + 自由 电子 系统 的 态 将 为 奇 态 ,可 是 该 原子 的 初 态 
却 是 偶 态 . 
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量子 力学 中 两 个 相互 作用 粒子 的 运动 问题 ,可 以 照 经 典 力学 中 所 做 的 那样 ， 
把 它 简化 成 为 一 个 单 粒子 问题 . 按 U(r) 规律 (> 为 这 两 个 粒子 间 的 距离 ) 相互 作 
用 着 的 两 个 粒子 (质量 分 别 为 mi ,ms ) ,其 哈密 顿 量 曙 以 下 形式 ; 
有- - 击 4 - 直 A+0tn)， (32.1) 
式 中 A, 和 A, 分 别 是 这 两 个 粒子 坐标 的 拉 普 拉 斯 算 符 .我 们 引进 新 变量 RR 和 7， 
代替 粒子 的 径 矢 m 和 7,: 


mn + mr 


站 (32.2) 
7 为 两 粒子 距离 矢量 ,而 R 为 质心 的 径 矢 . 经 过 简单 计算 后 ,可 得 

SS 

Bs -tm rm) -2m + U(r) (32.3) 


式 中 As 和 A 分 别 是 对 R 和 坐标 的 拉 普 拉 斯 算 符 ,m, + ms 是 该 系统 的 总 质 
量 , 而 m=mm/(m, +m,) 是 约 化 质量 . 由 此 可 见 哈 密 顿 量变 成 了 两 个 独立 部 
分 之 和 . 与 此 相应 ,我 们 可 以 把 少 (mm) 写成 p(R)w(r) 的 乘积 形式 ,其 中 的 
?9(R) 函数 描述 质心 的 运动 (如 同 质量 为 m, + ms 的 一 个 自由 粒子 ) ,而 消 (r) 函 
数 描述 这 两 个 粒子 的 相对 运动 [如 同 质量 为 m 的 一 个 粒子 在 有 心力 场 U(r) 中 
运动 ]. 
一 个 粒子 在 有 心力 场 中 运动 时 薛 定 雇 方 程 具有 下 列 形 式 : 
Ay + FLE -U(r) Jy =0. (32.4) 


采用 拉 普 拉 斯 算 符 在 球 坐标 中 的 熟知 表 式 ,我 们 可 以 把 上 式 写 成 
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二 | 9 
fr 


CA oy 
rearl ar sin 0 30 


(sn 0 30 | + 50 ap: 
+29[E -U(r) y=0. (32.5) 


A 16) 式 的 角 动 量 平方 算 符 站 ,可 得 0 
人 
二 [ -到 过 (2 产 员 + 5] + UY =Ey. (32.6) 
和 都 
有 定 值 的 那些 定 态 . 这 两 个 值 确定 了 波 函 数 的 角 部 . 因此 我 们 要 找 的 (32.6) 式 
之 解 具有 下 列 形式 : 
y=R(r)Y,,(0,9), (32.7) 
式 中 的 mo(e,p) 是 球 谐 函数 . 
由 于 中 X。 = 1L+1) Yo, 我 们 得 到 径 向 函数 R(r) 的 方程 式 : 


工业 fm，_KL+IDR ;2n[E- 
3 下 位 | ER+ LE -U(r)]R=0. (32.8) 


上 式 根本 不 包含 数值 2 =m, 这 与 能 级 对 角 动 量 方向 的 简 并 度 为 (21+1) 是 一 至 
的 ,这 一 点 我 们 已 经 熟悉 . 
我 们 来 研究 波 函数 的 径 部 . 作 下 列 变换 


R(r) = 人 ， (32.9) 
(32.8) 式 变 成 下 列 形式 : 
dx 2 pv) -人 +1)1v= 
ED ]x=o (32.10) 


如 果 势 场 U(r) 处 处 有 限 , 波 函数 少 在 整个 空间 也 必须 处 处 有 限 ,包括 原点 在 内 ， 
从 而 其 径 部 R(r) 也 必 处 处 有 限 . 根据 这 一 点 X(r) 在 "=0 处 必须 等 于 零 : 
X(0) =0. (32.11) 
如 果 一 "0 时 势 场 趋向 无 穷 大 ,上 述 条 件 实际 上 还 是 成 立 的 ( 见 $35). 
(32.10) 式 在 形式 上 等 同 于 具有 下 列 势 场 的 一 维 运动 薛 定 齐 方程 : 


个 如 果 引 入 动量 的 径 向 分 量 算 符 记 , 它 的 形状 为 
人 = -让 二 之 (wy) = -ia( 训 * 二 
则 哈密 顿 量 就 可 以 写成 下 列 形 式 : 
让 = 去 ( 俯 + /PF) +U(r), 


这 和 经 典 哈密 顿 函数 的 球 坐 标 形式 完全 相同 - 
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(1+1) 


U(r) =U(r) + 和 (32.12) 
2m Tr 
它 是 势能 U(r) 与 下 式 之 和 : 
lL+1) _ Fr 
2mr mr 





这 个 表 式 可 以 称 为 离心 能 . 由 此 可 见 , 有 心力 场 中 的 运动 问题 ,可 以 归结 为 运动 
区 域 在 一 端 受 限制 的 (r=0 处 的 边界 条 件 ) 一 个 一 维 运动 问题 .x 函数 的 归 一 化 
条 件 也 是 “一 维 " 的 ,由 下 列 积分 确定 : 
三 1RI2radr= 上 Iladr. 
一 端 受 限 的 一 维 运动 ,其 能 级 是 非 简 并 的 ( $ 21). 因此 我 们 可 以 这 样 说 ,如 
果 能 量 已 经 给 定 , 则 (32. 10) 式 之 解 , 亦 即 波 函 数 的 径 部 ,就 被 完全 确定 . 如 果 还 
记得 这 个 波 函 数 的 角 部 已 由 ! 和 m 值 完 全 确定 ,我 们 就 得 到 这 样 的 结论 ,对 有 心 
力 场 中 的 运动 讲 来 , 它 的 波 函 数 可 以 由 上 ,1 和 m 三 个 数值 完全 确定 . 换 句 话说 ， 
对 这 样 的 运动 讲 来 ,能 量 , 角 动量 的 平方 以 及 角 动 量 的 :分量 这 三 个 量 组 成 物理 
量 的 一 个 完全 集 . 
有 心力 场 中 的 运动 问题 归结 为 一 维 问题 后 ,使 我 们 有 可 能 应 用 振荡 定理 
( 见 $21). 我 们 把 具有 给 定 1! 值 的 各 个 能 量 本 征 值 (离散 谱 ) 按 递增 次 序 加 以 排 
列 ,给予 编 号 n,, 令 最 低能 级 的 编号 为 n, =0. 则 mn 确定 了 波 函 数 的 径 部 在 7 的 
有 限 值 域内 所 具有 的 节点 数 (r =0 点 除外 ).n, 称 为 径 量子 数 . 对 有 心力 场 中 的 
运动 讲 来 ,1 常常 称 为 角 量 子 数 ,m 则 称 为 磁 量 子 数 . 
对 于 角 动 量 ! 值 不 同 的 各 种 粒子 态 , 有 一 套 常用 符号 ;用 下 列 拉丁 字母 
标志 : 
i ad (32.13) 
spdfghik 
运动 于 有 心力 场 中 的 一 个 粒子 , 它 的 基态 总 是 s 态 ; 因 为 如 果 ! 关 0, 则 波 函 
数 的 角 部 一 定 具 有 节点 ,但 是 基态 波 函数 根本 不 存在 节点 . 我 们 还 可 以 断言 ,1 
给 定 后 ,能 量 的 最 小 可 能 值 随 1 增加 . 因为 角 动 量 的 存在 使 哈密 顿 量 中 多 出 一 个 
正 项 及 1(1+1)/2mr? ,这 一 项 是 随 1 增 加 的 . 
现在 来 找 径 函数 在 原点 附近 的 形状 . 此 处 我 们 假定 
limU(n) 7 =0. (32.14) 
我 们 把 R(7r) 表 成 7 的 短 级 数 , 当 7 很 小 时 只 保留 该 级 数 的 首 项 ; 换 句 话说 ,我 们 
把 R(r) 表 成 及 = 常数 xr 的 形式 . 把 它 代 入 下 列 方程 中 : 
2dR 


er 至 ) -Ki+DR=0， 
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这 个 式 子 是 由 (32.8) 式 乘 以 7 后 再 取 极 限 一 *0 得 到 的 ,结果 得 
s(s+1) =1(1+1). 
故 
s=l 或 ;= -(1+1). 
s= (1+1) 这 个 解 不 满足 必要 条 件 ;r =0 时 它 变 成 无 穷 大 (注意 1>0). 因此 只 
留 下 s=1 这 个 解 ,也 就 是 说 ,具有 给 定 1 值 的 状态 波 函 数 在 原点 附近 和 x 成 正 
比 : 
RR, 二 常数 xr'. (32.15) 
粒子 与 原点 的 距离 在 r 和 r+dr 范围 内 的 概率 由 1RI? 确定 ,因而 入 * 成 正 
见 ! 值 愈 大 ,这 个 概率 在 原点 愈 快 地 趋 于 零 . 
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平面 波 
= 常数 Xe 
描述 一 个 定 态 , 该 态 中 一 个 自由 粒子 具有 确定 的 动量 p( 以 及 确定 的 能 量 6 = 
PP/2m) .现在 考虑 自由 粒子 的 另 一 种 定 态 , 该 态 中 ,不 但 具有 确定 的 能 量 值 ,而 
且 具 有 确定 的 角 动 量 绝对 值 及 其 分 量 值 . 为 方便 计 ,我 们 引入 波 数 夺 代替 能 量 ; 


heh = Ve. (33.1) 
角 动 量 为 1 而 其 投影 值 为 m 的 状态 波 函数 具有 下 列 形式 : 
Yum = Ru(r)Y, (0,9), (33.2) 
其 中 的 径 函 数 由 下 式 确 定 : 
用 + 全 R + [ 忆 - 作 全 ] Ru =0 (33.3) 


[ 即 (32.8) 式 中 U(r) =0]. 连 续 谱 (对 大 而 言 ) 的 yw 波 函 数 满足 下 列 正 交 归 一 
化 条 件 : 


fiir =816.6 (>t). 


对 不 同 的 1,4' 和 不 同 的 m,m' 而 言 的 正 交 性 有 和 角 部 函数 加 以 保证 . 径 函 数 则 必须 
按 下 列 条 件 归 一 化 


人 FRRudr = 6 (5 “) =256(K -kh), (33.4) 


如 果 我 们 不 是 按 “iv2m 标 度 " 归 一 化 ,而 是 六 能 量 标 度 " 亦 即 按 下 列 条 件 归 
一 化 : 
! ~ FRRadr =6(E' = 
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那么 ,按照 一 般 公式 (5.14) ,我 们 有 


1 dk m 
Rua=Ru /ar dE = 下/ 37 有 Re (33.5) 


1=0 时 ,(33.3) 式 可 写成 
d*(rR,) 
dr 
上 式 之 解 , 当 r=0 时 取 有 限 值 并 满足 归 一 化 条 件 (33.4) 者 [参考 (21.9) 式 ] , 呈 
以 下 形式 : 


+ 有 2rRo =0; 


Ra =2 和 各. (33.6) 
求解 1#0 的 (33.3) 式 时 ,我 们 作 下 列 替换 : 
Rd. (33.7) 
对 xu 我 们 有 方程 式 
Wg 


LD + hxXu =0. 


将 上 式 对 7 求 微 商 ,我 们 得 


DES EY » 2(1+1 1 
Kat + [ 忆 - 人 人] xi=0 


作 将 换 X= Mkisi* 上 式 变 成 


2(1+2 
Kies + + hee =0， 


这 实际 上 正好 是 Xx,,1 本 来 应 该 满足 的 方程 式 . 可 见 相 邻 的 Xu 函数 满足 下 列 
关系 : 

Xn = (33.8) 
从 而 有 


人 
其 中 的 Xi = Rw 已 由 (33.6) 式 所 确定 (该 式 当然 可 以 乘 一 任意 常数 ). 


就 这 样 ,我 们 最 后 求 得 的 一 个 自由 运动 粒子 的 径 函 数 具有 如 下 的 表 式 : 
= -=D 办 ( 1 d'sinkr 


i 637 
[因子 -' 是 为 归 一 化 目的 而 引进 的 ( 见 后 ) 而 ( -1)' 是 为 方便 而 引进 的 ]. 函数 
(33.9) 可 用 半 整 数 阶 的 贝 塞 尔 函数 表 成 


= /lar) =28(1), (33.10) 
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ja) = Ell®) (33.11) 
称 为 球 贝 塞 尔 函数 〇 


为 了 求 得 径 函 数 (33.9) 式 在 远 距 离 处 的 渐 近 表 式 ,我 们 注意 到 ,r 一 。 时 误 
减 得 最 慢 的 那 一 项 ,可 由 对 sin kr 求 微 商 1 次 后 求 得 . 由 于 每 进行 一 次 - d/dr 的 


微 商 ， 正弦 函数 的 宗 量 增加 -让 了 了 T, 故 得 下 列 渐 近 表 式 : 





其 中 


直人 -区 (33.12) 


$21 中 已 经 解释 过 ,Ru 函数 可 以 利用 它 的 渐 近 表 式 加 以 归 一 化 . 把 渐 近 式 
(33.12) 与 (33.6) 式 中 的 归 一 化 函数 Re 相 比较 ,可 以 看 出 (33.9) 式 中 所 用 的 系 
数 使 得 Ru 函数 实际 上 已 经 归 一 化 . 

在 原点 附近 (r 很 小 ) ,把 sin kr 展 成 级 数 , 求 微 商 后 ,只 保留 "的 最 低 等 次 
项 ,得 @ 





但 位 a CC 


r dr 外 


(2+1)1 (20+11 
故 Ru 函数 在 原点 附近 具有 下 列 形式 
Ru = 
这 和 (32. 15 ) 的 一 般 结 论 相 符合 . 
某 些 问题 (散射 理论 ) 中 ,需要 考虑 的 波 函数 不 满足 通常 的 有 限 性 条 件 ,而 
是 对 应 于 流 和 人 或 流出 原点 的 粒子 流 . 要 求 得 描述 角 动量 ! = 0 的 这 些 粒子 束 的 波 
函数 ,可 以 把 (33.6) 式 中 的 “ 球 驻 波 " 解 换 成 以 下 形式 的 球 出 射 波 解 Ra ,或 球 入 
射 波 解 Ri ; 


2ks1  ， 


C+" (33.13) 


Rs = 和 


在 角 动量 ! 不 等 于 零 的 一 般 情形 下 ,我 们 求 得 的 (33.3) 式 之 解 具 有 以 下 
形式 : 


(33.14) 


Ru = 人 -D4 三 人 





4a): > (33.15) 


加 前 用 个 函数 为 





,sins ，_sinz_eosx ， 全 
和 bd i 


x » Fs 
有 时 也 采用 另外 的 定义 ,使 这 些 函数 乘 以 = 信 - 
加 记号 (21+1)1! =1.3.…*(21+1) ,表示 同 宇 称 的 所 有 整数 相 乘 直到 包括 21+1 为 止 . 
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这 些 函 数 可 以 用 汉 克 尔 函 数 表 出 如 下 : 
Ri = +iA 径 H8 沪 (kr) (33.16) 
+ 号 和 -号 分 别针 对 第 一 类 和 第 二 类 汉 克 和 尔 函 数 . 
这 些 函 数 的 渐 近 式 为 
有 一 hesite 2Vr， (33.17) 


在 原点 附近 ,具有 下 列 形式 
4 De 
我 们 把 这 些 函 数 这 样 归 一 化 ,使 它们 对 应 于 每 单位 时 间 只 放出 (或 吸收 ) 一 


个 粒子 .为 此 我 们 注意 到 , 远 距离 处 的 球面 波 在 任 一 小 间隔 内 可 以 看 作 一 个 平面 
波 , 其 中 的 概率 流 密度 等 于 j=wvw" , 式 中 v= 上 i/m 为 粒子 的 速度 . 归 一 化 条 件 


由 fidf=1 所 确定 , 式 中 的 积分 是 在 一 个 半径 7 很 大 的 球面 上 计算 的 ,也 就 是 


(33.18) 


说 ,| jdo =1, 其 中 的 do 为 立体 角 元 . 如 果 角 部 函数 已 按 以 前 方式 归 一 化 , 则 径 
函数 中 的 系数 4 必须 等 于 


1 m 

后 =“ (33.19) 
有 一 个 类 似 于 (33. 12) 式 的 渐 近 式 , 这 种 表 式 不 但 对 自由 运动 的 径 向 波 函 

数 能 够 成 立 ,而 且 对 在 远 处 消失 得 足够 快 的 任意 场 9 中 的 运动 (具有 正 能 量 ) 也 

能 成 立 . 在 远 距 离 处 ,我 们 可 以 把 薛 定 兽 方程 中 的 势 场 和 离心 能 全 部 略 去 , 留 下 


， 以 下 的 近似 方程 : 


A 


1 中 (CrRu) 
一 


+ 有 Ru =0. 
dr 
这 个 方程 的 通 解 为 
Ru~2sin (rH +8,)， (33.20) 
其 中 的 5, 是 一 个 常数 , 称 为 相 移 , 式 中 所 选 的 常 因子 使 得 波 函 数 已 经 按 " kx2m 
标 度 " 归 一 化 @, 常 数 相 移 5, 是 由 边界 条 件 确定 的 (r 一 0 时 R 为 有 限 ); 它 不 能 
用 一 般 方式 算出 ,而 要 从 精确 的 醉 定 户 方 程式 中 解 出 来 . 这 个 相 移 8 当然 是 1 和 


外 我 们 将 在 $124 中 指出 ,该 势 场 应 比 1/r 消失 得 快 . 
加 正弦 函数 的 宗 量 中 加 有 -证 "一 项 ,其 目的 是 使 5 当 势 场 消失 时 满足 5, =0. 由 于 波 函数 前 面 


的 正 负 号 一 般 讲 来 是 无 所 谓 的 ,5, 只 能 确定 到 相差 一 个 nw( 不 是 2nm) 为 止 ,因此 6, 之 值 只 能 确定 到 介 于 
0 和 不 之 间 . 
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上 的 函数 ,并 且 是 连续 谱 本 征 函 数 的 一 个 重要 特性 . 
习 


1. 角 动量 为 1=0 的 一 个 粒子 在 下 列 球 对 称 方 势 阶 中 运动 , 试 求 其 能 级 :Tr < 
a 时 U(r)= -Ur>a 时 U(r) =0. 
解 :1=0 的 波 函 数 只 依赖 于 r. 阱 内 的 莅 定 启 方 程 旦 以 下 形式 : 


工业 (mw) +py=0, k= Vm(U -iEl) 
r ar ee 。 
r =0 处 取 有 限 值 的 解 为 





sin kr 
w=4Am 
r>a 时 ,方程 式 为 
Li cv ep we aal: 
r dr 在 
无 穷 远 处 等 于 零 的 解 为 
je 
A 
由 ry 的 对 数 导 数 在 r=a 处 的 连续 条 件 给 出 : 
keot ha= -k= - De， (1) 


siii ha = 二 及 a (2) 


这 个 式 子 以 隐 函 数 的 形式 确定 了 铬 求 的 能 级 [ 按 (1) 式 ,上 式 根 号 前 所 取 的 符号 
必须 使 cot ka <0]. 其 中 的 第 一 个 能 级 (1=0) 也 就 是 所 有 能 级 中 最 深 的 能 级 ( 见 
§32) ,对 应 于 该 粒子 的 基态 . 

如 果 阱 深 U。 足够 小 , 负 能 级 就 不 存在 ,粒子 就 不 能 在 阶 内 “ 运 留 ". 这 一 点 ， 
用 以 下 的 作 图 法 容易 从 (2) 式 中 看 出 来 . 方程 式 上 sin x = ax 的 根 ,可 以 用 直线 
y=ax 和 曲线 y= +sin x 的 交点 给 出 ,我 们 应 该 只 取 cot x <0 的 那些 交点 ;7 = 
sin x 曲线 中 的 这 一 有 关 部 分 在 图 9 中 用 实 线 画 
出 ,我们 看 到 ,如 果 a 足够 大 (U。 足够 小 ) ,这 样 的 
交点 不 能 存在 . 当 y = ax 直线 处 于 Oa 位 置 时 , 即 


=2/n 时 ,在 += 广 处 出 现 第 一 个 交点 . 令 = 





h/ V2mazU ,x=ka, 我 们 就 可 以 求 得 只 有 一 个 负 图 9 
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能 级 时 的 最 小 阱 深 : 
v _T 


Oumin = 


(3) 


gma™” 
势 阱 半径 a 钝 小 ,Uo.wis 就 念 大 .第 一 个 能 级 E, 开始 出 现时 所 在 的 位 置 由 jia = 
方 "确定 ,此 时 ,=0. 当 阶 深 进一步 增加 时 ,基态 能 级 ,下 隆 , 当 差 值 A = 


(CU as) -1 很 小 时 ,有 
-E,=(m/16) Um,A” (4) 

2. 试 求 :在 一 个 很 深 的 球 势 阱 中 (U >> 让 /maz) , 角 动 量 1 值 不 同 的 各 个 能 
级 的 排列 次 序 (W. Elsasser,1933 ) . 

解 : 当 Us 一 w 时 , 阱 边 的 条 件 要 求 少 趋 于 零 ( 参 考 $22). 把 阱 内 的 径 向 波 函 
数 写成 (33.10) 的 形式 ,可 得 下 列 方程 

Ji,4(ka) =0， 
当 【 取 不 同 值 时 上 式 的 各 个 根 就 确定 了 阶 底 以 上 各 能 级 的 位 置 ( 尼 忆 L2m = Du - 
1B81) .从 基态 开始 它们 的 排列 次 序 如 下 : 
1s,1p,1d,2s,1f,2p,1g,2d,1h,3s,2f，…. 
字母 前 的 数字 标志 1 值 相同 的 能 级 的 出 现 次 序 下 . 

3. 试 求 : 当 阱 深 U, 逐渐 增加 时 ,不 同 ! 值 的 各 种 能 级 的 先后 出 现 次 序 . 

解 :每 当 一 个 新 能 级 开始 出 现时 , 它 的 能 量 已 =0. 此 时 的 阱 外 波 函 数 为 R= 
常数 xr 0 ,满足 rw 时 RR, 一 0 的 条 件 [方程 式 (33.3) 当 上 =0 时 之 解 ]. 根据 
阱 边 上 Ri 和 R', 的 连续 性 ,特别 是 微 商 (r“'R,) 的 连续 性 ,可 得 阱 内 波 函 数 在 这 
种 情形 下 所 满足 的 条 件 : 

r=a 时 ,(r"'R,)’=0, 
这 个 条 件 等 价 四 于 r=a 时 的 R., =0, 再 按 (33.10) 式 ,得 下 列 方程 


4 (Van ) 
1=0 时 ,J-4 甬 数 应 措 成 余弦 函数 . 由 上 式 可 得 U。 逐渐 增 大 时 各 个 新 能 级 的 先 


后 出 现 次 序 , 如 下 所 示 : 
1s,1p,1d,2s,1f,2p,18,2d,3s,1h,2f,.. 


0; 


@@ 这 种 记号 对 原子 核 中 的 粒子 能 级 讲 来 经 常 杂 用 ( 见 $118). 
回 按 (33.7)(33.8) 式 ,我 人 有 (r-'R)'=r-'Ri,. 由 于 1 换 成 -1-1 时 方程 式 (33.3) 保 持 不 变 ,我 
们 就 有 ("”"R_，，) = 咏 5R ,最 后 ,由 于 有 R-, 和 -满足 同一 方程 ,从 而 得 
(HIRI)' st "Ry 
这 就 是 题 中 所 用 的 式 子 . 
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注意 , 它 和 深 阱 中 能 级 排列 次 序 的 差别 , 仅 出 现在 相当 高 的 能 级 中 . 
4. 求 一 空间 报 子 ( 势 场 U= 广 mw?r 中 的 一 个 粒子 ] 的 能 级 ,并 求 它 的 简 并 
度 , 以 及 相应 定 态 中 轨道 角 动 量 的 各 种 可 能 值 ， 
解 :在 U= 广 mw*(x* +y?+ 世 ) 势 场 中 的 单 粒 子 荃 定语 方程 ,能 用 分 离 变 量 
法 归结 为 三 个 线性 振子 方程. 故 其 能 级 为 
B=ho (m+n, +m + 了 =ho(n + 这) 


第 nn 个 能 级 的 简 并 度 ,等 于 把 nn 分 割 成 三 个 正 整数 (包括 零 ) 之 和 时 各 种 不 
同 分 割 方法 的 总 数 D; 它 等 于 
(n+1)(n+2) 
| 
定 态 波 函 数 为 
Wmm = 常数 xe "2H, (ax)H,,(ay)H,, (az), (1) 
其 中 的 a = Vmw/ 有 (m 为 该 粒子 质量 ). 当 坐 标 反 号 时 ,H, 多 项 式 变 成 
( -1)"H,. 故 函数 (1) 的 宇 称 为 (一 1)""* =( 一 1)". 把 满足 n+ns +ma =n 
(n 为 给 定 ) 的 各 个 风 ,wos 浮 数 加 以 线性 组 合 后 ,可 以 组 成 以 下 一 套 函 数 ; 


Wn = 常数 xe-" oY (9,9)F ( -二 ae i: (2) 


其 中 的 lml =0,1,…,l, 而 1 当 n 为 偶数 时 可 取 0,2,…,n 诸 值 , 当 n 为 奇数 时 可 
取 1,3,…,n 诸 值 . 这 是 由 于 函数 组 (1) 的 宇 称 为 ( -1)", 而 函数 组 (2) 的 宇 称 为 
( -1)', 这 两 个 字 称 必须 相同 . 这 就 确定 了 所 考虑 能 级 中 轨道 角 动量 所 能 采取 的 
各 种 可 能 值 . 
因此 ,空间 振子 的 能 级 次 序 (采用 题 2 题 3 中 所 用 的 记号 ) 如 下 : 
(1s), (1p),(1d,2s),(1f,2p),(18,2d,3s) ,.. 
括号 中 包括 了 同一 能 级 的 各 种 简 并 态 四. 


$34 平面 波 的 分 解 


考虑 一 个 自由 粒子 , 沿 = 轴 的 正方 向 以 给 定 的 动量 值 p = 妒 运 动 . 这 种 粒子 
的 波 函 数 呈 以 下 形式 : 
由 = 常数 xe™. 
我 们 来 把 这 个 函数 按 自由 运动 的 角 动 量 本 征 函 数 Ww 展开 . 由 于 所 考虑 的 


外 换 句 话说 ,这 就 是 把 个 相同 的 球 分 配 到 三 个 车子 里 有 多 少 种 不 同 的 分 配方 法 的 总 数 . 
@ 注意 角 动 量 1 值 不 同 的 能 级 相互 简 并 ; 见 $ 36 未 段 的 附注 . 
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态 中 能 量具 有 定 值 及 /2m, 显 然 ,欲求 的 展开 式 中 只 能 出 现 具有 上 述 k 值 的 各 
种 函数 . 此 外 ,由 于 e* 函 数 对 z 轴 具有 轴 对 称 性 , 它 的 展开 式 中 只 能 包含 与 p 角 
无 关 的 函数 , 即 m =0 的 各 种 函数 . 因此 一 定 有 


op 
其 中 的 a 是 一 些 常数 . 把 (28.8) 和 (33.9) 式 的 Ye 和 Ru 函数 代 人 上 式 ,我 们 得 


= 六 GiPi(eos 9) ( 工 】 (工业 ) 加 生 ,(z=reos 9). 


其 中 的 C, 是 另 一 些 常数 .上 式 两 边 都 展 成 r 的 睾 级 数 后 ,再 比较 (reos 9)" 前 面 
的 系数 ,就 可 以 把 这 些 常数 求 出 来 .对 上 式 的 右边 讲 来 ,(reos 9)" 只 包含 在 第 n 
个 求 和 项 中 ;因为 1>n 时 , 径 函 数 的 展 式 是 从 r 的 更 高 军 次 开始 的 ,而 当 1<n 
时 ,Pi(eos 9) 多 项 式 中 只 含 cos 9 的 较 低 次 短 . P,( cos 6) 中 cos'9 一 项 的 系数 为 
(21)! /2!(11)2[ 见 (e.1) 式 ]. 再 用 (33.13) 式 ,可 得 上 式 右边 展开 式 中 的 欲求 
项 为 





(21)! (kreos 8) 
21(11)° (21+1)1! 
上 式 左边 (在 e*" 的 展开 式 中 ) 的 对 应 项 为 
(ikreos 0)' 
7 
以 上 两 项 相等 ,我 们 求 得 C, = ( -i)"(21+1). 因此 最 后 求 得 的 展开 式 为 


(-1)'G, 





人 (21+1)Pi(eos 9) (天 j 仁 总) 各 上 (34.1) 
此 式 在 远 距 离 处 旦 下 列 渐 近 形式 : 
et D+) P(e0s 0)sin (tr -in). (34.2) 


全 


在 (34.1) 式 中 ,z 轴 是 选 定 在 沿 着 平面 波 波 矢 大 的 方向 的 . 这 个 表 式 可 以 写 
成 更 一 般 的 形式 ,使 它 与 坐标 轴 的 选取 无 关 . 为 此 必须 应 用 球 谐 函 数 相 加 定理 
[ 见 (e.11)] ,用 大 方向 和 方向 (两 者 的 夹 角 为 9) 的 球 谐 函数 表 出 多 项 式 
P,(eos 0) . 结果 为 

本 
eu 7 =4T Dp (34.3) 

ju.(kr) 函数 [由 (33.11) 式 定义 ] 只 依赖 于 乘积 hr, 使 得 上 式 明显 地 对 称 于 矢量 上 
和 ;两 个 球 谐 函 数 中 ,不 论 哪个 取 复 共 思 都 毫 无 关系 . 

我 们 把 e* 归 一 化 成 概率 流 密度 等 于 1 的 波 函 数 , 使 它 对 应 于 这 样 一 股 粒子 
流 ,该 粒子 流 平行 于 z 轴 ,每 单位 时 间 内 有 一 个 粒子 穿 过 一 个 单位 面积 . 这 样 的 
归 一 化 波 函数 为 
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= Low Be, (34.4) 


其 中 。 为 该 粒子 的 速度 ; 见 (19.7). (34. 1) 式 两 边 各 乘 Vm7 硕 并 在 式 右 引 进 归 
一 化 的 % 六 = Ri (7) Ya(9,9) 函数 后 ,我 们 得 
w= 5 Vir i). 


按照 一 般 规则 ,这 个 展开 式 中 yin( 或 in) 前面 的 系数 的 模 量 平方 值 ,等 于 
汇 于 原点 (或 从 原点 发 出 ) 的 粒子 流 中 一 个 粒子 具有 角 动 量 !( 相 对 于 原点 ) 的 概 


率 . 由 于 波 函 数 "te* 相 当 于 流 密度 为 1 的 粒子 流 ,这 个 “概率 "就 具有 面积 的 
量 纲 ; 它 可 以 直观 地 解释 成 角 动 量 为 1 的 粒子 所 应 通过 的 那个 “截面 "(在 zy 平 
面 内 ) 的 面积 .用 c, 代表 这 个 量 ,我 们 有 


= 六 (21+1). (34.5) 





1 值 很 大 时 ,在 AL 区 间 内 (此 时 有 1 << Al <<1) 的 截面 之 和 等 于 
> ~ B21AL= 27 a 
把 角 动 量 的 经 典 表 式 刀 =pp 代入 (p 条 放生 二 参 二 ) ,上 式 变 成 
2mpAp， 
就 与 经 典 结果 相 一 致 . 这 样 的 结果 并 不 是 偶然 的 ;以 后 将 看 到 ,! 值 很 大 时 ,运动 
是 准 经 典 的 ( 见 $49). 


习 题 


试 将 一 个 平面 波 按照 一 组 态 的 波 函 数 展 开 , 这 组 态 在 y 轴 上 具有 确定 的 角 
动量 分 量 m 和 动量 分 量 p,: 
解 : 引 入 其 轴 与 y 轴 一 致 的 柱 面 坐 标 系 y,p,p. 题 中 所 给 的 那些 态 的 波 函 数 
将 具有 下 列 形式 : 
CCp)ememw 
取 9p 为 径 失 与 z 轴 所 成 的 角度 , 则 展开 式 为 
Saas Gt) 


(此 时 p， =0) ,由 此 得 
Qlp) = 去 三 ep[i(tpeose ~mp) Jdp =i"], (hp), 
式 中 机 (xz) 为 贝 塞 尔 函 数 . 当 kp >>1 时 0。 的 渐 近 形式 为 
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QD ~ 高 sn[wp- 竺 (m- 二 )] 
$35 ”粒子 向 力 心 的 “坠落 ” 


为 了 揭示 量子 力学 运动 的 某 些 特性 ,我 们 来 考察 一 种 有 益 的 情况 ,尽管 这 种 
情况 本 身 并 没有 直接 的 物理 意义 : 设 有 一 粒子 运动 于 某 一 势 场 中 ,该 场 在 某 点 
(原点 ) 按 U(r) = -B/r(B >0) 的 规律 趋向 无 穷 大 ; 场 在 远离 原点 处 的 形状 ,我 
们 不 予 考虑 .我们 在 $18 中 已 经 看 到 ,这 样 的 情况 ,是 介 于 通常 的 定 态 运动 和 粒 
子 向 力 心 的 “坠落 "这 两 种 情况 之 间 的 . 

在 原点 附近 , 薛 定 请 方程 现在 变 成 





R"+ 2R'+ER=0 (35.1) 
[2 r 
[RAR(r) 为 波 函 数 的 径 部 ] , 式 中 引进 了 下 列 常数 : 
Y= -00+1)， (35.2) 
并 且 已 经 略 去 了 寡 次 低 于 1/r 的 所 有 各 项 ;能 量 已 的 数值 假定 是 有 限 的 ,因而 含 


己 之 项 亦 已 在 方程 中 略 去 . 
我 们 假定 R 的 形状 为 R~r'; 则 可 得 出 s 的 一 个 二 次 方程 : 
s(s+1) +y=0, 
它 有 以 下 两 个 根 : 


1 1 1 1 
i (35.3) 


为 了 进一步 研究 这 个 问题 ,最 好 采用 以 下 的 步骤. 我 们 先 绕 原点 划 出 一 个 半 
径 为 必 的 小 区 域 ,并 用 常数 -y/ 代替 这 个 区 域内 的 - Y/P 函数 . 然后 把 这 个 
“被 截断 的 " 场 中 的 波 函数 求 出 来 ,再 来 研究 过 渡 到 极限 情形 "0 时 能 得 什么 
结果 . 

我 们 先 假定 y < 于 .此 时 s, 和 ss 都 是 负 实数 ,并 且 。% >s ,对 > 而 言 , 莓 
定 刘 方程 的 通 解 具有 下 列 形式 (我 们 永远 限于 * 很 小 时 的 情形 ) 

R=Ar" +Br?, (35.4) 
4 和 B 都 是 常数 . 当 r<m 时 ,方程 
R"+2R'+ER=0 
Sx Tn 


9 


的 解 如 果 在 原点 取 有 限 值 , 则 此 解 的 形式 为 
R=C 加 各 的 (35.5) 


To 
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在 r=m 处 ,R 函数 及 其 导数 R' 必 须 连 续 . 这 两 个 连续 条 件 最 好 改 为 一 个 条 件 ， 
rR 的 对 数 导数 为 连续 . 由 此 得 出 下 列 式 子 : 
ACs, +1)r +B(s, +1)7? 


T En = kcot kro 
FE 
或 
4(s +1) 必 +BCsa + 
FE So 
从 上 式 解 出 的 比值 B/4 呈 以 下 的 形式 : 
后 = 常数 x 交 -2。 (35.6) 


现在 让 m 一 0, 我 们 发 现 B/4 一 0( 注 意 s, >%). 由 此 可 见 ,对 薛 定 户 方程 
(35.1) 的 两 个 在 原点 处 发 散 的 解 讲 来 ,我 们 应 该 选取 发 散 得 较 慢 的 那个 解 : 


4 
R= (35.7) 


现在 设 y > 二 .此 时 % 和 5 都 成 为 复数 : 


li = -i -于 = 起 
重复 以 上 的 分 析 ,结果 仍 得 (35.6) 式 ,把 % 和 s, 的 值 代 入 以 后 得 到 
全 = 常数 rT (35.8) 


过 滤 到 极限 情形 ,一 0 时 ,上 式 并 不 趋向 任何 固定 的 极限 值 ,可 见 不 可 能 直接 过 
渡 到 极限 .采用 (35.8) 式 , 则 实 解 的 一 般 形式 可 以 写成 


R= 常数 xrteos( 7 - 言 加 二 + 常数 ). (35.9) 


这 个 函数 所 具 的 零点 数 随 mn 的 减 小 而 无 限 增多 . 一 方面 ,由 于 (35.9) 式 对 
具有 任意 有 限 能 量 值 E 的 波 函 数 ( 指 7 很 小 时 的 波 函 数 ) 讲 来 都 能 成 立 , 另 一 方 
面 ,基态 波 函 数 是 根本 没有 零点 的 ,我 们 就 可 以 得 出 这 样 的 推论 ,该 场 中 粒子 的 
“基态 "对 应 于 能 量 E= - % .对 离散 谱 的 任 一 状态 讲 来 ,粒子 主要 是 在 E>U 的 
空间 区 域内 . 因此 , 当 BE- - % 时 ,该 粒子 处 在 原点 附近 的 无 限 小 区 域内 ,这 就 是 
说 ,该 粒子 “ 落 " 人 力 心 . 

粒子 开始 “ 落 ” 人 力 心 的 “临界 " 场 U0. 相当 于 = 于. 0 中 -1 前 面 的 最 
小 系数 可 以 从 1=0 的 (35.2) 式 得 出 , 即 

让 


a 35. 10 
a 8mr ; 
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由 (35.3) 式 ( 式 中 的 s% ) 可 以 看 出 , 薛 定 刘 方 程 允许 解 (在 忌 ~ 1XP 的 附近 ) 的 发 
散 程度 在 一 '0 时 不 快 于 1AMr. 如 果 一 *0 时 该 势 场 比 1/ 更 慢 地 趋向 无 穷 大 , 则 
在 原点 附近 的 醉 定 记 方 程 中 ,U(r) 与 其 它 项 相 比 可 以 略 去 不 计 ,从 而 得 到 和 自 
由 运动 相同 的 解 , 即 w~r( 见 §33). 最 后 ,如 果 势 场 比 1/7 更 快 地 趋向 无 穷 大 
( 按 -1《r 规律 ,s >2) ,那么 ,原点 附近 的 波 函 数 就 和 ”成 正比 ( 见 $49 例 
题 ). 在 所 有 以 上 情况 下 ,乘积 ry 在 r=0 点 都 趋 于 零 . 

其 次 ,我 们 来 研究 场 在 无 穷 远 处 按 U~ -B/r 的 规律 消失 并 在 原点 附近 具 


有 任意 形式 时 , 薛 定 坦 方程 之 解 所 具有 的 性 质 . 我 们 首先 假定 y < 于 容易 证 明 


这 种 情形 下 只 能 存在 有 限 多 个 负 能 级 上. 实际 上 ,能 量 E=0 时 , 薛 定 刘 方 程 在 远 
距离 处 呈 (35.1) 形 式 , 它 的 通 解 为 (35.4) 式 .可 是 (35.4) 式 的 函数 是 没有 零点 
的 (r 关 0 时 ) ;因此 , 径 向 波 函 数 的 所 有 零点 都 位 于 有 限 距 离 内 ,它们 的 总 数 是 有 
限 的 . 换 句 话说 ,离散 谱 的 终止 能 级 已 =0 的 编号 是 一 个 有 限 值 . 


另 一 方面 ,如 果 7 > 于 ,离散 谱 就 含 无 穷 多 个 负 能 级 . 实际 上 ,E =0 的 状态 


波 函 数 在 远 距离 处 旦 (35.9) 形 式 ,具有 无 穷 多 个 零点 ,从 而 其 编号 永远 是 无 穷 
大 


最 后 , 设 场 在 整个 空间 内 旦 U = -B/r 形式 . 如 果 y > 本 ,该 粒子 就 “ 落 " 人 


力 心 , 如 果 7 < 十 , 则 完全 不 存在 负 能 级 . 实际 上 ,此 时 EE=0 的 状态 其 波 函数 在 


整个 空间 内 旺 (35.7) 形 式 ; 这 个 式 子 , 在 有 限 距 离 内 没有 零点 , 亦 即 它 对 应 于 最 
低 的 能 级 (对 给 定 的 1 而 言 ). 
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有 心力 场 运动 中 一 个 极 重要 的 情形 是 库仑 场 
U= +a/r 
中 的 运动 (其 中 a 是 一 个 正 的 常数 ). 我 们 先 考 上 处 库 仑 引力 场 ,因而 写成 0 = 
- evr. 根据 以 前 讲 过 的 一 般 考虑 ,显然 负 能 量 本 征 值 呈 离 散 谱 ( 具 有 无 穷 多 个 能 
级 ) , 正 能 量 本 征 值 呈 连 续 谱 . 
(32.8) 的 径 函 数 方程 旦 以 下 形式 : 
dR 2 dR _ LCL+l) 


如 果 我 们 考虑 的 是 两 个 相 吸 粒 子 的 相对 运动 ,m 应 取 折合 质量 . 





Rt (E+e)R=0. (36.1) 


四 ”这 里 已 经 假定 了 7r 很 小 时 该 场 中 的 粒子 不 会 落 " 信 力 心 . 
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在 涉及 库仑 场 的 计算 中 ,最 好 采用 一 种 特殊 的 单位 制 代替 通常 的 单位 制 ,我 
们 称 它 为 库仑 单位 制 . 这 种 单位 制 中 的 质量 ` 长 度 和 时 间 的 量度 单位 分 别 为 
让 让 
ma’ ma 
所 有 其 它 单位 都 可 以 从 以 上 三 个 单位 导出 ;例如 能 量 的 单位 为 
ma” 
[a 
在 本 节 及 下 节 中 ,我 们 都 采用 这 种 单位 制 ( 除 非 作 特殊 声明 ). 
(36. 1) 式 在 新 单位 制 中 变 成 











dR 2 dR _LL+1) 
人 R+2 (E+ )R=0. (36.2) 
离 散 谱 
引入 下 列 新 量 代替 参量 E 和 变量 7: 
1 2r 
= 人， 36.3 
n 二 WS 人 ) 
为 负 值 时 ,n 是 一 个 正 实数 . (36.2) 式 作 (36.3) 式 的 替代 后 旺 下 列 形式 
R"+2R'+ [ -二 + 于 -人 人 |]R=0 (36.4) 
p 4 p p 
( 撤 号 代表 对 p 取 微 商 ). 


p 很 小 时 ,满足 有 限 性 条 件 之 解 与 p' 成 正比 [ 见 (32.15) 式 ].p 很 大 时 ,要 计 
算 RR 的 渐 近 行为 ,我 们 可 在 (36.4) 式 中 略 去 含有 1/p 和 1/p? 的 项 ,得 下 列 方程 : 


ws 
R" = 本 R， 


故 有 尺 =e* 如 .我 们 只 对 无 穷 远 处 等 于 零 的 解 感 兴趣 ,可 见 ,p 很 大 时 ,这 个 解 应 按 
e -各 的 规律 递减 . 
据 此 我 们 很 自然 地 作 下 列 替代 : 
R=p'e-Yw(p), (36.5) 


四 如 令 m=9.11x10-™ kg 为 电子 的 质量 ,并 令 a=e:(e 为 电子 的 电荷 ) , 则 库仑 单位 制 就 和 原子 
单位 制 一 致 . 长度 的 原子 单位 为 
/me? =0. 529 x10 -四 
( 称 为 玻 尔 半径 ) .能量 的 原子 单位 为 
met /PP =4.36 x10-™ J]=27.21 eV- 
取 这 个 单位 的 一 半 , 称 为 1 里 德 伯 ( rydberg). 电荷 的 原子 单位 为 <=1.60 x10-”C. 在 原 式 中 形式 地 令 e = 
m= 和 =1, 我 们 就 得 到 原子 单位 制 中 的 各 个 公式 . 对 于 a = Ze? ,库仑 单位 就 和 原子 单位 不 同 . 
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此 时 ,(36.4) 式 变 成 

pw"+(21+2-p)w’ +(n-l-1)w=0. (36.6) 
此 式 之 解 在 无 穷 远 处 应 该 不 比 p 的 任意 有 限 次 宕 发散 得 更 快 ,而 当 p =0 时 应 该 
等 于 一 个 有 限 值 . 满足 后 一 条 件 的 解 为 下 列 合流 超 几 何 函 数 : 

w=F( -n+l+1,2l+2,p) (36.7) 
( 见 数 学 附录 §5d) .满足 无 穷 远 处 条 件 之 解 ,要 求 (36.7) 式 中 的 -n+l+1 只 
能 取 负 整数 (或 零 ) ,此 时 ,(36.7) 式 所 示 的 函数 变 成 一 个 p 的 n-1-1 次 多 项 
式 .否则 (36.7) 式 在 无 穷 远 处 将 按 e? 方式 发 散 [ 见 (d.14) 式 ]. 
由 此 得 出 结论 ,n 必须 是 一 个 正 整数 ,对 给 定 的 1 而 言 ,必须 有 


n>1+1. (36.8) 
忆 及 (36.3) 式 中 参量 n 的 定义 ,我 们 得 到 
Bd el (36.9) 


2 
这 就 解决 了 库仑 场 中 离散 谱 的 能 级 问题 . 我 们 看 到 ,在 零 与 基态 能 级 E, = -了 


之 间 , 存 在 着 无 穷 多 个 能 级 . 相 邻 能 级 的 间距 随 ”的 增 大 而 递减 ;这 些 能 级 愈 来 
愈 密 地 挤 向 已 =0 的 能 级 ,在 E=0 处 ,离散 谱 宣告 终止 而 转 为 连续 谱 . 在 通常 的 
单位 制 中 ,(36.9) 式 呈 下 列 形 式 @: 


= -es. (36.10) 
2PPn 
整数 " 称 为 主 量子 数 . 8 32 中 定义 的 径 量子 数 等 于 
n,=n-l-l. 
主 量子 数 的 数值 给 定 后 ,1 可 取 以 下 各 种 数值 : 
1=0,1,.……,n—1, (36.11) 


即 ! 可 取 个 不 同 的 数值 . (36.9) 的 能 量 表 式 中 只 出 现 n. 因此 ,n 相同 1 不 同 的 
各 种 态 具 有 相同 的 能 量 值 . 由 此 可 见 , 每 一 个 本 征 值 ,不 但 对 磁 量 子 数 m 而 言 
(这 是 任意 有 心力 场所 共有 的 ) 而 且 对 1 而 言 都 是 简 并 的 . 后 一 种 简 并 ( 称 为 偶 
然 简 并 或 库仑 简 并 ) 是 库仑 场 特有 的 性 质 . 我 们 知道 ,对 每 一 个 1 值 而 言 ,有 
(24+1) 个 不 同 的 m 值 . 因此 第 个 能 级 的 简 并 度 等 于 


> (21+1) =n. (36.12) 


定 态 波 函数 是 由 (36.5) 和 (36.7) 式 确定 的 . 合流 超 几何 函数 的 两 个 参量 都 


四 〈36.6) 式 的 第 二 种 解 当 p-*0 时 按 P ”方式 发 散 - 
国 在 量子 力学 出 现 之 前 的 1913 年 ,N. 玻 尔 首先 得 到 (36. 10) 式 . 量子 力学 中 , 泡 利于 1926 年 运用 
矩阵 方法 得 到 此 式 , 几 个 月 后 , 莅 定 请 (运用 波动 方程 ) 又 求 出 此 式 . 
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为 整数 时 ,除开 一 个 因子 外 ,等 于 广义 拉 盖 尔 函数 ( 见 数学 附录 8$ d) , 故 
Ru = 常数 xpfte -各 Lo (p). 
径 函 数 应 按 下 列 条 件 归 一 化 : 








。 尼 zdr=1. 
其 最 终 形式 为 了 
-2 /ia-I-DI 12r af2r 
Ee mn ECan Eni ( ] (二 = 
ne3z(21+1)IM Cn-L-1)1 
x (2r)'e-“F( -ntl+t1,21+2,2 (36.13) 
这 个 归 一 化 积分 是 用 (上 6) 式 算出 的 @. 
在 原点 附近 ,R. 呈 下 列 形 式 : 
ml 
R, "ry Er (36.14) 
在 远 距离 处 ， 
Wt Ny 


mVTCa+DI Cn-i-1)1] 
当 距离 7 的 数量 级 达到 ~1 时 (在 通常 单位 制 中 +~ 扩 /ma 时 ) ,基态 波 函 数 Ri。 
指数 式 地 下 降 . 
的 各 种 寡 次 的 平均 值 是 用 下 式 计算 的 : 


人 
产 = 六 2RY,dr. 
应 用 (f.7) 式 可 以 求 得 "的 通 式 . 我 们 在 这 里 写 出 前 几 个 "" 值 (包括 正 、 负 k 值 ) : 
53m (+)] Sn +1 31+1)], 


加 我们 给 出 前 面 几 个 Rw 函数 : 


Rio =2e-， Ao = 广 "十 1- 坪 ") 号 = 四 
3 
(1! ne 


1 


5 4 
= -drf1- 世 = 
2 人 "(: 6 ): Mw 
加 ”把 拉 盖 尔 多 项 式 的 表 式 (d.13) 代 入 ,并 进行 分 部 积分 ,也 能 算出 这 个 归 一 化 积分 [与 计算 勒 让 德 
多 项 式 的 积分 式 (e.8) 相似 ] 
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er = 1 
Sl 6. 16 
” (36.16) 


连 续 谱 


正 能 量 本 征 值 呈 连续 谱 , 从 零 一 直 延 伸 到 无 穷 大 . 每 一 个 这 样 的 本 征 值 都 是 
无 穷 简 并 的 ;因为 每 一 个 E 值 有 无 穷 多 个 态 与 之 对 应 ,这 些 态 中 的 1, 可 取 零 到 
% 的 所 有 整数 值 (对 给 定 的 1 而 言 ,m 还 可 取 各 种 可 能 的 数值 ) . 

(36.3) 式 中 定义 的 数值 ”及 变量 p, 现 在 都 变 成 纯 虚 量 : 


Le -二 p=2ikr, (36.17) 
其 中 = V25@. 连续 谱 的 径 函 数 呈 下 列 形式 : 
R= Te) e (二 +1+1， 21+2 ,2ikr ) , (36. 18) 


其 中 的 Ci 是 归 一 化 因子 .这些 径 函数 可 以 表 成 下 列 复 积分 形式 ( 见 § d): 

Ru =Cu(2hr) ew i fe (1 2) guage, (36.19) 
所 取 的 积分 路 线 久 如 图 10 所 示 . 通过 替代 &=2ikr (1 + 寺 ) ,这 个 积分 可 以 化 成 
更 为 对 称 的 形式 : 


Ru = Cu -2 fe (t+ 3 le ) | (36.20) 





所 取 的 积分 路 线 沿 正方 向 绕 过 := + 二 两 点 . 根据 这 个 表 


式 立刻 可 以 看 出 函数 Ru 都 是 实 函数 . Ee 


利用 合流 超 几何 函数 (d. 14) 的 渐 近 展 式 ,可 以 立刻 一 一 
求 得 波 函 数 R, 的 类 似 展 式 . (d. 14) 式 中 的 两 项 给 出 了 函 
数 R, 中 的 两 个 复 共 罗 表 式 ,结果 得 图 10 
ei [ed n+ (FT)n2w] 
RC ef TO+1 ik) 
xG (Lt1+ 二 :证 -4 -2ikr)} (36.21) 


如 果 波 函数 按 “k/2m 标 度 " 归 一 化 [ 即 按 条 件 (33.4) 归 一 化 ] , 则 归 一 化 系 


@@ "和 p 也 可 以 用 复 共 亏 表 式 n=i/k,p = -2ik/r 定 义 ; 实 函数 Ru 当然 与 采用 哪 一 种 定义 无 关 . 
回 我 们 也 可 以 用 沿 正 方向 绕 过 上 =0 和 所 = 2ikr 两 个 奇 点 的 任意 一 条 封闭 曲线 来 代替 图 10 中 的 积 
分 曲线 , 对 整数 的 上, 函数 V(E) =&-"-!(& -2ikr)"-“( 见 $d) 绕 此 曲线 一 周 回 到 原 值 . 
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数 等 于 

Cu =2ke™ IT(L+1 -i/k) 1. (36.22) 
因而 当 r 很 大 时 ,Ru 的 渐 近 表 式 [ 即 (36. 21) 式 的 展开 式 中 的 首 项 ] 具 有 下 列 
形式 : 


T 1 
Ru~ Tsin (kr+ ln 2kr -In +6,) 


5 =agr(I+l- 二 )， (36.23) 


这 和 有 心力 场 中 连续 谱 的 归 一 化 波 函 数 所 具有 的 一 般 公式 (33. 20) 相 一 致 . 
(36.23) 式 和 (33.20) 式 不 同 之 处 ,在 于 正弦 函数 的 宗 量 中 存在 一 个 对 数 项 ;但 
由 于 ln r 与 r 相 比 增长 较 慢 ,在 计算 无 穷 远 处 为 发 散 的 归 一 化 积分 时 ,这 一 项 的 
存在 是 无 关 紧要 的 . 

出 现 于 归 一 化 因子 (36. 22) 式 中 的 伽 马 函 数 的 模 量 值 ,可 以 用 初等 函数 表 
出 .应 用 熟知 的 伽 马 函 数 的 性 质 : 


T(z+1) =zr(z)，T(z)T(1-z) = 


sin nz” 











我 们 有 
T(t) 
nl) (Fs) 
以 及 
|r(orl-)| =[r(rl- 二 Jr(esat 二 )] = 
= 了 + sinh Ee 
故 Ce + (36.24) 
1=0 时 ,乘积 变 成 1. 


取 极 限 0, 便 能 得 到 零 能 量 特殊 情况 下 的 径 函 数 ,对 此 有 
F( 寺 +1+1.21+2,2ir] 一 (二 ,220+2.2itr) a 


本 2r (2r)” 当 
(21+2) .1! (21+2)(21+3) :21 
= (21+1)! (27) Hy, ( VB7), 
其 中 的 J, 是 21+1 阶 贝 塞 尔 函数 . (36.24) 中 的 Ci 系数 , 当 h-0 时 ,趋向 于 


=1 
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Cu~ Vank "t+. 
故 
Em), (36.25) 
r 很 大 时 ,这 个 函数 的 渐 近 式 为 了 
荐 全 (下 -到 人 


如 果 改 为 以 能 量 标 度 归 一 化 , 即 把 Ru 改 成 (33.5) 式 的 Re, 则 上 式 的 人 因子 消 
失 ;BE-0 时 ,Ra 保持 有 限 . 

在 库仑 斥 力 场 中 (U =a/r) 只 存在 正 能 量 本 征 值 的 连续 谱 . 从 数学 形式 上 讲 
来 ,把 库仑 引力 场 方程 式 中 的 7 改 成 - ", 就 可 得 到 斥 力 场 中 的 薛 定 户 方程 . 因 
此 ,(36.18) 式 作 同一 更 改 后 ,立刻 得 到 斥 力 场 中 的 定 态 波 函数 . 归 一 化 系数 仍 
由 渐 近 表 式 所 确定 ,所 得 的 结果 为 








Ru = to i 交 +% eae 
Cu =2ke "4 3 Ti IJ + 六 (36.27) 
r 很 大 时 这 个 函数 呈 下 列 渐 近 形式 : 
Ru~ 二 sin (kr -In 2kr -I +6,)， 
81=argT(1+1+ 二 )- (36.28) 
库仑 简 并 的 本 质 


粒子 在 库仑 场 中 作 经 典 运 动 时 ,这 种 形式 的 场 有 一 个 特殊 的 守恒 定律 ;如 果 
是 引力 场 , 则 有 ( 见 《力学 》§ 15) 


= 并-p xi = 常数 . (36.29) 
量子 力学 中 ,相应 算 符 为 
=- 工 -十 (pxi-ixp)， (36.30) 


容易 证 明 , 它 和 哈密 顿 量 户 = 广 pi -二 对 易 . 


@ 注意 ,这 个 函数 相当 于 ( !+ 二 】 <<r ct 运动 区 域内 所 用 的 准 经 典 近似 式 ( §49). 
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由 直接 计算 ,给 出 算 符 4; 之 间 以 及 它 和 角 动 量 算 符 之 间 的 下 列 对 易 关 系 : 
[bi,A] =ienh,, [Ah,h,]= -2ihesl,. (36.31) 
4 之 间 的 不 对 易 性 ,说明 4,,4,,4, 三 个 量 在 量子 力学 中 不 能 同时 有 定 值 . 
其 中 的 任 一 个 算 符 ,例如 A., 与 相应 的 角 动 量 分 量 i, 对 易 , 但 和 角 动量 平方 算 符 疡 
不 对 易 . 这 个 附加 守恒 量 的 存在 ,而 又 不 能 和 其 它 量 同时 测量 ,导致 了 能 级 的 附 
加 简 并 ( 见 $ 10) ,这 就 是 离散 能 级 的 “偶然 " 简 并 ,为 库仑 场所 特有 . 
这 种 简 并 性 的 由 来 ,还 可 以 用 量子 力学 库仑 问题 中 与 空间 旋转 对 称 性 相 比 
所 增 的 对 称 性 来 加 以 表述 (B. A. Box1935 ) . 为 此 ,我 们 注意 到 ,具有 固定 负 能 量 


值 的 离散 谱 态 中 ,我 们 可 把 (36. 31) 第 二 式 右 边 的 及 改 成 ,并 用 算 符 & = A,/ 
VY -2E 代 替 4,. 这 些 算 符 的 对 易 关 系 为 
[和 本] =ient, [Lid] = 和 2 (36.32) 
上 式 和 对 易 式 [i,,i,] =iewi, 放 在 一 起 ,形式 上 等 同 于 四 维 欧 氏 空间 中 无 限 小 转 
动 算 符 的 对 易 关 系 @. 这 就 是 量子 力学 中 库仑 问题 的 对 称 性 @. 
从 对 易 关 系 (36.32) 出 发 ,我 们 又 能 导出 库仑 场 中 的 能 级 表 式 @. 先 把 ?和 让 
改写 成 下 列 算 符 : 
有 = 六 (i+a)， = 地 (i -人 (36.33) 
对 此 ,有 
[hia] =iewhu, [jsfa] =ieuj， 
区 (36.34) 
上 式 等 同 于 两 个 独立 的 三 维 角 动量 矢量 的 对 易 关 系 式 . 因此 六 和 户 的 本 征 值 为 
让 OrD) 和 户 ( +1) ,其 中 广内 =0, 方 ,11 这,…,@ 另 一 方面 ,根据 算 符 和 i = 
r xP 的 定义 ,经 简单 计算 后 ,得 


加 此 时 1. ,1, ,人 代表 四 维 简 卡 儿 坐 标 系 *,y,z,u 中 yz,zx 和 xz 平 面 内 的 无 限 小 转动 算 符 ;人 他 ,站 
是 在 xu,yu 和 zu 平 面 内 的 无 限 小 转动 算 符 . 

加 ”在 波 函 数 的 动量 表象 中 显示 的 对 称 性 : 见 V. A. Fok ,Zeitschrift fur Physik 98 ,145 ,1935. 

图 这 个 推导 基本 上 与 W. 泡 利 (1935) 给 出 的 推导 相同 . 

国 “此 处 我 们 提前 提 到 了 角 动 量 在 $54 中 所 描述 的 性 质 (j 可 以 是 整数 和 半 整 数 ). 
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在 中 + 让 的 计算 中 ,又 一 次 把 甩 换 成 了 E. 从 而 有 

并 -法 = - 计 (11 瘟 ) =10+D)， 
(其 中 j=j, = 广 ) ,以 及 E= -1/2(2j+1)*. 其 中 记号 

2j+1=n, n=1,2,3,., (36.35) 
我 们 就 得 到 所 需 结果 E = -1/2n. 能 级 的 简 并 度 为 (2j, +1) x (2j, +1) = (21+ 
1)* = 民 , 是 应 有 的 结果 .最 后 ,由 于 = + 记 , 对 于 给 定 的 及 = 六 = 方 (n -1) , 轨 
道 角 动量 1 的 取 值 是 从 0 到 27=n -10. 
习 题 


1. 求 气 原 子 基态 中 动量 的 概率 分 布 四 . 
解 :基态 波 函 数 为 


| ay 
y= Royo =e™". 


所 
表象 中 的 基态 波 函 数 可 以 由 下 列 积分 求 出 : 

alp)= [wlr)e™ "ar 
[ 见 (15.10) 式 ], 上 式 的 积分 可 采用 球 坐 标 计算 , 取 极 轴 沿 己方 向 ;结果 得 


PP 空间 中 的 概率 密度 为 la(p) |/(2m) 


QD 能 级 对 不 同 ! 值 的 "偶然 " 简 并 也 出 现在 U= 习 mo?r 的 有 心力 场 运动 中 (三 维 振子 ; 见 $33 ,是 4). 这 
种 简 并 也 是 由 于 哈密 顿 量 的 额外 对 称 性 ,在 这 种 情况 下 ,对 称 性 之 出 现 是 因为 六 = 户 /2m + 二 mo 六 中 算 
符 六 和 坐标 x, 都 皇 平方 和 . 如 把 这 些 算 符 改 成 








~ mx 十 ii moxi —ip. 
= = 
VImhio Vinko 


我 们 得 
他 -| 全 “+ 到] 


此 式 对 算 符 2 ”和 人; 的 任意 么 正 变换 保持 不 变 , 这 些 么 正 变换 所 组 成 的 对 称 群 ,要 比 三 维 旋转 群 ( 它 使 任 
意 有 心力 场 中 的 粒子 哈密 顿 量 保持 不 变 ) 来 得 大 - 

量子 力学 中 库仑 场 和 振子 场 的 这 种 特殊 性 质 (偶然 简 并 的 存在 ) ,对 应 于 经 典 力学 中 这 些 场 (而 且 只 
有 这 些 场 ) 内 存在 着 封闭 粒子 轨道 的 事实 . 

回 题 1 和 题 2 中 采用 原子 单位 . 
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2. 求 氢 原子 基态 中 的 电子 和 原子 核 所 组 成 的 平均 势 场 . 
解 :在 任 一 点 了 处 “电子 云 "产生 的 平均 势 场 p., 是 由 电荷 密度 为 p = 
-yl 的 泊 松 方程 的 球 对 称 解 确定 的 : 
1d 


上 式 求 积 分 , 选 积分 常数 使 p.(0) 为 有 限 值 , 且 wp.(m ) =0, 再 加 上 原子 核 的 势 
场 后 , 即 得 
p= +p.(7) 后 (二 +1 je 
当 r<<l 时 ,有 yp~1/r( 核 场 ) ,而 当 r>>1 时 , 势 场 为 p=e-z( 核 被 电子 屏蔽 ) . 
3. 一 粒子 运动 于 势能 为 = 委 - 台 的 有 心力 场 中 








UW) 
(图 11), 试 求 其 能 级 . 
解 : 正 能 量 呈 连续 谱 , 负 能 量 是 离散 的 ;我 们 只 考虑 
后 者 . 人 
dR ， 2 dR ,2m BE 
2 [2 (1+1D) 点 - 乞 + 卫 ]R=0， 
(1) 
引入 下 列 新 变量 : 图 11 
p= mE,, 
并 令 
2m4 
(2) 
EE @) 


则 (1) 式 呈 下 列 形 式 : 
8 1 n s(s+1 
Rt Rt ( re 
这 和 (36.4) 具 有 同一 形式 . 因此 可 以 立刻 断定 ,满足 所 需 条 件 的 解 为 
R=p'e ”FF( -n+s+l,2s+2,p)， 
其 中 的 n-s-1=p 必须 是 一 个 正 整 数 (或 零 ) ,并 且 s 必须 取 (2) 式 的 正 根 . 按 定 
义 (3) ,我 们 得 知 其 能 级 为 


2Bm 2 BmA]-? 
-B= [2+1+,)/ ] 
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4. 同上 题 ,但 U0= 人 4+Br( 图 12). 
5 


解 : 此 题 只 有 离散 谱 . 本 定语 方程 如 下 : 








dR 2 dR 2m RT+1) A 1 

二 -所 -Br ]R=0. 
引入 变量 

Un 
和 人 
并 令 
1+1) + =2s(25 +1), 

fmE 

i kds i 
得 方程 





4 4 四 
当 & 一 wm 时 ,所 求解 的 渐 近 行为 如 e“ ,而 当 志 很 小 时 ,这 个 解 应 和 志 成 正比 ,其 


中 的 s 必须 取 正 值 
s=# [1+ [rn en]. 


因此 ,可 令 所 求解 星 下 列 形式 : 


1 
Cr 
| 人 下 | 


R=e Ew, 
则 得 ww 的 方程 为 
éw"+ (2 + -€)w tnw=0, 
从 而 得 
w=F( -n2s + 


其 中 的 n 必须 取 非 负 整 数 . 因而 发 现 所 得 的 能 级 是 等 间隔 的 无 穷 集合 : 
E, = 放 [4n+2 + /ry + ] =0.12… 
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对 任意 有 心力 场 中 的 运动 而 言 , 薛 定 刘 方 程 在 球 坐标 中 总 能 够 分 离 变 量 . 在 
库仑 场 的 情形 下 ,这 种 分 离 变量 法 也 能 在 抛物 坐标 系 中 实现 . 库仑 场 问题 在 抛物 
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坐标 系 中 的 解 , 对 于 某 些 问题 的 研究 特别 有 用 ,这 些 问题 中 的 某 一 空间 方向 具有 
特殊 性 ;例如 ,处 于 外 电场 中 的 一 个 原子 ( 见 877). 
抛物 坐标 系 &,n,9 是 由 下 式 定义 的 : 


<= /Feos p, y= Vsinp，:= 二 (人 -7)， (37.1) 
r= Vt tt) 
或 反之 : 
E=7+2, N=r-z, p=arctan (TT); (37.2) 


志和 ”的 取 值 可 以 从 0 到 ,p 是 从 0 到 27. 曲面 = 常数 和 ”= 常数 ,都 是 绕 z 
轴 的 旋转 抛物 面 . 并 以 原点 为 焦点 . 这 是 一 套 正 交 坐 标 系 . 长 度 元 由 下 式 给 出 : 











(44D? = 经 22(d6) + 统 2(dn)? +én(dp)”， (37.3) 
体积 元 为 
dy = (E+n) dédndp. (37.4) 
由 (37.3) 式 , 拉 普 拉 斯 算 符 可 表 为 
9 
A [ae (eam) ae (0) | Te RS 
库仑 引力 场 
1 2 
ey 
中 的 单 粒子 薛 定 廖 方程 呈 以 下 形式 : 
4 [0/,%W oy 1 oy - 
Be Lae (ee sl w]e én op +2(£ 4 Va) 
令 本 征 函 数 少 呈 下 列 形 式 : 
= (Ef (ne™, (37.7) 


其 中 的 m 是 磁 量子 数 .上 式 代入 (37.6) 并 乘 以 了 (#+) ,分 离 和 四 变量 ,得 
和 所 的 两 个 方程 式 : 
we 
df 
志 1)+ + [35 了 4 守 +8.]/=0 


其 中 的 分 离 参 量 B， 的 关系 为 
B+B, =1. (37.9) 


dh 1 m” 
IB-==+h [f=0 
[s 全 | (37.8) 
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我 们 来 考虑 离散 能 谱 ( 已 <0). 引入 下 列 各 量 代替 E,&,n: 





RE p: = V= 耳 = 三， 六 = 也 ， (37.10) 
得 /的 方程 为 
dh 1 i 1 rinial a 
人 
对 万 可 得 同样 的 方程 ,其 中 
m= -+ +ng,, m= -+g,. (37.12) 


与 求解 (36.4) 式 相似 ,我 们 发 现 , 当 p, 很 大 时 ,f; 如 同 e- 关 ,而 当 p, 很 小 
时 ,如 同 p 吉 "' .因此 可 设 (37.11) 式 之 解 星 下 列 形式 : 
fi(p1) =e ph", (p1) 
(对 太 而 言 也 有 类 似 的 式 子 ). 结果 得 w, 的 方程 : 
piaf+(Iml+l-p)wl+mal =0. 
这 又 是 合流 超 几何 函数 的 方程 . 满足 有 限 性 条 件 之 解 为 
w=F( -n,ml+1,p,), 
其 中 的 由 必须 是 一 个 非 负 整 数 . 
可 见 在 抛物 坐标 中 ,离散 谱 的 每 一 个 定 态 是 由 这 样 三 个 整数 确定 的 : 即 抛物 
量子 数 mn， 和, ,以 及 磁 量子 数 m. 对 主 量子 数 n 而 言 ,由 (37.9) 和 (37.12) 式 得 
n=n +n+ lml +1. (37.13) 
至 于 能 级 ,当然 和 以 前 所 得 的 (36.9) 式 相同 . 
对 给 定 的 而 言 ,Iml 可 取 0 到 n-1, 共 n 个 不 同 的 数值. 固定 和 1mi 以 
后 ,mi 尚 可 取 n- lml 个 不 同 的 数值 ,从 0 到- Iml -1. 再 考虑 到 对 给 定 的 1ml 
我 们 可 以 选取 m = + lm1 两 种 不 同 的 函数 . 因此 ,对 一 个 给 定 的 n 值 而 言 ,一 
共有 





a 
2 》 (n-m)+(n-0)=m 


个 不 同 的 态 ,这 和 $ 36 中 所 得 的 结论 一 致 . 
离散 谱 的 波 函数 yn 应 按 下 列 条 件 归 一 化 : 


J wannav= 计 上 js 全 onan (E+n) dédndp =1. (37.14) 
归 一 化 后 的 波 函数 具有 下 列 形式 : 


“a -各 (EE) [| (37.15) 


其 中 
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1 ml)! = 
证 et Pe -pslml +l,p)e -api (37.16) 


与 球 坐标 中 的 不 同 , 抛 物 坐标 中 的 波 函 数 对 z =0 的 平面 是 不 对 称 的 . mw > 
ma 时 ,发 现 粒子 的 概率 在 =>0 的 方向 大 于 :<0 的 方向 ,n, <m 时 则 反之 . 

连续 谱 (E >0) 情 形 下 ,(37.8) 式 中 的 B, 和 p, 参量 都 取 实 的 连续 值 [ 当然 
仍 有 (37.9) 式 的 关系 ]. 我 们 不 准备 把 这 种 情形 下 的 波 函 数 写 出 来 ,因为 通常 不 
大 用 到 . 如 果 把 (37.8) 式 看 作 “ 本 征 值 "B, 和 p, 所 应 满足 的 方程 式 , 则 B 和 
还 可 以 取 复数 值 (E>0 时 ). 与 此 相应 的 波 函 数 将 在 $ 135 中 写 出 ,我 们 在 该 节 
中 利用 它们 去 求解 库仑 场 中 的 散射 问题 . 

定 态 In,nm) 的 存在 导致 一 个 附加 守恒 律 (36. 29). 在 这 些 态 中 ,能 量 以 及 


量 1,=m 和 4, 均 有 定 值 .计算 算 符 4, 的 对 角 和 矩阵 元 ,给 出 


A= (37.17) 
其 中 心 =m -n,,“ 角 动量 "j, 和 户 的 分 量 值 为 
六 = 冯 (m +mi 一 ma ) = , 
(37.18) 


mW 
(mt ) ph 


根据 In,n,m) 态 ( 即 1npps) 态 ) 的 这 些 性 质 容易 建立 起 它们 与 1nim) 态 之 间 
波 函数 的 关系 . 由 于 1=j, + 所, 这 两 个 表象 间 的 相互 变换 ,基本 上 就 是 $106 中 
讨论 的 两 个 角 动 量 相 加 时 的 波 函 数组 合 问题 . 所 以 用 “ 角 动 量 "j, 和 户 来 表述 
时 ,1nlm) 和 Iln,nsm) 态 可 写 为 lilm) 和 jijips) 态 ,根据 (36.35) 和 (37.13)， 
我 们 有 


i i 
i=h=F(n-1)=7(m +nm+ lml). (37.19) 


根据 一 般 公式 (106.9) 一 (106. 11) ,得 到 (D. Park ,1960) 
pan = > ml pp) Ys 


= 
(37. 20) 


= Lp + pe | Ha ) Yum 
Ym = Bp tpl ppa)y 
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苹 定 刘 方 程 的 精确 解 只 有 在 少数 简单 情形 下 才能 找到 ,对 量子 力学 中 的 大 
多 数 问 题 来 讲 ,所 得 的 方程 过 于 复杂 ,很 难 精确 解 出 .但 是 往往 有 这 样 的 情形 ,在 
所 给 问题 的 条 件 中 ,各 量具 有 不 同 的 数量 级 ; 当 我 们 把 其 中 较 小 的 量 略 去 以 后 ， 
这 个 问题 有 可 能 变 得 十 分 简单 ,以 致 可 以 求 出 它 的 精确 解 . 在 这 种 情形 下 ,求解 
这 个 物理 问题 的 第 一 步 ,是 求 出 简化 问题 的 精确 解 ,第 二 步 ,是 计算 由 于 在 简化 
问题 中 略 去 了 较 小 项 而 引起 的 误差 . 计算 这 种 误差 的 一 般 方法 , 称 为 微 扰 论 . 

我 们 假定 某 一 给 定 物理 系统 的 哈密 顿 量 呈 以 下 形式 : 

启 = 房 + 六 

式 中 的 广 是 未 受 扰 算 符 记 的 微小 修正 (或 称 微 扰 项 ). 在 $38 和 §39 中 ,我 们 
只 考虑 与 时 间 无 关 的 微 扰 (对 所 也 作 同 样 的 假定 ). 能 把 六 看 作 是 “小 于 " 算 符 
所 的 必要 条 件 ,将 在 下 面 推导 . 

离散 谱 的 微 扰 论 问题 ,可 按 下 列 方式 表述 . 假定 未 受 扰 算 符 刀 的 离散 谱 本 
征 值 El 及 其 本 征 函 数 少 "都 是 已 知 的 , 即 下 列 方程 的 精确 解 是 已 知 的 : 

By =Ey0. (38.1) 

现在 欲求 下 列 方程 的 近似 解 : 
By= (B+)y=Ey, (38.2) 
也 就 是 求 受 扰 算 符 及 的 本 征 值 E, 和 本 征 函数 少 所 具有 的 近似 表 式 . 

本 节 中 ,我 们 假定 算 符 入 的 所 有 本 征 值 都 是 无 简 并 的 . 同时 为 了 使 结果 简 
单 起 见 ,暂时 假定 本 征 值 只 有 离散 谱 . R 
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为 方便 计 ,最 好 采用 矩阵 形式 的 计算 方法 . 为 此 ,我 们 先 把 欲求 的 yy 函数 对 
录 函数 组 展开 : 
y= > cp, (38.3) 
把 这 个 展 式 代 人 (38.2) 式 ,得 
TE = 5 py 


上 式 两 边 各 乘 Vi" ”后 再 积分 ,得 
0 (38.4) 


我 们 在 这 里 引入 了 微 扰 算 符 六 对 未 受 扰 函 数组 wy” 而 言 的 矩阵 Wo : 
v= oa (38.5) 
我 们 把 系数 c。 和 能 量 已 表 成 以 下 的 级 数 形式 : 


为 = 再 (0 +E + +.,0, =cto +c + 


其 中 的 Bm 和 ch 具有 与 微 扰 六 同样 小 的 数量 级 ,E 和 ec 具有 二 级 小 的 数量 
级 ,以 此 类 推 . 
现在 来 求 第 ”个 本 征 值 和 其 本 征 函数 的 修正 问题 ,此 时 ,可 令 c=1,mzn 
的 ef =0. 求 第 一 级 近似 时 ,我 们 把 已 = BE + BE see =efo +elo 代入 (38.4) 
式 ,只 保留 该 式 中 的 一 级 小 项 . 由 k=n 的 该 式 给 出 
BE = = [ys dg. (38.6) 


故 本 征 值 Bp;” 的 一 级 修正 等 于 微 扰 项 在 yw,” 态 中 的 平均 值 . 
(38.4) 式 当 上 关 n 时 给 出 
Vs 
! Er Er 
而 el? 还 没有 确定 ; 它 必 须 这 样 选取 ,使 得 函数 内 = ”+w 业 ”在 含有 一 级 小 项 
为 止 的 情形 下 得 到 归 一 化 . 根据 这 一 点 ,我们 须 使 4”=0. 由 于 下 列 函 数 
V, 
w= 有 Pr (38.8) 
( 式 中 的 撤 号 代表 求 和 时 除去 m=n 的 项 ) 是 和 w” 正 交 的 , 故 1yws”+w," 1 的 
积分 与 1 只 差 一 个 二 级 小 量 . 
(38.8) 式 确定 了 波 函 数 的 一 级 近似 修正 . 由 此 式 可 以 附带 地 看 出 上 述 微 扰 
法 的 适用 条 件 . 这 个 条 件 就 是 下 列 不 等 式 必须 成 立 : 
IVil << IE EO, (38.9) 
这 就 是 说 , 算 符 六 的 矩阵 元 必须 远 小 于 那 两 个 未 受 扰 能 级 间 的 相应 间距 . 


+ 


k#n (38.7) 
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其 次 ,我 们 来 求 本 征 值 By 在 二 级 近似 中 的 修正 . 为 此 ,我 们 把 E=E,” + 
BO +E 和 ce =e +ef +cp 代入 (38.4) 式 ,观察 该 式 中 的 二 级 小 项 . 当 
人 = n 时 ,由 该 式 给 出 
Eee = 三 Ye 


故 
1 


= Dn 


(38.10) 


[我 们 已 把 ct = py py 


注意 ,基态 能 级 的 二 级 近似 修正 永远 是 负 的 ;因为 ,如 果 有 "对 应 于 最 低 的 
能 量 值 , 则 (38. 10) 式 中 所 有 的 求 和 项 都 是 负 的 . 

更 高 级 近似 可 以 用 同样 的 方法 计算 出 来 . 

以 上 所 得 的 结果 ,可 以 立刻 推广 到 所 算 符 也 有 连续 谱 的 情形 (但 微 扰 仍 和 
以 前 一 样 ,应 用 于 离散 谱 的 一 个 态 ). 为 此 目的 ,我 们 只 要 在 离散 谱 的 求 和 式 中 
加 进 一 项 连续 谱 的 相应 求 积 式 . 我 们 用 下 标 ”来 区 分 连续 谱 中 的 各 个 态 ,> 的 值 
域 是 连续 的 ;我 们 按 惯例 把 > 理解 为 一 组 物理 量 的 数值 ,这 组 数值 足以 对 该 态 进 
行 完全 描述 (连续 谱 的 态 往往 是 简 并 的 ,这 时 仅仅 能 量 值 本 身 还 不 足以 确定 这 
个 态 ) ,这 样 一 来 ,比如 (38. ee 


We Er B+ /mt Ye dy. (38.11) 
其 它 公 式 也 作 类 似 的 修改 . 
还 有 一 个 公式 值得 一 提 , 此 式 是 用 函数 组 y, =w ”+w'" 算出 物理 量 / 的 


矩阵 元 的 微 扰 值 ,采用 (38.8) 式 给 出 的 yw ,精确 到 一 级 项 为 止 ,不 难 求 得 如 下 
的 表 式 ， 


Ev 代入， 并 且 应 用 了 算 符 疙 的 厄 米 性 := Vi;,]. 


,pf ,Vf 
ff 4 和 六 i (38.12) 
第 一 个 求 和 式 中 的 kn, 第 二 个 求 和 式 中 的 km. 
习 题 


1. 求 本 征 浮 数 的 二 级 近似 修正 y 中 。 
解 :cf (kn) 系数 可 以 由 上 关 n 并 写 到 二 级 项 为 止 的 (38.4) 式 算出 ,至 于 
cf 系数 可 这 样 选 取 , 使 沙 。= 纱 (0 + 业 ' + 汪 ) 函数 在 包含 二 级 项 为 止 的 情形 下 


人 @@ 这 里 的 波 函数 4") 应 按 > 的 5 函数 归 一 化 : 


838 与 时 间 无 关 的 微 扰 "125 . 








得 到 归 一 化 . 结果 得 
We i Ta cp Va Vy 允 
1 
1 (0) Vl? 
2 
式 中 引进 了 频率 


wn = -EY) 
2. 求 能 量 本 征 值 的 三 级 近似 修正 . 
解 : 写 出 上 = 时 (38.4) 式 中 的 三 级 小 项 ,我 们 得 
a 
i i 3 寺 二 
3. 求 一 非 谐 线性 振子 的 能 级 ,其 哈密 顿 量 为 
hn -全 + 人 +ax’ +Bx'. 
解 :利用 x 的 矩阵 元 表 式 (23.4) ,再 根据 矩阵 的 乘法 规则 ,可 以 直接 求 出 x? 
和 x 的 答 阵 元 . 我 们 发 现 不 等 于 零 的 x? 矩阵 元 有 


(2) (0) (去) /Een -2), 
wn 
0 


这 两 个 矩阵 的 对 角 元 等 于 零 , 故 哈密 顿 量 中 的 ax; 项 (看 作 谐振 子 的 一 个 微 扰 
项 ) 在 一 级 近似 中 的 修正 值 等 于 零 . 这 一 项 的 二 级 近似 修正 和 px'! 的 一 级 近似 修 
正 具有 相同 的 数量 级 .x* 的 对 角 矩 阵 元 呈 下 列 形式 : 

(ze) ( 直 ) .3G2m +2n+1)， 
应 用 一 般 公式 (38.6) 和 (38.10) ,我 们 求 得 这 个 非 谐振 子 能 级 的 下 列 近 似 表 式 : 

1 lSa l/h) 11 
到 =ho (n+ 2 ) 让 人吉 (w+n+5) > 
3 攻 全 全 1 

tab (ne) (rn+s): 

4. 一 个 具有 无 限 高 势 壁 的 球形 势 阱 ,经 微小 形变 (体积 不 变 ) 变 成 一 个 半 轴 
为 a=b 和 < 的 略 长 或 略 扁 的 旋转 球体 . 求 此 变形 阱 内 粒子 能 级 的 分 裂 
(A. B. Marxan, 1959). 

解 : 阱 壁 的 方程 为 
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< 
通过 变量 变换 :x 一 ax/R,y—ay/R,z>cz/R, 上 式 化 成 +) +z =RR* ,这 是 半径 
为 尺 的 球 方程 . 这 个 变换 把 粒子 的 哈密 额 量 和 月 = 记 /2M = -及 A/2M(M 为 粒子 
质量 ,能 量 则 从 阱 底 算 起 ) 变 成 户 = 访 + 六 其 中 
ee 
t= 2864， 
er [a s R* 0 
Le -2x| (天 ) (ge) (a 上 ) 
从 而 把 椭 球 阱 中 的 运动 化 成 了 球 阱 中 运动 的 问题 . 如 果 这 个 椭 球 和 半径 为 R= 
(ase) “的 球 相差 不 多 , 则 六 可 看 作 微 扰 . 引入 椭 度 B( 1B1 <<1) 按 下 式 定义 
|! 2 
a~R (1-38), ~R (1+38), 





微 扰 算 符 可 写成 
Ba sy 
V=3%P -3P:). 
一 级 微 扰 论 中 ,粒子 能 级 与 球 阶 能 级 的 差别 为 
= 已 -EC = (nimlVinim), 
1 和 mm 是 粒子 角 动 量 及 其 沿 椭 球 轴 的 分 量 ;n 是 球 阶 中 具有 给 定 1 值 的 能 级 编 


号 , 它 与 m 无 关 . 由 于 p? -3p? 是 不 可 约 无 迹 张 量 64p” -3pips 的 zz 分 量 ,根据 
(107.2) 和 (107.6) ,(nlm1ylnlm》 和 矩阵 元 正比 于 


bl LE . 中 


机 全 ) (nolyina). 


因而 
(nlmlVlnlm) = (1- 


31 符号 表 见 $ 106. 
其 次 ， 


二 


(m01VInl0) = 二 BE +p 和 (no | 二 |n0) 王 
3BE +B Hn | 


2 让 「『 | ay 

=3pc9 -6 和 | 这 

第 一 项 中 ,我 们 利用 了 球 阱 中 的 莅 定 证 方程 所 Ws = EW, 第 二 项 进行 了 分 
部 积分 .采用 (28.11) 式 的 yo ,我 们 求 出 Wo = Ru(r)ya(6,p) 的 微 商 为 


= (cos Oa -ae ) yn = 


2 
ridrdo. 
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i(1+1) (x .下 
i 记 光 和 


VAP -1 


(Rs + a, ) Ys.. 





基 


径 部 的 积分 用 下 列 公式 计算 : 
a 和 
上’ RuR'rdr = “< 二 Rzdr， 


Rdr= 32 -U1+1) 厂 Rdr 


这 些 公式 是 用 分 部 积分 和 径 向 葵 定 启 方 程 (33.3) 导 出 的 : 
a QM 
Rit DR 2 

含有 RR 的 被 积 项 相 消 ,最 后 得 
< ll+1) i 
AE =4B a7 -1 ta1737 [ry -本 ] 2 





注意 到 

i Bi By 
说 明 多 重 谱 线 的 “重心 "没有 位 移 . 
$39 久 期 方 各 


现在 回 到 未 受 扰 算 符 所 的 本 征 值 具有 简 并 时 的 情形 .我 们 用 ,yy ，… 
代表 属于 同一 能 量 本 征 值 ”的 一 套 本 征 函 数 . 我 们 早已 知道 ,这 一 套 本 征 函 
数 的 选择 方式 不 是 唯一 的 ;可 以 把 它们 线性 组 合 起 来 ,从 中 任意 选 出 * 个 独立 的 
函数 (* 为 El， 能 级 的 简 并 度 ) ,来 代替 原来 的 那 套 函 数 . 但 是 ,如 果 要 求 这 些 波 
函数 在 微 扰 的 作用 下 改变 都 很 小 ,那么 ,这 套 函 数 的 选择 方式 就 不 再 是 任意 
的 了 . 

现在 我 们 把 yw” ,yw!W”,… 理 解 成 为 任意 选 定 的 一 套 未 受 扰 本 征 函 数 . 在 零 级 
近似 中 ,正确 的 零 级 近似 波 函 数 应 该 是 它们 的 线性 组 合 , 星 cy + ey +… 
形式 . 其 中 的 组 合 系数 可 以 和 本 征 值 的 一 级 修正 同时 求 出 来 ,其 步骤 如 下 . 

我 们 写 出 上 =n,n',… 的 (38.4) 式 ,在 一 级 近似 中 ,把 E=EW +E 代入 ;至 
于 ct, 只 要 用 零 级 近似 值 就 足够 了 , 即 6, = cto ,cs = cm 闫 n,n'… 的 c= 
0. 于 是 得 

有 于 本 


或 


* 128 . 第 六 章 微 扰 论 





区 (=- 尼 05)cto =0, (39.1) 


其 中 的 n,n' 遍 取 未 受 扰 本 征 值 El 所 属 各 态 的 各 种 编号 值 . 这 是 一 套 以 人 
未 知 数 的 齐 次 线性 方程 组 ,如 果 这 些 未 知 数 前 的 系数 所 组 成 的 行列 式 等 于 零 , 这 
套 方程 就 有 非 零 解 . 因此 可 得 下 列 方程 : 

IV. -E61 =0. (39.2) 

这 是 一 个 E' 的 s 次 代数 方程 式 , 一 般 讲 来 具有 * 个 不 同 的 实 根 . 这 些 根 就 
是 欲求 的 那个 本 征 值 的 各 种 一 一 级 修正 . (39.2) 式 称 为 久 期 方程 0. 我 们 注意 到 ， 
各 根 之 和 等 于 所 有 对 角 元 V,, ,Vy ,之 和 (这 个 和 等 于 久 期 方程 中 [BO ]…' 前 
面 的 系数 ) . 

把 (39.2) 式 的 * 个 根 依次 代入 方程 组 (39.1) 中 , 解 出 后 ,可 得 。 套 cf 系 
数 , 从 而 求 得 * 个 零 级 近似 本 征 函数 . 

我 们 注意 到 ,经 过 微 扰 以 后 ,原来 的 简 并 能 级 一 般 讲 来 不 再 简 并 [ (39.2) 式 
一 般 讲 来 没有 重 根 ].; 或 者 说 , 简 并 度 被 微 扰 所 解除 . 简 并 度 的 解除 可 以 是 全 部 
的 ,也 可 以 是 部 分 的 (在 后 一 种 情况 下 ,加 入 微 扰 后 简 并 仍 存在 ,但 其 简 并 度 小 
于 原来 的 简 并 度 ). 

也 有 可 能 发 生 这 样 的 情形 ,由 于 某 种 原因 ,属于 同一 能 级 的 各 个 简 并 态 n， 
n',… 之 间 的 跃迁 和 矩阵 元 全 都 非常 小 (甚至 是 零 ). 这 时 ,我 们 不 但 要 计 及 一 级 矩 
阵 元 Vn, 还 要 计 及 高 级 的 不 同 能 级 之 间 的 路 迁 矩 阵 元 V,, (mn,n',…). 我 们 
来 计算 二 级 近似 的 ,矩阵 元 . 

在 (38.4) 式 中 k=n 时 , 令 式 左 的 E=E + EW" (保留 记号 Em ,作为 目前 
近似 下 的 能 量 修正 值 ) ,并 用 es 代替 c,. 由 于 mzn,n',… 时 所 有 cl =0, 我 
们 有 


人 包 Wd (39.3) 
当 上 =m 关 n,n',… 时 ,精确 到 一 a (38.4) 式 ,给 出 
[Be Be ee, 
- 
= 5 goer 
代入 (39.3) 式 ,得 L Y 


Mp 3 (5 +t). 


外 这 个 名 词 来 自 天 体力 学 
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这 组 方程 代替 了 (39. 1) ;方程 组 的 相 容 条 件 又 导致 久 期 方程 , 它 和 (39.2) 的 差 
别 在 于 作 了 下 列 替代 : 


(39.4) 





1. 求 一 个 两 重 简 并 能 级 的 零 级 近似 波 函 数 以 及 本 征 值 的 一 级 近似 修正 值 . 
解 :(39.2) 式 现在 呈 下 列 形 式 : 
i “= Ws 
.20 | 
(下 标 1 和 2 对 应 于 这 个 两 重 简 并 能 级 的 两 个 任意 选 定 的 未 受 扰 本 征 函 数 幼 | 
和 ). 解 之 ,得 


EY =3[CV + Va) +ho"], (1) 
其 中 ,记号 ho = VV Va) +41Va 0, 


代表 两 个 修正 能 级 EC 之 差 .再 解 具有 以 上 已 () 值 的 (39.1) 式 ,可 得 罕 级 近似 归 
一 化 波 函 数 砂 0 = efouf +clYW 中 的 系数 ,其 值 为 


ral +] I (2) 


全 = {1 me]}. 


2. 推导 一 级 近似 的 本 征 函数 修正 式 , 以 及 二 级 近似 的 本 征 值 修正 式 ， 

解 :我 们 假定 由 已 经 是 正确 的 零 级 近似 波 函 数组 . 由 这 些 波 函 数 所 定义 
的 Fw 矩阵 对 下 标 mn'( 属 于 同一 简 并 能 级 的 一 组 函数 ) 而 言 显 然 是 对 角 的 ,并 
且 对 角 元 了 ,Vs，… 分 别 等 于 一 级 近似 中 的 各 种 修正 值 E' ,EW ，… 

现在 来 考虑 本 征 函 数 由 的 微 扰 问题 .在 零 级 近似 中 ,E = Bo ,es i 
mm 关 n 的 ct =0. 在 一 级 近似 中 ,我 人 有 忆 =El +V,,cs=1+ct ,cs =cb. 写 出 
闫 n,n'… 的 方程 组 (38.4) ,保留 其 中 的 一 级 项 : 














(CE -Eco = Vet =V, 
故 
V. 
a = peor ek n sn (1) 
i 


其 次 ,我 们 写 出 上 =n' 的 方程 式 , 保 留 其 中 的 二 级 项 : 
BV pe + Dr Ve 


,130 . 第 六 章 微 扰 论 





(mm 的 求 和 式 中 略 去 mh=n,n',… 的 项 ). 把 E4 =V, 以 及 (1) 式 中 的 cs) 代入 ， 
n' 关 n 时 得 
Vy, 


1 1 Vm Vm 
Oe (2) 


(这 个 近似 中 的 cs 等 于 零 ). (1) 式 和 (2) 式 确定 了 该 组 本 征 函 数 在 一 级 近似 
中 的 修正 值 y” = > ery 


最 后 , 写 出 k=n 时 (38.4) 式 中 的 二 级 项 ,可 得 下 式 所 示 的 二 级 能 量 修 正 : 
入 村 


EY = 2 pe ys (3) 





上 式 在 形式 上 等 同 于 (38.10) 式 . 

3. 设 有 一 系统 ,在 1=0 时 刻 处 于 两 重 简 并 能 级 的 小，” 态 中 .在 某 一 恒定 微 
扰 的 作用 下 发 生 跃 迁 , 求 1 时 刻 该 系统 跃迁 到 同一 能 级 的 由” 态 的 概率 . 

解 :我 们 令 正 确 的 零 级 近似 波 函 数 为 

WV=c toa, Y= +esy, 

其 中 的 clycy 和 cl,c!, 就 是 题 1 的 (2) 式 所 确定 的 两 对 系数 (为 简单 计 我 们 把 所 
有 各 量 中 的 标号 ”全 部 略 去 ). 

反 过 来 ,有 
cy -ca 

Ne 
小 和 "是 分 属于 受 扰 能 量 值 E+EW 和 羽 +E" 的 两 个 态 ,其 中 的 EW 和 是 
题 1 中 的 (1) 式 所 示 的 两 个 修正 值 . 引入 时 间 因 子 后 ,就 过 渡 到 与 时 间 有 关 的 波 
函数 : 
| lie 条 (NE 1 DEY 

a = ee -cw'e ] 
(4=0 时 ,= 由 ,). 最 后 ,再 把 上 式 中 的 由 和 小 ' 表 成 由 ， 和 汪 ;， 寻 , 就 变 成 办 和 
的 线性 组 合 , 其 组 合 系 数 与 时 间 有 关 . 小, 函数 前 系数 的 模 量 平方 值 就 是 欲求 
的 跃迁 概率 ua. 把 题 1 中 的 (1) 式 和 (2) 式 代入 ,算出 
21V..1? 
Cho 
我 们 看 到 ,这 个 概率 随时 间 周 期 性 地 变化 ,其 频率 为 0 和". 

当时 间 上 远 小 于 本 题 中 的 周期 时 ,上 式 的 中 括号 与 已 成 正比 ,从 而 wai 也 与 


到 = 


[1 -ceos wt]. 





Wy = 


人 @@ 注意 (1) 和 (2) 中 的 各 量 必须 很 小 (这 是 本 微 扰 法 的 适用 条 件 ) ,这 个 条 件 只 要 求 属于 不 同 能 级 
的 跃迁 矩阵 元 满足 条 件 (38.9). 至 于 属于 同一 简 并 能 级 的 跃迁 矩阵 元 ,可 由 久 期 方程 精确 ( 在 一 定 的 意义 
下 ) 算 出 . 
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已 成 正比 : 
本 = IVa 
此 式 可 用 下 节 所 给 的 方法 [应 用 (40.4) ] 十 分 简单 地 获得 . 
$40 与 时 间 有 关 的 微 扰 
现在 研究 明显 地 依赖 于 时 间 的 微 扰 . 一 般 讲 来 ,我 们 在 这 种 情况 下 谈 不 上 本 


征 值 的 修正 问题 ,因为 当 哈密 顿 量 依赖 于 时 间 时 [例如 受 扰 后 的 算 符 为 六 = 


所 + 六 (4) ] ,能 量 不 再 守恒 ,因而 也 就 不 存在 定 态 .我 们 在 这 里 提出 的 问题 ,只 是 
从 未 扰 系 统 的 定 态 波 函 数 出 发 ,对 该 波 函 数 进行 近似 计算 . 

为 此 ,我 们 应 用 一 种 方法 ,类似 于 求解 线性 微分 方程 组 时 熟知 的 常数 变易 法 
(P.A.M. Dirae,1926). 设 "(含有 时 间 因 子 ) 为 未 扰 系 统 的 定 态 波 函 数 . 此 
时 ,未 受 扰 波 方程 的 一 个 任意 解 可 以 表 成 罗 = 对 osWi” 的 形式 .现在 来 求 下 
列 受 扰 方 程 的 解 : 

访 疆 =( 记 + 让， (40.1) 
把 这 个 解 表 成 以 下 的 求 和 式 : 

更 = oyCe) WY (40.2) 
其 中 的 展开 系数 都 是 时 间 的 函数 . 把 (40.2) 式 代入 (40.1) 式 中 考虑 到 所 有 的 


”函数 都 满足 下 列 方程 : 


,op 


这 FF = 房 到 " ， 





我 们 得 
入 到 至 - aa . 
上 式 两 边 左 乘 炎 ，”” 后 ,积分 得 
he 辽 V(t)a,, (40.3) 
其 中 的 
V0) = [yy dg = Ve™, 


(0) te) 
EW Et 


加 
为 含有 时 间 因子 的 微 扰 项 矩阵 元 (必须 注意 , 当 六 显 含 : 时 ,Vi 也 是 时 间 的 函 





中， 
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数 ). 

我 们 取 第 n 个 定 态 的 波 函 数 作为 未 受 扰 波 函 数 ,(40.2) 式 中 的 相应 系数 值 
为 al? =1,k 关 n 的 al =0. 求 一 级 近似 时 ,(40.3) 式 左边 的 a 写成 a = ago + 
ai ,右边 则 用 a = at" 代入 (因为 其 中 已 经 包含 了 一 级 小 量 V,,) .结果 得 


《7 

入 全 =V,(0). (40.4) 
为 了 能 够 表明 所 算 的 修正 究竟 属于 哪个 未 受 扰 函 数 ,我 们 在 a, 系数 中 加 进 第 二 
个 下 标 ,写成 





到 = > oat) Wn. 
据 此 ,我 们 可 以 把 (40.4) 式 的 积分 结果 写成 以 下 的 形式 : 
六 (5) [ou= - 全) f Veds, (40.5) 
这 个 式 子 确定 了 一 级 近似 波 函 数 . 
现在 我 们 来 更 详细 地 考察 微 扰 项 疙 为 时 间 的 周期 函数 这 一 重要 情形 ,六 的 
形式 为 
V=Fe-™ +Ce™, (40.6) 
其 中 的 户 和 6 都 是 和 时 间 无 关 的 算 符 .由 于 六 是 厄 米 的 ,我 们 必须 有 


e+Gew = 六 em +Grewm， 


由 此 得 G = 玉 * , 即 
[je (40.7) 
应 用 这 个 关系 式 ,我 们 有 
V(t) 人 Ve 六 Fee) Foe) (40.8) 
代入 (40.5) 式 并 进行 积分 ,我 们 得 到 下 列 波 函 数 展开 系数 : 
F, ev) Fi e'sm*e) 
a 二 hn ak (40.9) 


hw =w) (ws, +w)” 
这 个 表 式 只 有 分 母 都 不 等 于 零 时 才能 应 用 , 即 所 有 的 k(n 为 给 定 ) 必须 满足 
慌 (9 —E'" 天 + fw. (40.10) 
许多 应 用 问题 中 ,要 用 到 任 一 物理 量 / 对 受 扰 波 函数 而 言 的 矩阵 元 . 一 级 近 
似 中 我 们 有 
fslt) =A(D + (2), 
其 中 的 


@@ 精确 来 讲 ,这 个 表 式 中 的 分 母 都 不 能 很 小 ,否则 c4 就 不 能 远 小 于 1. 
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[0 = [pj = fae, 
局 ( = JI + wf Jdg. 
把 炎 "”= a yi 代入 上 式 , 式 中 的 ass 由 (40.9) 式 所 确定 , 易 得 所 求 的 表 


式 为 


a 


A 
(= | Kwr -oJ ey 
Dp fF 
i se le (40.11) 


这 个 表 式 只 有 当 每 一 项 都 不 太 大 时 才能 应 用 , 即 所 有 的 频率 wu ,ws 全 都 不 能 太 
接近 于 w. 当 w =0 时 ,上 式 回 到 (38.12) 式 . 

以 上 给 出 的 各 种 公式 ,都 是 对 只 具 离 散 谱 的 未 受 扰 能 级 而 言 的 .但 是 这 些 公 
式 可 以 立刻 推广 到 还 具 连 续 谱 的 情形 中 去 (和 以 前 一 样 ,我们 所 考虑 的 微 扰 是 
对 离散 谱 中 的 态 而 言 的 ) ;这 只 要 在 离散 谱 能 级 的 求 和 式 中 ,简单 地 补充 一 项 对 
连续 谱 的 相应 求 积 式 就 可 以 了 . 这 些 公式 中 的 能 量 以 ” ,现在 不 但 能 取 离散 谱 中 
的 各 种 数值 ,而 且 能 取 连 续 谱 中 的 各 种 数值 ,但 是 必须 保证 (40.9) (40. 11) 式 中 
的 分 母 ww +w 没有 一 个 等 于 零 . 如 果 连 续 谱 处 于 整个 离散 谱 能 级 的 上 面 ,那么 ， 
在 这 种 常 遇 的 情况 下 ,除了 (40.10) 以 外 ,还 需要 补充 下 列 条 件 

EW -E>fhw, (40.12) 
其 中 BC 为 该 连续 谱 的 最 低能 级 . 
习 题 

设 有 一 周期 性 微 扰 ( 呈 (40.6) 形 式 ) ,其 频率 ww 满足 已 -已 = 有 (w+e)， 
8 是 一 个 小 量 , 求 薛 定 词 方程 第 本 个 解 和 第 m 个 解 受 这 种 周期 微 扰 后 的 改变 量 . 

解 : 本 节 所 讲 的 方法 在 这 里 不 适用 ,因为 (40.9) 式 中 的 aww 系数 现在 变 得 太 
大 .我 们 要 从 精确 方程 (40.3) 重 新 出 发 ,该 式 中 的 ut(t) 由 (40.8) 式 给 出 .很 明 
显 ,(40.3) 式 右边 的 各 个 求 和 项 中 ,最 重要 的 贡献 是 来 自 这 样 一 些 项 ,这 些 项 中 


的 时 间 关系 由 微小 频率 w。,-w 所 确定 , 略 去 所 有 其 它 各 项 后 ,我 们 得 到 以 下 两 
个 联 立 方程 : 


我 们 作 下 列 替代 
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G0" =b,, 
得 以 下 两 个 方程 : 
hd, =F,,b,, if(b,-igb,)=F,a,. 

消去 a 后 ,得 

六 -ie 有 +1F.,125,/#P=0 
这 个 方程 组 的 两 套 独 立 解 可 以 取 成 

a, =4ee， 4 (1) 
和 

a = Be-m， 0 =B Io-e (2) 


其 中 的 A 和 B 都 是 常数 (它们 由 归 一 化 条 件 确 定 ), 式 中 应 用 了 下 列 记号 ; 


好 
= -人 +,m = 全 +0，0= /+ ,n= 


因此 ,在 所 给 微 扰 的 作用 下 ,函数 四" ,更 变 成 函数 ao, 到 (0 + an 到 (0 ,其 中 
的 a, 和 an 由 (1) 式 及 (2) 式 给 出 . 

假定 该 系统 在 起 始 时 (!=0) 处 于 WW 态 .在 随后 时 刻 ,该 系统 就 处 于 我 们 
求 得 的 两 个 函数 的 线性 组 合 态 更 中 ,该 组 合 态 当 上 =0 时 变 成 到 (0 : 





和 (os 0 0:) -in Or» yh. (3) 
Wi 前 系数 的 模 量 平方 为 
WG -es 200). (4) 


这 个 式 子 给 出 了 4 时 刻 发 现 该 系统 处 于 几 " 态 的 概率 .我 们 看 到 这 个 概率 是 一 
个 频率 为 202 的 周期 函数 ,概率 值 在 0 与 1m1*/47 之 间 变 化 . 
e =0 时 (严格 共振 ) ,(4) 式 所 示 的 概率 变 成 


六 (1 -0 


它 在 0 与 1 间 周 期 性 地 变化 ; 换 句 话说 ,该 系统 周期 性 地 从 WW 态 跃迁 到 更 (0 
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现在 假定 微 扰 V(+) 只 作用 于 某 一 有 限时 间 间 隔 内 [或 者 , 当 上 一 + 上 om 时 ， 
V(4) 消失 得 足够 快 ]. 并 假定 该 系统 在 微 扰 作 用 之 前 (或 者 在 1 一- m 时 ) 处 于 
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(离散 谱 的 ) 第 ”个 态 中 . 在 随后 时 刻 ,系统 的 态 将 由 更 = 》 a ”函数 所 确 
定 ,一 级 近似 时 ,其 中 的 系数 为 
a a = i Ved kzn, 


au=1+e=1-A 了 dt (41.1) 


(40.5) 式 中 的 积分 限 是 这 样 选 取 的 ,使 得 一 - % 时 所 有 的 al 都 趋 于 零 . 当 微 
扰 作 用 停止 以 后 (或 者 在 二 + 时) ,am 系数 都 取 定 值 cu ( % ) ,该 系统 则 处 于 
下 列 波 函 数 所 描述 的 态 中 : 

更 = Daun”) We", 


这 个 波 函 数 又 满足 未 受 扰 的 波动 方程 ,但 是 已 不 同 于 原来 的 ”函数 . 根据 一 
般 规则 ,a,( % ) 系数 的 模 量 平方 值 确定 了 该 系统 具有 能 量 值 E40 的 概率 , 即 该 
系统 处 于 第 个 定 态 的 概率 . 

由 此 可 见 , 在 微 扰 作 用 下 ,该 系统 有 可 能 从 起 初 的 定 态 过 渡 到 任 一 其 它 定 
态 . 从 初 态 ( 第 i 个 定 态 ) 跃 迁 到 末 态 (第 /个 定 态 ) 的 概率 等 于 


{Viera | 2 (41.2) 





Ws 
现在 来 考虑 一 个 微 扰 , 它 一 经 作用 之 后 ,将 继续 地 作用 下 去 ( 当然 , 它 总 是 
保持 很 小 ). 换 句 话说 ,V(1) 当 (一 - w 时 趋 于 零 ,而 当 1 + %m 时 趋向 不 等 于 零 
的 某 一 有 限 值 . 这 种 情形 下 , (41.2) 式 不 能 直接 应 用 ,因为 式 中 的 积分 是 发 散 
的 .但 是 这 种 发 散 性 从 物理 上 讲 来 并 不 重要 ,并 且 很 容易 把 它 去 掉 . 为 此 目的 ,我 
们 进行 分 部 积分 : 

ar = -| re“wdt= - 

4 en 

+ 人 ho 

第 一 项 的 数值 在 下 限 等 于 零 ,在 上 限 形式 上 与 (38.8) 式 中 的 展开 系数 相同 ; 式 
中 多 出 一 个 周期 因子 e*” 的 原因 ,仅仅 是 由 于 上 式 中 的 mr 是 整个 ( 含 时 ) 波 函数 
到 的 展开 系数 ,而 $38 中 的 cj 是 不 含 时 的 光 函数 的 展开 系数 . 这 就 很 明显 ,一 
wo 时 这 一 项 的 极限 值 , 不 过 是 原 函 数 于 ”在 微 扰 的 “恒定 部 分 "V( + % ) 作用 下 
所 引起 的 改变 ,这 种 改变 与 跃迁 到 其 它 态 没有 什么 关系 . 跃迁 概率 是 由 上 式 第 二 


Vien 1 
es | 


加 为 一 臻 起见, 今后 谈 到 跃迁 概率 时 , 初 态 和 末 态 一 律 记 作 和 上 这 个 概率 的 下 标 次 序 为 大 (不 是 
办 ,与 矩阵 元 的 下 标 次 序 相同 . 
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项 的 模 量 平方 值 给 出 的 ,并 等 于 
oaV, 


| pe fear| . (41.3) 

对 于 从 离散 谱 的 态 路 迁 到 连续 谱 中 的 态 讲 来 ,以 上 所 得 的 这 些 公式 也 是 成 
立 的 . 其 差别 仅 在 于 , 当 我 们 讲 到 从 所 给 态 ( 第 i 个 态 ) 出 发 跃迁 到 值 域 ( 见 $38 
末 ) 介 于 vw 和 w+ dv 之 间 的 态 时 ,跃迁 概率 式 (41.2) 应 写成 下 列 形式 : 


和 
dm = 去 | | 冉 Je | dr (41.4) 





Wi = 


如 果 微 扰 V(#) 在 数量 级 为 周期 二 的 时 间 间隔 内 变化 得 很 少 , 则 (41.2) 或 
站 


(41.3) 式 中 的 积分 值 也 将 很 小 . 在 极限 情形 下 , 当 所 加 微 扰 变化 得 十 分 缓慢 的 
时 候 ,具有 能 量变 化 的 ( 即 频率 wr 不 等 于 零 的 ) 任何 跃迁 概率 都 趋 于 零 . 由 此 可 
见 , 当 所 加 微 扰 变 化 得 足够 慢 (或 称 漫 渐 微 扰 ) 的 时 候 , 处 于 某 一 无 简 并 定 态 中 
的 系统 仍 将 留 在 该 态 中 (还 可 参考 $ 53) . 


反之 ,在 极 快 地 “ 豚 时 "加 入 微 拓 这 一 极限 情形 下 ,加 入 时 刻 "的 导数 值 2 


变 成 无 穷 大 . 我 们 可 以 在 ( 蔚 ) “的 积分 式 中 ,把 变化 得 较 慢 的 eww 因子 取出 


积分 号 外 ,并 令 它 等 于 该 时 刻 所 具有 的 数值 . 留 下 的 积分 就 可 以 立刻 算出 , 结 
果 得 


pi 


= (41.5) 


当 微 拓 本 身 并 不 太 小 时 ,也 可 未 出 朋 时 全 拓 下 的 脾 迁 概率 .假定 系统 原 处 于 
哈密 顿 量 所 的 某 一 本 征 函 数 几 ” 所 描述 的 态 中 . 如 果 “ 了 瞬时 "地 改变 哈密 顿 量 
(这 就 是 说 ,所 用 的 时 间 远 小 于 原来 的 第 i 个 态 跃 竺 到 其 它 态 的 周期 ) , 则 该 
系统 的 波 函 数 “ 来 不 及 "改变 , 仍 留 于 微 扰 以 前 的 态 中 .但 是 , 它 并 不 是 新 哈密 顿 
量 广 的 本 征 函数 ,也 就 是 说 ,yi” 不 再 是 定 态 . 根据 量子 力学 的 一 般 规则 ,该 系 


统 跃 迁 到 某 一 新 定 态 的 概率 w 是 由 光 !” 函数 对 方 的 本 征 函 数组 水 展开 后 的 展 
开 系数 确定 的 : 


ee | Jo wm (41.6) 
现在 来 证 明 , 如 果 哈 密 顿 量 的 改变 量 六 = 和 及- 反 ,很 小 ,这 个 一 般 公 式 如 何 化 
回 到 (41.5) 式 . 以 下 两 式 
ly" =E yy", Py =Ew 
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分 别 各 乘 上 wi 和 WW!” 后 ,对 dg 积分 ,并 逐 项 相 减 : 再 利用 育 算 符 的 厄 米 性 ， 
可 得 


(8,-E®) [yw dg= [wi Wy!™ dg. 
如 果 微 扰 产 很 小 , 则 一 级 近似 下 的 已 可 用 未 微 扰 能 级 Bf" 代替 ,而 波 函 数 
业 ( 在 上 式 右 边 的 ) 相 应 地 可 用 y!” 代 替 . 此 时 得 
wv rag. 
故 (41.6) 式 变 成 了 (41.5) 式 . 
习 ” 题 


1， 处 于 基态 的 一 个 带电 振子 上 突然 加 入 一 个 均匀 电场 , 求 该 振子 受 此 微 扰 
后 跃迁 到 激发 态 的 概率 . 
解 :均匀 电场 中 的 振子 势能 (电场 的 作用 力 为 书 ) 为 


U(x) = -天 = + 常数 
(其 中 的 mm = 疡 ) , 故 仍 具 振子 形式 (但 平衡 位 置 移动 了 ). 因此 受 拢 振子 的 定 


态 波 函数 为 Wi(z -xzxo), 而 内 (xz) 是 (23.12) 式 的 振子 波 函 数 ; 初 态 波 函 数 是 
(23.13) 式 的 Wo(x). gy 4 可 得 


怪 yidx = al er ef taodg, 
和 


式 中 引入 了 记号 各 =%。 了 .分 部 积分 上 次 以 后 ,上 式 右边 积分 变 成 下 列 形式 : 


Ff ee =6 med. 
故 跃迁 概率 (41.6) 为 


WE 下 = 二 名 = 到 /2mjio3. 


作为 量子 数 上 的 函数 ,上 式 呈 泊 松 分 布 形式 ,其 中 下 是 大 的 平均 值 . 

当 已 很 小 ,以 致 天 <<1 时 , 微 扰 论 可 以 适用 .此 时 ,跃迁 到 激发 态 的 概率 很 
小 ,并 随 上 的 增 大 而 很 快 衰减 . 最 大 值 为 wo ~ 下. 

相反 的 情形 下 ,当下 很 大 时 (天 >>I) ,激发 振子 的 产生 具有 极 大 的 概率 :该 
振子 仍 留 于 基态 的 概率 为 wo =e 
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2. 处 于 基态 的 原子 核 , 受 一 急剧 撞击 后 具有 过度 pb; 撞击 时 间 了 假定 既 小 于 
电子 周期 ,又 小 于 a/v(a 为 原子 线 度 ). 求 该 原子 在 这 种 “冲击 ”影响 下 的 激发 概 
率 (A. 6. Murnan,1939). 

解 :变换 到 K' 参 考 系 ,这 个 参考 系 与 受 撞 后 的 原子 核 一 起 运动 . 由 于 条 件 
7T<<a/p, 受 撞 期 间 的 原子 核 可 以 认为 实际 上 没有 移动 ,因此 , 受 扰 刚 结束 时 , 参 
考 系 K' 中 的 电子 坐标 与 原 参 考 系 下 中 的 电子 坐标 相等 . 初 态 波 函 数 在 K' 参 考 系 
中 为 

内 =yoexp( -ig. 5 js 人 
其 中 的 Wo 为 原子 核 未 动 时 的 基态 波 函 数 ,指教 紧 中 的 这 是 对 该 原子 中 所 有 的 
2 个 电子 求 和 . 按 (41.6) 式 ,跃迁 到 第 大 个 激发 态 的 概率 由 下 式 确定 : 
wio = | cure -ig. 5 7 ) 10) 全 
特别 是 当 ga <<1 时 ,积分 号 内 的 指数 因子 可 以 展开 . 并 由 于 由 。 和 由 , 函数 的 正 
交 性 ,注意 沙 "Wo 的 积分 等 于 零 , 故 得 
am = | la， r,) 10) | 
3. 求 所 原子 受 突然 “冲击 "后 激发 和 电离 的 总 概率 (参考 上 题 ) . 
解 : 窝 求 的 总 概率 可 按 下 式 计算 : 
1 -ww =1— | [werav| , 





其 中 的 wo 为 原子 仍 留 于 基态 的 概率 ( 氨 原 子 基态 波 函 数 Wo = 


玻 尔 半径 ). 算出 积分 后 得 
1 

(3 

在 ga <<1 的 极限 情形 下 ,这 个 概率 变 成 1 -wo 二 qa? 而 趋 于 零 , 当 ga >>1 
时 ,1 -wo ~1 - (2/ga)* 趋 于 1. 

4. 原子 序数 Z 很 大 的 原子 核 进 行 B 衰变 , 求 该 原子 玉 层 电子 的 选 出 概率 .B 
粒子 的 速度 假定 大 于 天 电子 的 速度 (A. B. Murnan,1941;E. 人 I. Deita6epr,1939). 

解 D: 在 上 述 条 件 下 ,B -粒子 穿 过 及 层 的 时 间 小 于 电子 的 绕 核 周期 ,因而 核 
电荷 的 变化 可 以 看 作 是 肯 时 的 . 电荷 变化 所 引起 的 核电 场 改 变量 了 =1Xr 很 小 (1 


1 -ww =1- 


全 题 4 和 题 5 中 应 用 了 原子 单位 
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与 2 之 比 ) ,起 着 微 扰 的 作用 . 按 (41.5) 式 ,能 量 0 为 ,= -2Z27]2 的 两 个 K 层 电 
子 中 ,有 一 个 电子 跃迁 到 能 量 介 于 忆 = 瞩 /2 和 E+dE(dE =kdk) 的 连续 谱 区 间 
内 的 概率 为 
dn 
(FR +2°)? 

在 决定 托 阵 元 Vo 的 表 式 时 , 近 核 处 ( ~1/2Z) 的 积分 区 间 最 重要 ,这 时 连续 
谱 状 态 波 函 数 仍 可 利用 类 氢 原 子 的 表 式 . 末 态 电子 的 角 动 量 必 为 1=0( 等 于 初 
态 的 角 动 量 ). 利用 836 得 到 的 Rio 和 按 i/2T 标 度 归 一 化 的 Ru 函数 以 及 数学 附 
录 中 的 (f.3) 式 ,得 @ 





1 二 i 2 

人 
由 于 

IO+iamP =exp( -2 ee), 
最 后 得 
并 有 

Na) =T sep ( - en 
(a) 函数 的 极限 值 为 


a<<1 时 =e  ，a>>1 时 太 =a/2m. 

dw 对 选 出 电子 的 所 有 了 能量 积 分 ,可 得 K 层 电 离 的 总 概率 . 数值 计算 后 ,得 
w=0.652°. 

5. 原子 序数 Z 很 大 的 原子 核 进行 a 衰变 , 求 该 原子 天 层 电子 的 进出 概率 . 
Q 粒 子 的 速度 小 于 有 电子 的 速度 ,但 是 它 从 原子 核 内 逸 出 的 时 间 小 于 电子 的 绕 
核 周期 (A. 6. Murman,1941 ;].S. Levinger,1953 ) . 

解 :a 粒子 刚 锡 出 时 ,作用 于 电子 的 微 扰 还 是 浸 渐 微 扰 . 因此 ,所 求 效应 主要 
取决 于 浸 渐 被 破坏 那 一 微 扰 “加 入 时 刻 "附近 的 时 间 间 隔 ,此 时 的 a 粒子 虽 已 迄 
出 原子 核 并 作 自 由 运动 ,但 仍 处 于 比 开 层 电子 的 轨道 半径 来 得 小 的 距离 内 . a 粒 


四 对 天 电子 ,今后 将 用 类 氧 原子 态 (参考 $74)- 
回 计算 时 最 好 采用 库仑 单位 ,最 后 结果 中 再 换 成 原子 单位 . 
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子 和 原子 核 的 联合 场 与 纯 库仑 场 Z/r 的 差别 ,代表 了 致使 原子 电离 的 微 扰 作 用 
多 原子 量 分 别 为 4 和 4 -4, 电 荷 分 别 为 2 和 2 -2 相互 距离 为 vi(v 是 a 粒子 和 
原子 核 的 相对 速度 ) 的 两 个 粒子 的 偶 极 矩 等 于 
2 420) S24 22) 

故 原子 核 和 a 粒子 的 势 场 的 偶 极 项 为 四 
2(4-22) 2 
式 中 取 z 轴 沿 速 度 g 的 方向 . 取 电 子 运 动 方程 = - Za/r 的 矩阵 元 ,可 把 以 上 微 
拢 了 的 答 阵 元 化 成 的 矩阵 元 ,我 们 有 

z (E-E)’ 

(#3) 3 

按 (41.2) 式 ,两 个 人 电子 中 有 一 个 电子 进行 跃迁 的 概率 为 


+ We 
dw=2| | ee dh = BA ls dh/2n. 





Vv 


计算 此 积分 时 , 先 在 被 积 函 数 中 引进 一 个 阻尼 因子 e-*,A >0, 积 出 后 ,再 令 A 一 
0 ,计算 z=rcos 9 的 矩阵 元 时 ,由 于 初 态 的 轨道 角 动 量 1=0, 因 此 只 有 跃迁 到 1= 
1 的 态 时 cos 6 的 矩阵 元 才 不 等 于 零 ; 故 有 


1(cos bg) = (cos2g)w = 可 ,la = 可 Im 


应 用 径 函 数 Ro 和 Ru 算出 rt 后 ,结果 得 


CA) 
2 342 (1+ 与 ) (z) 


了 函数 已 见 题 4. 
$42 周期 微 扰 作 用 下 的 跃迁 


在 周期 微 扰 的 作用 下 跃迁 到 连续 谱 状态 的 概率 ,和 以 前 的 结果 有 所 不 同 . 设 
在 1=0 的 起 初时 刻 ,系统 处 于 离散 谱 的 第 i 个 定 态 中 . 假定 周期 微 扰 的 频率 w 
满足 
hwo>E.,-E™, (42.1) 
其 中 的 Ei, 为 连续 谱 的 起 始 能 量 值 . 
根据 §40 的 结果 显然 可 知 ,起 首要 作用 的 态 是 能 量 E, 十 分 接近 于 共振 能 
量 E+ fiw 的 那些 态 , 亦 即 wn -w 值 很 小 的 那些 态 . 根据 这 一 点 , (40.8) 式 的 


四 如 果 4-22 很 小 ,还 需 考虑 下 一 项 四 极 矩 项 - 
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微 扰 矩阵 元 中 只 要 考虑 (频率 wr - w 接近 于 零 的 ) 第 一 项 就 足够 了 . 把 这 一 项 代 
和 人 (40.5) 式 中 进行 积分 ,我 们 得 
eitep-o 1 


=- 广 | WC)dr= -Pf (42.2) 


积分 下 限 的 选 定 , 要 使 :=0 时 ar =0, 以 便 符 合 于 所 设 的 初始 条 件 . 
由 此 求 得 的 mr 模 量 平方 值 为 


Wr- 
4sin’ 一 一 





larl? =1P52 ， (42.3) 


(ws -ww) 
很 易 看 出 , 当 :很 大 时 ,上 式 可 以 看 作 和 4 成 正比 的 一 个 函数 . 证 明 时 ,只 要 注 
意 到 





lm 全 =6(a). (42.4) 


实际 上 ,a#0 时 这 个 极限 值 等 于 零 ,但 当 a = 0 时 我 们 有 set =1, 故 其 极限 什 


ta 


为 无 穷 大 ;最 后 ,对 a 从 -% 到 + 积分 ,我 人 有 ( 作 替 代 at =&) 
£7 eh = 二 eal. 





T t 
可 见 (42.4) 式 左边 的 函数 实际 上 满 必 6 函数 定义 中 的 所 有 条 件 . 故 ! 很 大 时 我 
们 有 
lan = 直 me (2 ), 
以 hw = -El 代 人 ,并 应 用 5(ax) =6(x)/a, 得 
len 二 =21 记 8( 忆 -Bi — hw)t. 


表 式 1ar1*dv 等 于 从 原 态 路 迁 到 dy 间隔 内 的 一 个 态 的 概率 . 我们 看 到 , 当 
+ 很 大 时 , 它 与 从 +=0 开始 所 经 历 的 时 间 间 隔 成 正比 . 单位 时 间 内 的 唉 迁 概率 
du 为 四 


A — hiw) dy,. (42.5) 


如 所 预料 ,除了 跃迁 到 能 量 为 E, = E;”+ hw 的 态 外 ,这 个 概率 等 于 零 . 如 果 
该 连续 谱 不 存在 简 并 能 级 , 则 六 可 以 径 自 取 作 能 量 值 ,此 时 dz 六 间隔 "内 的 态 就 
变 成 能 量 为 已 = 已” + fiw 的 一 个 单 态 , 跃 迁 到 这 个 态 的 概率 为 


dw = 


外 很 易 证 明 , 当 我 们 考虑 了 (40.8) 式 中 曾 被 略 去 的 第 二 项 以 后 ,得 到 一 个 补充 项 ,这 一 项 除 以 4, 当 
:wm 时 趋 于 零 . 
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wn = TlFal?. (42.6) 


还 有 另 一 种 方法 能 导出 (42.5) 式 , 它 在 方法 论 上 很 有 教 益 , 此 法 中 并 不 假 
定 周期 微 扰 是 在 :=0 时 刻 加 入 的 ,而 是 从 := - % 开始 以 指数 规律 。 逐渐 地 加 
入 ( 浸 渐 加 入 ) ,A 是 一 个 正 的 常数 ,以 后 让 它 趋 于 零 . 初始 条 件 ar =0 现在 适用 
于 4= - 时刻, 微 扰 矩 阵 元 变 成 


V(t) = Fae, 


(42.2) 式 变 成 

mw= - 方 | VC de= Te (42.7) 
因而 

Ia 让 PP Ta 
每 单位 时 间 的 跃迁 概率 由 上 式微 商 给 出 : 
Blasl? =2Alanl’, 
和 (42.4) 式 一 样 ,下 式 是 成 立 的 : 
=5(a)， (42.8) 


i 
mn(a +A ) 
利用 上 式 取 极 限 和 一 0 ,可 得 
号 Ian 一 全 PPa(on-o)， 
这 就 回 到 了 (42.5) 式 . 
$43 连续 谱 中 的 跃迁 


微 扰 论 的 一 个 最 重要 应 用 ,是 计算 恒定 (与 时 间 无 关 ) 微 扰 作用 下 连续 谱 中 
的 跃迁 概率 . 我 们 早 就 指出 过 ,连续 谱 的 态 差 不 多 总 是 简 并 的 . 用 某 种 方式 选 好 
对 应 于 某 一 给 定 能 级 的 一 套 未 受 扰 波 函数 以 后 ,我 们 可 以 把 这 个 问题 作 如 下 处 
理 : 设 在 某 一 初始 时 刻 , 已 知 该 系统 处 于 其 中 的 某 一 态 中 , 试 求 跃迁 到 具有 同一 
能 量 的 另 一 态 的 概率 .对 从 初 态 i 路 迁 到 w 和 w+ du, 间隔 内 的 态 讲 来 ,根据 
(42.5) 式 我 们 立刻 得 (改变 式 中 的 记号 ,并 令 该 式 中 的 w=0) 
lV 8B Ed, (43.1) 
这 个 表 式 正如 我 们 所 预料 的 ,除了 E, =E, 以 外 都 等 于 零 : 在 恒定 微 扰 的 作用 下 ， 
只 有 能 量 相同 的 态 才能 彼此 跃迁 . 必须 注意 的 是 ,对 连续 谱 状 态 的 跃迁 而 言 ， 
dw 不 能 直接 看 作 路 迁 概率 ;甚至 它 的 量 纲 也 不 一 定 是 [1/ 时 间 ]. 在 (43.1) 式 


diwi = 
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中 ,dwr 代表 单位 时 间 内 的 跃迁 次 数 ,其 量 纲 依赖 于 连续 谱 波 函数 所 选 的 归 一 化 
方式 .@ 

我 们 来 计算 受 扰 后 的 波 函数 , 它 在 微 扰 作用 之 前 等 于 原来 的 未 受 扰 波 函 数 
录 o .采用 $42 未 段 所 给 的 方法 ,我 们 可 把 微 扰 看 作 是 按 ev 规律 浸 渐 地 加 入 的 ， 
然后 取 A 一 0. 按 (42.7) 式 , 令 w =0, 并 更 换 记号 ,得 

二 ezp{ 人 (BE-BDOz+Mt} 
人 E -E+iAh . (C4902) 

受 扰 波 函 数 为 

wo + [a wa 
式 中 的 积分 遍及 整个 连续 谱 ®@. 把 (43.2) 式 代入 ,得 


w= [w+ fw Wh" EE ri0 i] (- Es) 33) 
取 极 限 A 一 0 时 ,e* 因 子 变 成 1. +i0 项 代表 A 从 正 值 趋 于 零 时 iA 的 极 值 , 它 确 
定 了 对 变量 的 积分 方式 (dEj 是 dwr 中 的 一 个 因子 , 它 和 描述 连续 谱 态 的 其 它 
量 的 微分 乘 在 一 起 ) .没有 iA 项 ,(43.3) 的 被 积 函数 在 E, = 已 处 就 会 有 极点 , 积 
分 在 极点 附近 将 会 发 散 ,iA 项 把 这 个 极点 移 到 复 变量 5 的 上 半 平 面 中 去 , 作 完 
A 一 0 的 极限 手续 后 ,极点 回 到 实 轴 上 ,但 是 我 们 知道 ,此 时 积分 路 径 必 须 从 极点 
的 下 面 绕 过 去 : 
一 一 一 一 (43.4) 
5 

(43.3) 式 中 的 时 间 因 子 表明 ,这 个 函数 和 原来 的 未 受 扰 函 数 属于 同一 能 量 

E,. 换 句 话 说 ,下 列 函数 4 


黄 
i= + [EE 几 (43.5) 
满足 薛 定 廖 方程 


(+ Uy, = Ey. 
因此 ,所 得 表 式 自然 和 (38.8) 式 一 致 @. 


四 此 处 所 讲 的 理论 包括 很 多 现象 ,例如 各 种 碰撞 ;系统 无 论 在 初 态 和 末 态 都 是 一 群 自由 粒子 ,而 微 
扰 就 是 它们 之 间 的 相互 作用 . 波 函 数 适当 归 一 化 后 ,(43.1) 式 就 成 为 碰撞 截面 ( 见 $126). 

加 ”如果 还 有 离散 谱 , 则 在 此 式 (以 及 随后 的 式 子 ) 中 尚 需 加 进 对 离散 谱 各 态 的 求 和 项 . 

团 “采用 此 式 时 ,根据 少 在 远 距离 处 的 渐 近 式 中 只 能 包含 出 射 波 (不 能 含 人 射 波 ) 这 一 条 件 ,就 能 确 
定 积分 路 径 ( 见 $136). 
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上 述 计 算 相当 于 微 扰 论 的 一 级 近似 . 不 难 算出 它 的 二 级 近似 ,为 此 ,我 们 需 
要 推导 到 的 下 一 级 近似 表 式 .采用 $ 38 的 方法 (现在 我 们 已 经 知道 了 处 理 “ 发 
散 "积分 的 方法 ) 容易 做 到 这 一 点 . 简单 计算 后 ,得 
Wi dyy } 


0) VV, 
w={w + [r+ 入 三 全] > 瓦 -可 + 
将 此 式 和 (43.3) 式 比较 ,直接 模拟 (43.1) 式 , 即 能 写 出 相应 的 跃迁 概率 ( 确 
切 地 说 ,是 跃迁 次 数 ) 公式: 


27 
dw Se | Vat 


-~ (NE, 
ee 1 


Fw) 6(E,-E)dyv,. (43.6) 
矩阵 元 Vi 对 于 所 考虑 的 跃迁 讲 来 ,有 可 能 等 于 零 . 此 时 一 级 近似 为 零 ， 
(43.6) 式 变 成 





S| 
dm =2| [aE | 8(E, -Edy,. (43.7) 


应 用 上 式 时 ,E, = 忆 点 一 般 不 是 被 积 函数 的 极点 ,于 是 对 E, 的 积分 方式 就 无 关 
紧要 了 ,积分 可 沿 实 轴 进 行 . 

信和 凡 都 不 等 于 零 的 那些 态 ,通常 称 作 i 跃迁 的 中 间 态 . 直观 地 讲 , 好 
像 这 种 获 迁 分 成 一 ”和 zx- 六 两 步 走 (当然 ,这 只 是 一 种 口头 上 的 说 法 ). 也 有 可 
能 六 的 跃迁 不 能 通过 一 个 而 要 连接 通过 好 几 个 中 间 态 才能 发 生 . (43.7) 式 可 
ep 例如 ,如 果 需 要 两 个 中 间 态 , 则 有 


wj = | [ra 2 各 = E EE | (EE) dy,. (43.8) 
后 ， a 


式 中 积分 沿 着 包括 x =a 点 在 内 的 实 轴 段 . 如 果 我 们 沿 着 半径 为 p 的 一 个 半圆 绕 
过 极点 *=a, 我 们 发 现 ,整个 积分 等 于 沿 实 轴 从 下 限 积 到 a -p 再 从 a +p 积 到 
上 限 的 两 个 积分 ,再 加 上 被 积 函数 在 极点 处 的 留 数 的 ir 倍 . 取 极 限 p 一 0 时 , 沿 
实 轴 的 两 个 积分 就 变 成 沿 整 段 的 主 值 积分 (用 P 表示 ) ,结果 就 是 (43.9) 式 ,该 


式 也 可 用 符号 形式 表 成 
1 
x*-a-i 


P 了 代表 对 f(x)/(x -a) 的 积分 取 主 值 . 
$44 能 量 的 不 确定 度 关 系 


我 们 来 考虑 由 相互 作用 很 弱 的 两 个 部 分 所 组 成 的 一 个 系统 . 假定 在 某 一 时 
刻 ,已 知 这 两 个 部 分 都 具有 确定 的 能 量 值 ,我 们 把 它 记 作 E 和 e. 经 过 某 一 时 间 





a (43.10) 
ES 
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间隔 At 以 后 ,再 测 能 量 ;所 得 的 E',e' 值 一 般 讲 来 和 EE,e 并 不 相同 . 容易 求 出 测 
量 结果 之 差 E' + e' -已 -e 的 最 概 然 值 所 具有 的 数量 级 . 

根据 w=0 的 (42.3) 式 ,系统 在 不 含 时 的 微 扰 作 用 下 ,经 过 时 间 :后 从 能 量 
为 的 态 跃迁 到 能 量 为 8' 的 态 所 具有 的 跃迁 概率 与 下 式 成 正比 : 





由 此 可 知 , 差 E' -的 最 概 然 值 具有 h/t 的 数量 级 
把 这 个 结果 用 到 目前 考虑 的 情形 中 ( 以 两 个 子 系统 间 的 相互 作用 为 微 扰 )， 
我 们 得 到 以 下 的 关系 式 : 
IE+e-E'-e'lAt~ih. (44.1) 
由 此 可 见 , 时 间 间 隔 At 愈 短 ,观测 到 的 能 量变 化 就 愈 大 . 重要 的 是 ,h/At 这 个 数 
量 级 和 微 扰 本 身 的 数值 无 关 . 不 管子 系统 间 的 相互 作用 弱 到 什么 地 步 ,由 
(44.1) 式 确定 的 能 量变 化 值 都 能 观察 到 . 这 个 结果 是 量子 理论 所 特有 的 ,并 且 
具有 深刻 的 物理 意义 . 它 表 明 ,通过 两 次 测量 来 验证 量子 力学 中 的 能 量 守恒 定律 
只 有 h/At 数量 级 的 精确 度 ,其 中 的 At 为 两 次 测量 之 间 的 时 间 间 隔 ， 
(44.1) 式 通常 称 为 能 量 的 不 确定 度 关系 式 . 但 是 必须 强调 指出 , 它 的 含义 
与 坐标 和 动量 的 不 确定 度 关 系 式 ApAx ~ 所 完全 不 同 . 在 后 一 个 关系 式 中 ,Ap 和 
Ax 为 同一 时 刻 的 动量 和 坐标 的 不 确定 度 ; 它 表明 了 这 两 个 量 不 能 同时 具有 定 
值 . 而 另 一 方面 ,能 量 B,e 却 不 论 在 哪 一 时 刻 都 可 以 任意 精确 地 进行 测量 . 
(44.1) 式 中 的 (E+e) -(E'+e') 为 能 量 E+s 在 两 个 不 同时 刻 的 精确 测量 值 
之 差 ,并 不 是 同一 给 定时 刻 的 能 量 不 确定 度 . 
如 果 把 看 作 某 一 系统 的 能 量 , 把 e 看 作 “ 测 量 仪 器 "的 能 量 ,我 们 就 可 以 
说 ,它们 之 间 的 相互 作用 能 量 只 能 估计 到 /At 的 程度 为 止 . 令 AE,Ae,… 为 这 
些 量 的 测量 误差 . 在 最 好 的 情形 下 , 当 s 和 s' 已 精确 知道 时 ( Ae = As' =0) ,我 
们 有 
A(E-E') ~ 起. (44.2) 
根据 这 个 式 子 ,我 们 可 以 导出 有 关 动 量 测量 的 若干 重要 结论 . 粒子 (为 确定 
起 见 , 我 们 把 它 说 成 为 电子 ) 动量 的 测量 过 程 ,可 以 用 该 电子 与 某 一 其 它 粒子 
( 称 为 测量 粒子 ) 的 碰撞 来 实现 ,这 个 “测量 "粒子 在 碰撞 前 后 的 动量 假定 可 


以 精确 地 测定 @. 如 果 把 动量 守恒 定律 应 用 到 这 个 碰撞 问题 中 ,可 得 三 个 方程 式 
(一 个 矢量 方程 的 三 个 分 量 式 ) ,具有 六 个 未 知 数 ( 碰撞 前 后 电子 动量 的 分 量 


人 @@ 在 这 里 的 分 析 中 ,这 个 "测量 "粒子 的 能 量 等 于 多 少 并 不 重要 . 
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值 ). 如 果 该 电子 与 许多 “测量 "粒子 进行 连续 碰撞 ,并 对 每 一 次 碰撞 应 用 动量 守 
恒定 律 , 则 方程 数 可 以 大 大 增加 . 可 是 未 知 数 (碰撞 中 的 电子 动量 ) 的 数目 也 随 
之 增加 ,并且 易于 证 明 ,不 管 碰撞 多 少 次 ,未 知 数 的 数目 总 比方 程 数 多 出 三 个 . 因 
此 ,为 了 测定 电子 的 动量 起 见 ,除了 动量 守恒 定律 外 ,有 必要 在 每 一 次 碰撞 中 应 
用 能 量 守恒 定律 .但 是 我 们 已 经 知道 ,应 用 后 一 个 定律 只 能 得 到 /At 数量 级 的 
精确 度 ,At 为 测量 过 程 始末 的 时 间 间 隔 . 
为 简化 以 后 的 讨论 计 , 最 好 考虑 一 个 假想 的 理想 实验 ,其 中 的 “测量 粒子 ” 
是 一 个 全 反射 的 平面 镜 ; 这 时 重要 的 只 是 垂直 于 该 平面 镜 的 那个 动量 分 量 . 为 了 
确定 粒子 的 动量 已 ,根据 动量 守恒 定律 和 能 量 守恒 定律 给 出 下 列 方程 : 
p'+P'-p-P=0, (44.3) 
二 天 
下 
式 中 的 P,E 为 粒子 的 动量 和 能 量 ,p,e 为 平面 镜 的 动量 和 能 量 ; 不 带 撤 的 和 带 撤 
的 分 别 标志 碰撞 前 后 时 刻 的 量 “ 测 量 粒子 "的 p,p',s,s' 诸 量 ,假定 都 是 精确 知 
道 的 ,它们 的 误差 都 等 于 零 . 那么 对 其 余 各 量 的 误差 讲 来 ,由 上 式 得 


AP=AP', IAE’-AEl~k, 
At 


(44.4) 


可 是 
AE = (aE/aP)AP =vAP, 
v 为 该 电子 (碰撞 之 前 ) 的 速度 , 同 理 有 
AB' =v'AP' =v'AP. 


从 而 我 们 得 

Iv-w)AP,1 ~ 起. (44.5) 
我 们 在 速度 和 动量 下 面 都 加 上 了 一 个 下 标 x*, 这 是 为 了 强调 这 一 式 子 对 每 一 种 
分 量 分 别 讲 来 都 是 成 立 的 . 


这 就 是 欲求 的 关系 式 . 它 表明 电子 动量 的 测量 (具有 给 定 的 精确 度 AP) 必 
然 引起 该 电子 的 速度 改变 ( 亦 即 动量 本 身 的 改变 ). 测量 过 程 的 历时 愈 短 , 这 种 
改变 就 愈 大 . 只 有 At 一 吧 时 ,这 种 速度 改变 才能 任意 地 小 ,但 是 占有 长 时 间 的 动 
量 测量 只 有 对 自由 粒子 才 有 意义 . 动量 测量 在 经 历 短 时 间 间 隔 后 的 不 可 重复 性 
以 及 量子 力学 中 测量 的 “两 面 性 "一 一 一 个 物理 量 的 测量 值 与 测量 过 程 结束 之 
后 它 所 采取 的 数值 之 间 加 以 区 别 的 必要 性 一 一 在 这 里 表现 得 特别 清楚 @. 

本 节 之 初 根据 微 扰 论 所 得 的 结论 ,也 可 以 用 另 一 种 观点 推导 出 来 ,这 就 是 考 


加 (44.5) 式 以 及 能 量 不 确定 度 关系 的 物理 含义 是 由 N. 玻 尔 给 出 的 (1928) - 
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虑 某 一 系统 在 某 种 微 扰 作用 下 的 衰变 问题 . 设 E。 为 该 系统 的 一 个 能 级 ,这 个 能 
级 是 在 完全 略 去 衰变 可 能 性 的 假定 下 计算 出 来 的 . 令 * 为 系统 处 于 这 个 态 的 寿 
命 ,也 就 是 每 单位 时 间 豪 变 概率 值 的 倒数 . 然后 用 同样 的 方法 ,我 们 可 得 


1 本 -BE-el ~- 二， (44.6) 


其 中 的 E,s 为 该 系统 误 变 之 后 形成 的 那 两 个 部 分 的 能 量 .已 + 可 以 看 作 衰变 
前 的 系统 能 量 的 一 个 估计 值 . 因此 所 得 的 式 子 表明 ,一 个 处 于 “ 准 稳定 " 态 的 可 
衰变 系统 的 能 量 , 只 能 确定 到 hi/7 数量 级 为 止 . 这 个 量 通 常 称 为 该 能 级 的 宽度 
厂 . 故 


T's, (44.7) 
T 
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粒子 在 外 场 中 的 整个 势能 如 果 可 以 当 作 微 扰 来 处 理 ,这 种 情形 值得 专门 考 
虑 ,此 时 的 未 受 扰 薛 定 刘 方 程 就 是 该 粒子 的 自由 运动 方程 : 
Ayo + 有 bo =0， k= (45.1) 
并 具有 平面 波 解 . 自由 运动 的 能 谱 是 连续 的 ,因此 我 们 现在 所 考虑 的 是 连续 谱 微 
扰 论 中 的 一 个 独特 情形 . 这 个 问题 的 直接 求解 ,要 比 应 用 普遍 公式 更 为 方便 . 
一 级 近似 的 波 函 数 修正 少 "满足 下 列 方 程 : 
yo rm = Way 
式 中 的 U0 为 势能 . 根据 电动 力学 我 们 知道 ,上 式 的 解 可 以 写成 推迟 势 形式 , 即 下 
列 形式 中， 
汉 
2 让 





yO (s,72) = 一 fw U's’ ) eav'/r, (45.3) 


其 中 的 
dV’=dx'dy'dz’, T=(x-#) +(y-y) +(z-2)" 
现在 来 阐明 势 场 0 应 该 满足 什么 样 的 条 件 才能 看 作 微 扰 . 微 扰 论 的 适用 条 
件 已 经 包含 在 ww”<<w'" 这 个 要 求 内 . 设 a 为 该 势 场 显著 地 不 等 于 零 的 那个 区 
域 空间 尺度 的 数量 级 . 我 们 首先 假定 该 粒子 的 能 量 十 分 小 ,以 致 ka 的 数量 级 至 
多 等 于 1. 此 时 (45.3) 被 积 函数 中 的 e* 因 子 在 数量 级 的 估计 中 并 不 重要 ,该 积 
分 的 数量 级 为 wy 1Vlae , 故 


加 这 是 (45.2) 式 的 一 个 特 解 ,其 中 还 可 以 加 进 一 个 未 受 扰 方 程 (45.1) 式 的 任意 解 , 即 (45.2) 式 的 
右边 等 于 零 时 的 任意 解 . 
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yo "eyo. 
我 们 就 得 下 列 条 件 





101 << 


ma 
要 注意 的 是 ,此 式 右边 具有 简单 的 物理 含义 ; 它 等 于 封闭 在 线 度 为 a 的 体积 内 的 
一 个 粒子 所 具有 的 动能 数量 级 ( 因为 根据 不 确定 度 关系 ,粒子 动量 的 数量 级 为 
hi/a). 

我 们 来 考虑 一 个 特殊 情形 , 设 有 一 个 十 分 浅 的 势 阱 ,满足 (45.4) 式 所 给 的 
条 件 . 容易 证 明 ,在 这 样 的 势 阱 中 并 不 存在 负 能 级 (R. Peierls 1929 ) ;对 一 个 球 对 
称 的 势 阱 讲 来 ,这 种 特殊 情形 已 经 在 §33 的 例题 中 证 明 过 . 实际 上 , 当 E=0 时 ， 
未 受 扰 波 函数 变 成 一 个 常数 ,可 以 任意 选 定 这 个 常数 ,我 们 暂 定 它 等 于 1;y” = 
1. 由 于 yw ”<<y" ,在 势 阱 中 运动 的 波 函 数 y=1 +y'" 显然 到 处 不 等 于 零 ;这 
个 本 征 函数 是 无 节点 的 , 它 属于 基态 ,因此 E =0 仍 是 该 粒子 的 最 小 能 量 值 . 由 
此 可 见 , 如 果 势 阱 足够 浅 , 那 么 该 粒子 只 能 作 无 限 运 动 ;这 个 粒子 不 能 被 势 阱 所 
“俘获 ”. 必须 注意 到 ,这 是 量子 理论 所 特有 的 结果 ;经 典 力学 中 的 粒子 在 任意 执 
阱 中 都 能 作 有 限 运动 . 

应 该 强调 指出 ,以 上 所 讲 的 只 是 针对 三 维 势 阱 而 言 的 . 在 一 维 或 两 维 势 阱 中 
( 即 在 这 样 的 势 阱 中 ,UV 只 是 一 个 或 两 个 坐标 变量 的 函数 ) ,总 可 以 存在 负 能 级 
( 见 本 节 之 末 的 例题 ). 原因 在 于 ,在 一 维 或 两 维 情形 中 ,目前 考虑 的 微 扰 论 当 能 
量 忆 等 于 零 (或 很 小 ) 时 不 再 适用 @. 

在 高 能 量 情形 下 ,此 时 有 ka >> 1, 被 积 函数 中 的 ew 因 子 起 着 重要 作用 ,并 
使 积分 值 显著 地 减 小 . 这 种 情形 下 (45.3) 式 之 解 可 以 变换 成 男 一 种 形式 ;为 了 
推导 这 种 形式 ,最 好 回 到 方程 (45.2) 直接 求解 . 我 们 把 微 扰 前 的 运动 方向 取 作 * 
轴 ; 则 未 受 扰 波 函数 的 形式 为 w”=e*( 常 数 因子 暂 定 为 1). 我 们 来 求 下 式 之 
解 : 


当 ia<l 时 . (45.4) 


A + -380 ， 


令 w' =e™/f; 鉴 于 所 假定 的 上 值 很 大 ,我 们 在 Ay' 中 只 要 保留 e** 因 子 经 过 一 
次 或 两 次 微 商 后 所 得 之 项 就 可 以 了 . 由 此 可 得 了 的 下 列 方程 式 : 


外 在 两 维 情形 下 ,y' 可 表 为 (根据 二 维 波动 方程 的 理论 可 知 ) 类 似 于 (45.3) 的 一 个 积分 式 ,其 中 
的 es "dx'dy'd:'/r 被 换 成 imH6 (tr)dr'dy ,HS 为 零 阶 的 第 一 类 汉 克 尔 函数 ,而 二 = (zx)2+(7- 
7 ). 当 人 -*0 时 ,这 个 汉 克 和 尔 函 数 , 从 而 整个 积分 式 , 均 以 对 数 方式 趋向 无 穷 大 . 

同 理 , 在 一 维 情形 下 ,被 积 函数 中 含有 因子 2riet dx"/k, 其 中 的 r= 1x 一 x"1, 当 -50 时 ,中 按 1/k 
趋向 无 穷 大 . 
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2 
0: 本 
故 
Wo = eu = - 癌 e*| De (45.5) 
对 这 个 积分 进行 估计 ,得 Iw 1 ~ J ,因此 这 种 情形 下 的 微 护 论 适用 条 
件 为 
101 << 丰 ha = 此 ， ka >>1, (45.6) 


其 中 的 v=kh/m 是 该 粒子 的 速度 . 我 们 注意 到 这 个 条 件 比 (45.4) 来 得 弱 . 因此 ， 
在 低能 粒子 情形 下 ,如 果 一 个 势 场 可 以 当 作 微 扰 来 处 理 , 那 么 在 高 能 情形 下 ,这 
个 势 场 一 定 仍 能 当 作 微 扰 来 处 理 , 反 之 就 不 一 定 正确 了 中. 

这 里 所 讲 的 微 扰 论 的 适用 性 ,对 库仑 场 而 言 还 需 另 行 考虑 . 在 U =a/r 的 场 
中 ,不 可 能 分 出 一 个 有 限 空间 区 域 , 使 得 域外 的 U 比 域内 的 小 得 很 多 . 把 (45.6) 
式 中 的 参量 a 改写 成 距离 变量 ", 就 得 欲求 的 适用 条 件 ; 从 而 导出 下 列 不 等 式 ， 

a 
由 此 可 见 ,对 高 能 粒子 而 言 ,库仑 场 可 以 当 作 微 扰 @. 

最 后 ,我 们 来 推导 一 个 公式 , 它 能 近似 地 给 出 某 个 粒子 的 波 函 数 ,只 要 这 个 
粒子 的 能 量 E 到 处 都 远大 于 势能 U( 不 加 其 它 条 件 ). 在 一 级 近似 中 ,这 个 波 函 
数 和 坐标 的 关系 ,与 自由 运动 (其 方向 取 作 * 轴 ) 的 情形 相同 . 因此 我 们 可 设 
星 =e™F 形式, 其 中 的 是 一 个 坐标 的 函数 , 它 与 e*“ 相 比 变化 得 较 慢 ( 但 是 
不 能 一 般 地 认为 它 接近 于 1). 把 它 代入 薛 定 刘 方程 中 ,可 得 的 方程 式 


wl (45.7) 


2 -2p, (45.8) 
由 此 得 
ou = 六 数 x eeromfu ry 


这 就 是 欲求 的 表 式 .但 需 注意 ,此 式 在 远 距离 处 并 不 适用 . 在 方程 (45.8) 中 ,我 
们 略 去 了 含有 F 二 级 微 商 的 AF 项 . 在 远 距离 处 ,FF/3x* 和 一 级 微 商 3F/9x 一 
起 趋 于 零 , 但 它 对 模 坐标 y,z 的 偏 微 商 并 不 趋 于 零 , 只 有 满足 x << kha? 条 件 时 ， 


@ 一 维 情形 下 , 微 扰 论 的 适用 条 件 (45.6) 式 对 所 有 的 ka 成 立 . 三 维 情形 下 推 得 的 (45.4) 式 对 一 维 
情形 并 不 适用 ,因为 所 得 的 4 函 数 具有 发 散 性 ( 见 前 一 附注 ). 

回 必须 注意 ,对 U=a/r 的 场 而 言 ,(45.5) 式 当 x/ V(y” + 于 ) 很 大 时 积分 是 发 散 的 (对 数 发 散 ). 因 
此 用 微 扰 论 求 出 的 库仑 场 中 的 波 函数 ,在 绕 x 轴 的 狭 圆锥 内 不 能 适用 . 


* 150. 第 六 章 微 扰 论 





它们 才能 被 忽略 掉 . 
习 题 
1。 试 求 一 维 浅 势 阶 中 的 能 级 .假定 它 已 满足 (45.4) 式 ,并 且 积 分 [Udx 


是 收 化 的 . 
解 :我 们 先 假定 能 级 1E1 << 1U1, 这 个 假定 将 被 以 后 的 结果 所 证 实 . 那么 ,在 


下 列 莅 定语 方程 的 右边 


和 
语 - 吾 [ola -Ely, 
我 们 可 以 略 去 势 阱 范围 内 的 忆 , 并 把 由 看 作 常数 ,不 失 其 普遍 性 ,可 令 由 等 于 1: 
dy _2m 
i Fe 


此 式 对 dx 积分 ,积分 限 为 土 xi 两 点 ,并 且 a <<x， <<1/k, 其 中 的 a 为 擅 阱 宽度 ， 
而 k= V2mlE1/i. 由 于 U(x) 的 积分 是 收效 的 , 式 右 的 积分 可 延伸 到 从 -wm 到 
+ om 的 整个 值 域 ; 





了 = Udx. (1) 


在 远离 势 阱 处 , 波 函 数 呈 少 =e* “的 形式 . 把 它 代入 (1) 式 ,我 们 得 
DN 
-2x= 宙 | Udx 


本 2 
ipl= [| vax | 
由 此 可 见 , 能 级 是 一 个 很 小 的 量 , 比 阱 深 还 高 一 个 数量 级 (二 级 小 量 ) ,与 假设 相 
符 . 
2. 求 二 维 浅 势 阱 局 = U(r) 中 的 能 级 (r 为 平面 中 的 极 坐 标 ) ;假定 积分 
三 rar 是 收 北 的 ， 
解 :和 上 题 一 样 做 法 ,我们 得 到 阱 内 的 方程 为 


1d/ dy) _2m 
rdr | Sh 





让 
此 式 对 r 从 0 到 7 积分 (其 中 的 a<<r, <<1/k) ,结果 得 
学 = 各 U(r) a: (1) 





在 远离 势 阱 处 ,两 维 自由 运动 的 方程 为 
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9 (党) + 全 By =0， 


r dr 
它 有 (无 穷 远 处 为 零 的 ) 解 几 = 常数 x HS (ikr); 当 这 个 函数 的 宗 量 值 很 小 时 ， 
Hs 中 的 首 项 与 ln kr 成 正比 . 记 住 这 一 点 ,我 们 在 r~a 处 ,把 阶 肉 外 的 由 的 对 
数 导 数 等 同 起 来 [ 阱 内 的 由 对 数 导数 等 于 (1) 式 的 右边 ] ,得 
更 


aln ka 下 ao 





由 此 得 





人 


加 | 
IE1~ ep{ -= 晤 Urdr 


我 们 看 到 ,能 级 比 阱 深 (指数 式 地 ) 小 得 很 多 . 
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$46 ” 准 经 典 情形 下 的 波 函 数 

如 果 各 粒子 的 德 布 罗 意 波长 在 所 给 问题 中 远 小 于 确定 该 问题 各 种 条 件 的 特 
征 尺度 工 ,该 系统 就 接近 于 经 典 性 质 , 正 如 波动 光学 当 波 长 趋 近 于 零 时 过 渡 到 几 
何 光 学 那样 . 

让 我 们 对 准 经 典 系统 的 性 质 作 进一步 的 研究 . 为 此 ,我 们 在 薛 定 坦 方程 


并 页 A.y+(E-Ou=0 


中 作 下 列 替换 ; 
=e (46.1) 
对 函数 e 我 们 得 到 以 下 方程 : 
(vo) 部 2Ae0 = 五 二 大 (46.2) 
由 于 该 系统 的 性 质 已 经 假定 是 准 经 典 的 ,o 就 可 展 成 所 的 短 级 数 : 
go=00+(h/i)o, + (Hh/i)?o, +…。 (46.3) 
我 们 先 考虑 最 简单 的 情形 , 即 单 粒子 的 一 维 运动 . (46.2) 式 此 时 化 简 成 
二 0” -起 =E-Uz)， (46.4) 
其 中 的 撤 号 代表 对 坐标 x 的 微 商 . 
在 一 级 近似 中 ,可 令 oc =o。, 并 在 方程 中 上 略 去 含有 所 的 项 : 
0 = 
由 此 得 


ao = 圭 [ Vim[E -U(x) Tdx. 
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这 个 被 积 函 数 正 好 就 是 用 坐标 函数 表 出 的 该 粒子 的 经 典 动量 p(x). 我 们 把 根 号 
前 带 有 + 号 的 定义 为 函数 p(x) , 则 有 


二 三 + {pdx, p= Vin(tE-U), (46.5) 


这 与 波 函 数 的 极限 表 式 (6.1) 所 预期 的 完全 一 致 D. 只 有 (46.4) 式 左边 的 第 二 
项 远 小 于 第 一 项 时 ,这 样 的 近似 才 是 合理 的 ,也 就 是 必须 有 go”/o”1 <<1 或 

d/ 廊 

()| < 

在 一 级 近似 中 , 按 (46.5) 式 我 们 有 o' =p, 故 所 得 条 件 可 写成 

让 (去 )| < (46.6) 


其 中 的 和 (x*) =2mh/p(*) 是 该 粒子 的 德 布 罗 意 波长 , 它 通过 经 典 函数 P(x) 表 为 
* 的 函数 . 因此 我 们 得 到 了 一 个 定量 的 准 经 典 条 件 :该 粒子 的 波长 在 x ~A 的 间 
距 内 必须 很 少 改变 . 这 里 导出 的 公式 不 适用 于 不 满足 这 个 条 件 的 空间 区 域 . 

条 件 (46.6) 可 以 写成 另 一 种 形式 ,只 要 注意 到 


二 


d 
dx dx pdx pp 
其 中 的 下 = -dU/dx 为 粒子 在 外 场 中 所 受 的 经 典 力 . 用 此 力 表示 可 得 : 
milFl 
六 

由 此 式 可 知 , 如 果 粒子 的 动量 太 小 , 准 经 典 近 似 就 不 适用 . 这 种 不 适用 性 ,特别 明 
显 地 表现 在 回 点 附近 ,所 谓 回 点 ,就 是 从 经 典 力学 看 来 粒子 在 该 点 处 应 该 停止 前 
进 , 并 开始 反 向 运动 . 这 些 回 点 是 由 方程 式 p(x) =0 即 E=U(x) 确 定 的 . 当 p 一 0 
时 , 德 布 罗 意 波长 趋向 无 穷 大 ,显然 不 能 再 假定 它 很 小 . 

但 是 必须 指出 , 准 经 典 近似 的 成 立 只 靠 条 件 (46.6) 或 (46.7) 有 可 能 是 不 够 
的 . 原因 在 于 ,这 个 条 件 是 从 微分 方程 (46.4) 各 项 的 估计 中 导出 的 ,而 所 略 去 的 
那 项 含有 高 阶 导数 . 实际 上 ,我们 在 估计 中 必须 规定 该 式 之 解 的 各 后 继 展开 项 都 
是 一 些小 量 ,但 这 个 要 求 并 不 能 用 略 去 一 项 小 量 来 保证 . 譬如 说 ,如 果 o(*) 之 
解 中 含有 一 项 ,该 项 大 体 上 随 坐 标 x 线性 地 增长 ,方程 中 的 二 次 导数 是 一 个 小 量 
并 不 能 防止 该 项 在 足够 远 处 变 成 很 大 . 当 势 场 能 够 延伸 到 远 超 过 特征 长 度 工 的 
距离 处 ,并 在 该 处 具有 足够 明显 的 变化 时 ,就 有 可 能 发 生 上 述 情况 ; 见 后 面 对 
(46. 11) 式 的 讨论 . 因而 准 经 典 近 似 对 于 研究 波 函 数 在 远 距 离 处 的 行为 来 讲 , 并 
不 成 立 . 














ed. (46.7) 


0 大 家 知道 ,| pdx 为 作用 量 的 不 含 时 部 分 .一 个 粒子 的 总 的 力学 作用 量 5 为 $= -E+ J as. oo 
中 没有 - 本 这 一 项 ,因为 我 们 考虑 的 是 不 含 时 的 波 函数 少 - 
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我 们 来 计算 展 式 (46.3) 中 的 次 一 项 . 由 (46.4) 式 中 万 的 一 级 项 给 出 








wa + 二 om a 
故 
De i pe 
0 Ws 
积分 得 
= -Inp, (46.8) 
式 中 略 去 了 积分 常数 . 
将 上 式 代 入 (46. ee 1) 中 ， a de 
-ep 人 frax) + dl - 广 fpax) (46.9) 


波 函 数 中 存在 的 1/Yp 因 子 有 一 简单 的 解释 . 在 x 与 x + dx 坐标 范围 内 发 现 
粒子 的 概率 由 1yw1 所 给 出 , 它 基 本 上 和 1/p 成 正比 . 这 正 是 我 们 对 一 个 “ 准 经 
典 " 粒 子 所 预期 的 结果 ,因为 在 经 典 运动 中 ,一 个 粒子 在 dx 间隔 内 所 经 历 的 时 
间 , 与 该 粒子 的 速度 (或 动量 ) 成 反比 . 

在 “经 典 禁 区 "内 ,该 处 的 E< U(x*) ,函数 p(x) 成 为 纯 虚 量 ,从 而 指数 上 的 
量 都 成 为 实 量 . 波 函 数 在 这 种 区 域内 的 一 般 形式 为 


“ee 人 四 Jerar)+ -ee 人 Jaz)， (46.10) 
但 应 记 住 , 准 经 典 近 似 的 精确 度 ,并 不 允许 波 函 数 中 保留 一 个 小 的 指数 项 ,让 它 
和 大 的 指数 项 加 在 一 起 ;在 这 种 意义 下 ,通常 (46. 10) 式 中 的 两 项 不 允许 同时 都 
保留 . 
尽管 通常 用 不 到 波 函 数 中 的 高 次 项 ,但 为 了 说 明 准 经 典 近似 精确 度 的 某 些 
特性 起 见 ,我 们 来 推导 展 式 (46.3) 中 的 再 下 一 项 . 
由 (46.4) 中 的 让 项 得 





Jo 


1 viz 
这 


2 

故 [c。 和 用 (46.5) 和 (46.8) 代 入 ] 

le 
i 

积分 之 (第 一 项 用 分 部 积分 ) ,并 引入 力 =pp'/m, 得 

lmF ,1 

4p 


Gooi+ 








0a = 
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这 种 近似 下 的 波 函数 具有 下 列 形式 : 
yp =e =etvooorm(1 — iho,) 
或 
_ 常 数 [ 1imhF 1 2 Ff 
a [L ho] 


六 证 和 (46.11) 


指数 前 的 系数 中 出 现 虚 修正 项 ,相当 于 波 函数 的 相位 中 亦 即 等 次 的 -| pdx 


上 添加 了 一 个 修正 项 . 这 个 修正 项 正比 于 上, 亦 即 数 量 级 为 AL. 

(46. 11) 式 括号 内 的 第 二 和 第 三 项 必须 远 小 于 1. 对 第 二 项 ,这 一 条 件 与 
(46.7) 式 相同 ;对 第 三 项 的 积分 进行 估计 后 可 以 知道 , 仅 当 严 在 距离 ~L 处 足 
够 快 地 趋 于 零 时 ,才能 得 出 (46.7) 式 . 
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设 * =a 为 一 回 点 , 故 U(a) =E, 并 假定 对 所 有 * >a 均 有 U>E, 故 回 点 的 
右 侧 为 经 典 禁区 . 波 函 数 应 在 该 区 内 衰减 . 离 回 点 足够 远 处 , 它 具 有 下 列 形式 : 


w= (| ), (259) (47.1) 


相当 于 (46. 10) 式 中 的 第 一 项 . 在 这 个 回 点 的 左 侧 , 波 函数 可 用 (46. 9) 式 所 示 的 
薛 定 廖 方程 两 个 准 经 典 解 的 实 线 性 组 合 描述 : 
如 i G i 

Ye 1 J ex) reo? ( - f ras). (x<a) (47.2) 

为 了 求 出 这 个 实 线性 组 合 中 的 系数 ,有 必要 研究 * -a 之 值 从 正 [此 时 

(47.1) 式 成 立 ] 到 负 时 波 函 数 的 变化 . 但 这 要 通过 回 点 的 邻 区 ,该 区 内 准 经 典 近 
似 不 再 成 立 ,需要 考虑 薛 定 雇 方 程 的 精确 解 . 对 于 小 的 |* -a| ,我 们 有 

E-U(x)~F(x-a), Fo= -至 <0; (47.3) 

在 这 区 域内 ,这 是 一 个 均匀 场 中 的 运动 问题 . 这 个 问题 的 莅 定 户 方 程 精确 解 已 见 

$24,(47.1) 和 (47.2) 式 中 的 系数 关系 ,可 以 通过 与 回 点 两 边 精确 解 的 渐 近 式 

(24.5) 和 (24. 6) 的 比较 导出 . 我 们 注意 到 ,由 (47. 3) 可 得 p(x*) = 


V2mFo(* 一 a) , 故 下 列 积分 
主 帮 ne= 闸 i 
等 于 (24.5) 中 指数 函数 的 宗 量 , 或 (24.6) 中 正弦 函数 的 宗 量 . 在 这 一 讨论 中 十 


分 重要 的 是 , 展 式 (47.3) 的 成 立 区 和 准 经 典 区 部 分 重 全 :如果 整个 势 场 中 的 运 
动 几乎 全 是 准 经 典 的 (正如 我 们 假设 的 那样 ) , 则 可 找到 足够 小 的 |*-a| 值 ,使 
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得 展 式 (47.3) 得 以 成 立 ,同时 此 值 又 足够 大 ,使 得 准 经 典 条 件 得 以 满足 ,从 而 可 
用 渐 近 式 (24.5) 和 (24.6)@. 

但 是 ,还 存在 着 另 一 种 方法 ,更 具 方法 论 上 的 意义 , 它 用 不 着 精确 解 . 为 此 ， 
我 们 要 把 y(*) 形 式 地 看 作 是 复 变 量 * 的 函数 ,并 把 * -a 由 正 到 负 的 路 径 选 得 
离 *=a 点 足够 远 ,使 得 准 经 典 条 件 能 在 整个 路 径 上 形式 地 得 到 满足 (A. Zwaan 
1929). 然后 我 们 再 来 考虑 也 能 满足 展 式 (47. 3) 的 那些 |x -a| 值 ,使 得 波 函数 
(47.1) 具 有 下 列 形式 

Yo = ef ee 


2(2mIFol) (x— 





(47.4) 
在 复 变量 * 的 上 半 平 面 内 绕 *=a 点 作 半 径 为 p 的 半圆 ,我 们 来 考察 一 下 沿 
此 半圆 自 右 到 左 运 动 时 上 述 函数 的 变化 . 在 此 半圆 上 有 


We 节 2 3 
xx-a=pey， 上 Vr-ade=3p" eos 了 +isin 本 由 


相位 四 从 0 变 到 ,(47.4) 式 指数 因子 的 模 先是 增 大 { 当 0< 由 < 人 时) ,随后 
下 降 到 1. 到 达 半圆 的 终点 ,指数 寡 变 成 纯 虚 量 ,并 等 于 
-证 [ VimlF (a x) dx = -| (ar. 
(47.4) 式 指数 前 的 系数 中 , 沿 此 半 加 的 变化 为 
(x-a) (a -x) em 
因此 ,(47.4) 式 整个 函数 变 成 (47.2) 式 中 的 第 二 项 , 且 有 系数 C， = 二 Ce 


通过 上 半 面 只 能 定 出 (47.2) 式 的 C, 系 数 ,这 一 点 可 作 简 单 解释 . 如 果 我 们 
沿 上 述 半 圆 反方 向 ( 即 自 左 到 右 ) 追 踪 函 数 (47.2) 的 变化 ,就 会 发 现 第 一 项 与 第 
二 项 相 比 从 一 开始 就 指数 式 地 很 快 减 小 . 可 是 准 经 典 近 似 不 允许 y 中 包含 一 个 
指数 式 小 项 与 一 个 大 的 主 项 加 在 一 起 ,这 就 是 为 什么 沿 此 半圆 通过 时 “丢失 "了 
(47.2) 中 的 第 一 项 . 

欲求 系数 C, ,我 们 必须 自 右 向 左 地 通过 复 变量 * 下 半 平 面 上 的 半圆 . 用 同 
样 方法 ,我 们 发 现 (47. 4) 式 现在 变 成 (47.2) 中 的 第 一 项 , 且 有 系数 C, = 


Jeerw 


四 展 式 (47.3) 对 |x-al<< 上 成 立 ,L 为 场 U(x) 变 化 的 特征 距离 . 准 经 典 条 件 (46.7) 要 求 
1x -a >> 有 YmlFoT. 这 两 个 条 件 是 相 容 的 ,因为 准 经 典 运动 远离 回 点 ( 即 |* -a| ~) ,使 得 Da >> 
AM/ miFol. 


$48 玻 尔 - 索 末 菲 量 子 化 规则 .157 





因此 *>a 的 波 函数 (47. i 的 下 列 函数 : 
-人 ee (es + 村]. 


这 个 对 应 规则 可 写成 男 一 es 与 经 典 禁 区 究竟 位 于 回 点 的 哪 一 侧 无 关 
(Kramers,1926 ) : 





U(x) >E 时 pr -| pa } 


C 1 

一 U(x) <E 时 Er 

我 们 再 一 次 强调 ,从 证 明 中 显然 可 知 ,这 个 规则 是 和 加 在 回 点 一 侧 的 特殊 边 

界 条 件 有 关 的 ,在 这 个 意义 下 , 它 只 能 用 于 特定 的 方向 . 规则 (47.5) 是 根据 进入 

经 典 禁区 时 yw 一 0 这 个 边界 条 件 导出 的 ， 应 用 时 ， 必须 从 经 典 禁 区 出 发 过 渡 到 经 
典 通 区 ,如 式 中 箭头 所 示 下 . 

如 果 经 典 通 区 的 边界 (在 * =a 点 ) 有 一 无 穷 高 “ 势 壁 ", 波 函数 在 x*=a 点 的 

边界 条 件 为 少 =0( 见 $18). 此 时 准 经 典 近 似 直 到 势 壁 本 身 都 成 立 , 其 波 函 数 为 


en ， 
峭 = 一 sin 一 | pdx (x < a), 
Bh 





“pax| -了 |. (47.5) 


(47.6) 
y=0 (x > a). 


$48 玻 尔 - 索 末 菲 量 子 化 规则 


属于 离散 谱 且 量子 数 ” 值 很 高 的 态 全 都 是 准 经 典 态 ,因为 ”是 态 的 编号 , 它 
给 出 了 本 征 函 数 的 节点 数 ( 见 $21) ,而 相 邻 节点 的 间距 具有 德 布 罗 意 波 波长 的 
数量 级 . 大 时 ,这 个 间距 小 , 故 其 波长 远 小 于 运动 区 的 尺度 . 

我 们 来 推导 准 经 典 情形 中 确定 量子 能 级 的 一 个 条 件 . 为 此 ,我 们 考虑 下 列 一 
维 势 阱 中 粒子 的 有 限 运动 ;其 经 典 通 区 b<x<a 界 于 两 个 回 点 之 间 @. 

按 规则 (47.5) ,由 x=6 处 的 边界 条 件 给 出 (此 点 右边 的 ) 波 函数 


we [二 ne] (48.1) 


人 @” 反 向 过 滤 是 没有 意义 的 ,因为 (47.5) 右 边 的 波 函数 即使 作 很 小 的 改变 ,也 可 能 使 式 左 的 函数 产 
生 一 个 指数 式 增 大 的 项 . 

@ ”经 典 力 学 中 ,粒子 在 这 样 的 场 内 将 作 周 期 运动 ,其 周期 (从 x=4b 运 动 到 *=o 再 折 回 到 6 点 所 需 
的 时 间 ) 为 


是 粒子 速度 . 
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把 此 规则 用 于 x =a 点 的 左边 ,得 同一 函数 ,但 具 下 列 形式 : 


w= [or]， 
为 了 使 以 上 两 式 在 整个 区 内 相同 ,它们 的 相位 相 加 起 来 (是 一 个 常数 ) 必 须 等 于 
7 的 整 倍数 : 
到 三 par -二 =nm， 
(这 时 C=( -1)"C'). 由 此 得 


1 1 
Pdz=n+ 王 ， (48.2) 


其 中 fpdx=2 玉 pdx 是 对 粒子 经 典 运动 的 整个 周期 积分 . 这 就 是 准 经 典 情形 中 
确定 粒子 的 各 个 定 态 的 条 件 ,相当 于 旧 量 子 论 中 的 玻 尔 - 索 末 菲 量子 化 规则 . 
/= 机 fdr 这 个 量 称 为 浸 渐 不 变量 (参见 (力学 》,$49). 它 使 得 量子 化 条 


件 (48.2) 可 以 写成 
1(E) =h(n+1/2) 
在 §41 已 经 提 到 过 , 当 足 够 慢 地 ,“ 浸 浙 地 "改变 参量 时 ,系统 留 在 给 定 的 n 态 不 
变 . 我们 看 到 ,在 准 经 典 极限 下 ,这 一 断言 同 经 典 理论 中 当 缓慢 改变 参量 时 浸 渐 
不 变量 保持 为 常量 这 一 点 是 一 致 的 . 
很 容易 看 出 ,整数 ”等 于 波 函 数 的 零点 数 ,因而 它 是 定 态 的 编号 . 波 函 数 


(48. 1) 中 的 相位 从 xz =4 处 的 -二 增加 到 x =a 处 的 (n+ 地 ] ,从 而 使 这 个 


区 内 的 余弦 函数 共有 n 次 等 于 零 (在 区 域 h<x<a 以 外 , 波 函数 递减 ,而 且 在 有 
限 的 距离 内 无 零点 ) 0. 
Pee 准 经 典 情形 中 的 n 值 是 很 大 的 .但 应 强调 ,保留 (48.2) 中 nn 上 所 


加 的 二 志 仍然 是 合理 的 : 计 及 波 函 数 相位 的 随后 几 个 修正 项 后 ,(48.2) 的 右边 只 


| ~A 亿 的 项 ,它们 要 比 1 小 得 多 ; 见 $ 46 末尾 的 说 明 @. 
把 这 些 波 函 数 归 一 化 时 ,1y1 的 积分 可 限制 在 区 域 5<x<a 内 ,因为 此 区 之 
外 的 少 是 指数 式 衰减 的 . 由 于 (48. 1) 中 余弦 函数 的 宗 量 是 一 个 剧变 函数 ,我 们 


加 ”严格 来 讲 ,零点 数 要 用 回 点 附近 波 函数 的 精确 形式 来 计算 . 这 样 做 的 结果 ,肯定 了 此 处 的 结论 . 

回 某 些 情形 下 ,由 精确 苹 定 户 方 程 得 到 的 能 级 精确 表 式 E(n) ( 作为 量子 数 的 函数 ) 当 nw 时 
仍 能 保持 其 形式 ;例如 库仑 场 中 的 能 级 和 谐振 子 的 能 级 ,对 于 这 些 情形 ,本 来 只 能 对 n 大 的 值 适用 的 
(48.2) 式 ,能 够 给 出 函数 E(n) 的 精确 表 式 . 
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可 以 足够 精确 地 把 余弦 函数 的 平方 改 成 它 的 平均 值 了. 这 就 得 出 
lid i 
jw dc a 
其 中 的 w =2m/7 为 经 典 周期 运动 的 频率 . 因此 归 一 化 的 准 经 典 函数 为 


yo 人 (于 ou- 和) (48.3) 
应 该 注意 ,频率 w 一 般 说 来 随 能 级 而 异 , 它 是 能 量 的 函数 
对 (48.2) 式 还 可 作 另 一 种 解释 . 积分 值 fed 等 于 该 粒子 的 经 典 封闭 相 迹 


所 包围 的 面积 ( 相 迹 是 该 粒子 的 相 空 间 即 px 平面 中 的 一 条 曲线 ). 把 这 个 面积 
划分 成 若干 格 ,每 格 的 面积 为 25, 我们 共 得 n 格 ;而 数值 a 就 等 于 能 量 不 超过 
所 给 值 (对 应 于 所 考虑 相 迹 的 那个 能 量 值 ) 的 量子 态 总 数 . 因此 我 们 可 以 这 样 
说 , 准 经 典 情形 下 每 一 个 量子 态 对 应 于 相 空间 中 面积 为 27 的 一 个 相 格 . 换 句 
话说 , 相 空 间 体积 元 ApAx 中 所 属 的 态 数 为 


ApAx 
i (48.4) 


如 果 用 波 数 k=p/ 有 i 代 将 动量 ,这 个 态 数 可 写成 AtAx/2m. 这 个 式 子 , 正 如 我 们 
所 预期 的 那样 ,与 波动 场 中 熟知 的 本 征 振动 数 的 表 式 完全 相同 ( 见 《 场 论 》， 
§52). 

从 量子 化 规则 (48. 2) 式 出 发 ,可 以 阐明 能 谱 中 能 级 分 布 的 一 般 特征 . 令 AE 
为 两 个 相 邻 能 级 的 间距 , 即 量子 数 n 相差 为 1 的 两 个 能 级 的 能 量 差 . 由 于 AE 比 
能 级 本 身 之 值 小 得 很 多 ( 当 n 很 大 时 ) , 故 按 (48.2) 式 可 写作 


Dp 
AE$ dr =27h, 





但 9E/ap =v, 故 


i 
因此 得 
AE = = iw. (48.5) 


由 此 可 见 两 个 相 邻 能 级 的 间距 等 于 iw. 对 一 些 相 邻 能 级 而 言 (这 些 能 级 的 
nn 值 之 差 远 小 于 nn 值 本 身 ) ,频率 w 可 以 近似 地 看 作 常数 . 因此 我 们 得 出 这 样 的 
结论 ,在 能 谱 准 经 典 部 分 的 任 一 小 段 内 ,能 级 是 等 距 分 布 的 ,其 间距 为 hw. 这 个 
结论 是 预料 中 的 事 ,因为 在 准 经 典 情形 下 ,不 同 能 级 间 的 跃迁 频率 应 该 是 经 典 频 
率 的 整数 倍 . 
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任 一 物理 量 f 的 矩阵 元 在 经 典 力学 极限 情形 下 变 成 什么 ,这 个 问题 值得 研 
究 .为 此 我 们 从 下 列 事实 出 发 , 任 一 量子 态 中 的 平均 值 在 极限 情形 下 应 该 变 
成 该 量 的 经 典 值 , 只 要 该 态 本 身 在 这 种 极限 情形 下 能 够 给 出 粒子 沿 一 定 轨道 的 
运动 . 和 这 种 状态 相对 应 的 波 包 是 由 能 量 相 近 的 一 组 定 态 合 加 而 成 的 ( 见 §6). 
这 种 态 的 波 函 数 呈 以 下 形式 ; 

到 = 加 二 要 > 

其 中 的 ,系数 ,只 有 在 量子 数 ”的 某 一 区 间 An 内 (1 << An <<n) , 才 显著 地 不 
等 于 零 ;n 的 数值 假定 为 很 大 ,因为 定 态 是 准 经 典 的 . 按 / 的 平均 值 定义 有 


f= [wjwdz= 了 > wo-er， 
对 n,m 的 求 和 可 用 对 n 与 s=m-n 的 求 和 来 代替 : 
Re 

按 (48.5) 式 ,我 们 已 令 上 式 中 的 w。, = sw 

用 准 经 典 波 函 数 算出 的 f, 和 矩阵 元 ,其 数值 随 m -n 的 增 大 而 剧 减 ,同时 它 又 
是 量子 数 n 的 一 个 缓 变 函 数 ( 当 m -n 给 定 后 ). 因此 我 们 可 以 近似 地 写作 

f= D> wavfie”= od” es 
其 中 引进 了 下 列 记号 : 
fs 
元 为 量子 数 n 在 An 区 间 内 的 某 一 平均 值 .但 是 > |a,1 =1; 故 
Fs 3 ew. 

所 得 的 求 和 式 呈 通常 的 傅 里 叶 级 数 形式 . 由 于 f 在 极限 情形 下 应 与 经 典 量 /(1) 
完全 一 致 ,我 们 就 得 到 这 样 的 结论 :在 极限 情形 下 ,矩阵 元 /,, 变 成 经 典 函数 /(1) 
的 傅 里 叶 展 式 中 的 大- 分量. 

同 理 ,连续 谱 状 态 间 的 跃迁 矩阵 元 变 成 (+) 的 传 里 叶 积 分 式 中 的 展开 式 分 
量 . 此 时 定 态 波 函数 应 按 能 量 除 以 万 的 6 函数 归 一 化 . 

以 上 所 述 的 所 有 结果 ,可 以 直接 推广 到 多 自由 度 的 系统 中 去 ,这 个 系统 作 着 
有 限 运 动 ,并 在 (经 典 ) 力 学 中 能 用 哈密 顿 - 雅 可 比方 法 完全 分 离 其 变量 (所 谓 
条 件 周期 运动 见 ( 力 学 》, $ 52). 变量 分 离 以 后 ,每 一 个 自由 度 归 结 于 一 个 一 维 
运动 ,其 相应 的 量子 化 规则 呈 下 列 形式 : 

下 Pa =27h( n, +7,), (48.6) 


其 中 的 积分 是 取 广义 坐标 q; 的 整个 变化 周期 ,r; 是 数量 级 为 1 的 一 个 数 ,其 值 依 
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赖 于 所 给 自由 度 的 边界 条 件 的 性 质 @. 

在 任意 多 维 运 动 (不 是 条 件 周期 运动 ) 的 一 般 情 形 下 , 准 经 典 量 子 化 条 件 的 
表述 要 作 更 深远 的 考虑 @. 但 是 相 空间 中 的 “ 相 格 "概念 仍然 适用 (在 准 经 典 近 
似 下 ). 根据 它 与 给 定 空间 体积 元 中 的 波动 场 本 征 振动 数 的 前 述 关系 ,这 一 点 是 
很 明显 的 . 在 一 般 情形 下 ,具有 s 个 自由 度 的 系统 在 相 空间 体积 元 中 具有 


Ag …Aq,Ap…ApP， 
ee 48.7 
(2m7h)" Gy 
个 量子 态 @. 
习 题 


1， 一 个 粒子 运动 于 满足 准 经 典 条 件 的 ( 非 有 心力 ) 势 场 U(r) 中 , 求 其 分 立 
能 级 的 总 数 (近似 值 ). 
解 :动量 值 在 0<p<<pww 之 间 , 位 置 在 dV 之 内 的 一 个 相 空 间 体积 元 中 “所 
属 "的 态 数 等 于 
了 play 
GAN 
当 r 给 定 后 ,粒子 ( 作 经 典 运动 ) 所 能 具有 的 动量 满足 条 件 玉 = 人 +U(n) < 
0. 把 paw = V-2mU(r) 代 入 上 式 ， rp 
mm a 
2 宁 |(- LUD)22dV， 
式 中 对 U<0 ee 如 果 U 在 无 穷 远 处 按 r 的 规律 衰减 而 < 
2, 按 818 的 结果 ,这 个 积分 是 发 散 的 (总 态 数 为 无 穷 多 )， 


2. 同上 题 , 但 在 准 经 典 有 心力 场 U(r) 中 (B. 1. IIokpoBcKHi)- 
和 证 于 有 心力 有 中 的 能 名 双 少 动 广 肌 而 二 天 用 0 乓 人 


数 .对 给 定 的 角 动 量 值 M 而 言 ,显然 ,其 态 数 等 于 在 势 场 Uw = U(7) +2 2 





@@ 例如 ,对 有 心力 场 中 的 运动 而 言 , 我 们 有 
frar=2nt( + 方 ) forio=2nh (1-m+ 填 ) 站 
f psdp =2mhm. 
其 中 的 n, =n -1-1 为 径 量子 数 . 最 后 一 个 等 式 说 明 p。 为 角 动 量 的 = 分 量 , 即 等 于 hm 
@® 见 KellerJB， Annals of Physics, 1958,4:180. 


国 ”特别 是 对 一 个 粒子 ,d?p/(2m 有 )? 就 是 单位 坐标 空间 体积 中 动量 值 介 于 dip 内 的 状态 数 . 这 解释 
了 平面 波 (15.8) 的 两 种 归 一 化 方法 的 一 致 性 , 见 40 页 的 附注 
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作 一 维 运动 的 (无 简 并 ) 能 级 数 . 当 r 给 定 且 能 量 忆 <0 时 ,动量 p, 的 最 大 可 能 什 
= V2m0xx. 故 态 数 ( 即 能 级 数 ) 等 于 
drdp,_ Vm 
Zrii ”2 局 pr 
对 dM/ 声 求 积 分 (代替 准 经 典 情形 中 对 【上 求 和 ), 即 得 欲求 的 离散 谱 能 级 总 
数 , 它 等 于 





m 
re: -Urdr. 
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我 们 知道 ,有 心力 场 中 运动 的 粒子 波 函 数 可 以 分 为 角 部 和 径 部 . 我 们 先 考虑 
前 者 . 

角 部 波 函数 和 9 角 的 关系 (由 量子 数 m 所 确定 ) 很 简单 ,不 发 生 寻 求 近似 表 
式 的 问题 . 至 于 和 极 角 9 的 关系 ,按照 一 般 规则 ,当量 子 数 1/ 很 大 时 就 变 成 准 经 
典 关系 ( 它 的 条 件 以 后 将 更 精确 地 表述 ) 

我 们 在 这 里 只 准备 推导 磁 量子 数 等 于 零 (m =0) 时 的 角 函 数 准 经 典 表 式 (在 
应 用 中 最 重要 )@. 这 个 角 部 函数 和 勒 让 德 多 项 式 P(eos 9)[ 见 (28.7) 式 ] 只 差 
一 个 常 因子 ,满足 下 列 微分 方程 


1 49.1 
rT +l(l1+1) (49.1) 

作 替换 
Pp, = 49.2 
(cos 9) a ( ) 

可 化 成 
x+[ (4 于) + x= =0. (49.3) 


这 个 式 子 不 含 一 次 微 商 , 并 和 一 维 薛 定 刘 方 程 具有 相同 的 形式 . 
(49.3) 式 中 ,相应 的 德 布 罗 意 波长 为 


入 = 2r[ (+ 立 je pas | 


@ 在 m =1 的 相反 情形 下 ,将 对 应 于 位 于 赤道 平面 9= 子 内 的 经 典 轨道 运动 ,这 是 因为 Pi(cos 0) = 


常数 xsin'g, 当 !-*a 时 ,这 个 函数 (因而 有 ly12) 所 有 的 9 二 值 而 言 都 汐 于 夫 - 
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导数 d (六 ) / dr 必须 很 小 [条 件 (46. 6) ] ,这 一 要 求 给 出 下 列 不 等 式 


0l>>1, (7 -0)l>>1. (49.4) 
这 就 是 角 部 波 函 数 为 准 经 典 的 条 件 . 当 1 很 大 时 ,这 些 条 件 对 所 有 的 9 值 差 不 多 
都 能 满足 ,只 有 十 分 接近 于 0 或 7 的 9 值 除 外 . 
当 (49.4) 式 的 条 件 满足 时 ,(49.3) 式 方 括号 中 的 第 二 项 与 第 一 项 相 比 可 以 
略 去 : 


Xt+ (4 二)x=0. 
这 个 方程 的 解 为 
x= Vn OP,(cos 0) =4sin[ (+ 于 Je+a] ， (49.5) 


式 中 的 4 和 a 是 常数 . 
当 角 度 9<<1 时 ,(49.1) 式 中 可 令 cot 9~1/0; 同 时 把 1(1+1) 近 似 写成 


(7+ 十 ) ,得 下 列 方程: 


4 dP, 和 
生 : 志 :nt 
a 
P(eos 9) =J。[ (+ 立 )e]; 0<<1. (49.6) 


其 中 的 常 因子 已 令 等 于 1, 因为 9=0 时 必须 有 P, =1. P, 的 近似 表 式 (49.6) 对 
9 <<1 的 所 有 角度 都 是 成 立 的 . 例如 , 它 也 可 以 应 用 到 1ML << 9 <<1 的 角度 范围 
内 ,在 这 种 情形 下 , 它 和 (49.5) 式 应 该 完全 一 致 ,因为 (49.5) 式 对 9 >> 1XL 的 所 
有 0 都 是 成 立 的 . 当 91 >>1 时 ,这 个 贝 塞 尔 函数 可 以 用 宗 量 很 大 时 的 渐 近 表 式 


代替 ,我 们 得 
sin 1 
[ (+ )8 7] 
人 


(系数 中 的 二 与 1 相 比 可 以 咯 去 ). 与 (49.5) 式 比较 ,我 人 发现 4= 硬 ,a = 


了 因此 我 们 最 后 得 到 以 下 的 P,( eos b) 表 式 , 适 用 于 准 经 典 情形 @: 


四 注意 :4(1+1) 换 成 (1+ 1/2)? 的 结果 ,使 所 得 的 表 式 中 ,在 9 换 成 -8 后 ,多 乘 一 个 ( - 1) 因子 ， 
这 正 是 Pi( eos 6) 函数 所 应 有 的 性 质 - 
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sin | (i+ 6+ 本 
Pi( cos 0) ~ 上 启 一 一 2 一 一 [ 了 ] (49.7) 
Vsing 
由 此 得 归 一 化 的 球 谐 函数 Yo[ 参 考 (28. 8) 式 ] : 
区 i sin | (1+ 记 jo+#"] 
二 Vsing 
现在 来 讨论 波 函数 的 径 部 . 在 $ 32 中 已 经 讲 过 ,Xx(r) = rR(r) 函数 满足 的 方 
程 ,等 同 于 具有 下 列 势能 的 一 维 莅 定 户 方 程 : 
07) = Un) + LD. 


因此 ,只 要 把 势能 理解 成 为 此 处 的 U,(7) 函数 ,我 们 就 可 以 利用 前 几 节 所 得 的 结 
果 . 


(49.8) 


!=0 的 情形 最 简单 . 离心 能 等 于 零 , 如 果 U(r) 满 足 (46. 6) 式 的 必要 条 件 ， 
径 部 波 函 数 将 在 整个 空间 成 为 准 经 典 的 . 由 于 "= 0 时 必须 有 xX = 0, 所 以 这 个 准 
经 典 函 数 X(r) 由 (47.6) 式 ( 式 中 的 a =0) 所 确定 . 

如 果 :天 0 ,离心 能 也 必须 满足 (46.6) 式 的 条 件 . 在 r 很 小 的 区 域内 ,该 处 的 
离心 能 与 总 能 量具 有 相同 的 数量 级 ,波长 A =2mih/p ~ 1, 则 条 件 (46. 6) 给 出 
1>>1. 由 此 可 见 , 如 果 ! 不 大 , 准 经 典 条 件 在 很 小 的 区 域内 被 离心 能 所 破坏 . 容 


易 证 明 ,如 果 把 势能 UA(7) 中 的 系数 1+1) 改 成 (1+ 十) 


oo (49.9) 


r 
再 按 一 维 运动 的 公式 计算 ,可 得 准 经 典 波 函 数 x(r) 的 正确 相位 值 @. 
准 经 典 近似 对 库仑 场 U = + a/r 是 否 适 用 的 问题 需 作 特 殊 考 虑 . 在 整个 运 
动 区 域内 最 重要 的 部 分 相当 于 101 ~ 1 有 81 亦 即 距离 + ~a/1E1 的 区 域 . 这 个 区 域 
内 的 准 经 典 运动 条 件 ,要 求 波长 A ~2mi/ V2m1E1 远 小 于 该 区 域 的 线 度 a/1E1， 
由 此 得 


1B1 < (49.10) 
即 能 量 绝对 值 必须 远 小 于 第 一 玻 尔 轨道 上 的 粒子 能 量 值 . (49. 10) 式 也 可 写成 
下 列 形式 : 


外 例如 在 自由 运动 (U =0) 的 最 简单 情形 下 ,采用 (49.9) 式 的 以 , 当 r 很 大 时 ,根据 (48.1) 式 算出 
的 波 函 数 相位 的 确 和 (33. 12) 式 的 相位 相同 . 
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a 
er (49.11) 


其 中 的 ~ V1E17m 为 粒子 速度 . 应 该 注意 ,这 个 条 件 与 库仑 场 的 微 扰 论 适用 条 
件 (45.7) 式 相反 

至 于 很 小 的 区 域 (10(r) | >>E) ,对 库仑 斥 力 场 而 言 并 不 值得 注意 ,因为 
U >E 时 , 准 经 典 波 函 数 是 指数 式 衰减 的 . 可 是 在 引力 场 中 , 当 1! 很 小 时 ,粒子 有 
可 能 穿 人 1U1 >> 1E1 的 区 域内 ,这 就 产生 了 准 经 典 近似 的 适用 界限 问题 . 应 用 一 
般 条 件 (46.7) , 令 其 中 的 


Wa, pa fs, 
dr * r 
结果 发 现 , 准 经 典 近似 的 适用 区 域 局 限于 下 列 距离 : 
A (49.12) 
机 
也 就 是 远大 于 第 一 玻 尔 轨道 “半径 "的 距离 . 
习题 


如 果 r*0 时 ， 势 场 按 土 a/r(s >2) 的 方式 趋向 无 穷 , 求 波 函 数 在 原点 附近 
的 行为 . 
解 : 当 r 足 够 小 时 ,波长 为 











.Po 
mlUl Vmna’ 
所 以 
dA LE 
ee Tr <<1; 
i 


可 见 已 满足 准 经 典 条 件 .在 引力 场 中 ,r-*0 时 U 一 - %m. 此 时 原点 附近 的 区 域 为 
经 典 通 区 , 径 向 波 函 数 X ~ 1/MP , 故 
yr 
在 斥 力 场 中 ,r+ 很 小 的 区 域 为 经 典 禁 区 . 此 时 波 函 数 当 70 时 指数 式 地 趋 于 
零 . 略 去 指数 函数 的 系数 ,我 们 有 


2 Vome, en] 
(s -2) > 





won (HL) wo- 


$50 势 垒 的 贯穿 


我 们 来 考虑 一 个 粒子 在 图 13 所 示 的 场 中 运动 ,此 场 的 特点 是 存在 着 一 个 势 
垒 , 亦 即 存在 着 势能 U(x) 超 过 粒子 总 能 量 E 的 一 个 区 域 . 经 典 力学 中 , 势 忽 对 
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粒子 讲 来 是 “不 可 穿 透 " 的 ;但 是 在 量子 力 
学 中 ,一 个 粒子 可 以 “ 穿 过 势 健 " :其 概率 不 
等 于 零 0. 这 个 现象 也 称 为 隧道 效应 . 如 果 
势 场 U(x) 满足 准 经 典 条 件 , 该 势 公 的 透射 
系数 可 以 表 成 一 般 形式 . 需要 指出 的 是 , 准 
经 典 条 件 会 得 出 势 又 必须 是 很 “ 宽 ” 的 结 
论 ,因此 准 经 典 情形 下 的 透射 系数 是 很 小 
的 





图 13 


为 了 不 中 断后 面 的 计算 ,我 们 先 来 求解 下 列 问题 . 假定 在 回 点 x = 上 右 侧 (该 
处 的 U(x) < 巨 ) 的 准 经 典 波 函 数 呈 以 下 的 行 波形 式 : 
Ye [r+] (50.1) 


我 们 来 求 x* < 上 区 域内 这 个 态 的 波 函数 . 这 可 和 $47 中 的 步骤 一 样 , 采 用 复 变量 
x 的 平面 . 令 
E-U(x)~F,(x-b), F,>0, 


可 把 (50. 1) 式 写成 
: i wif 本 
yx) np{ nam) | Vr-bdr+ in}, 
沿 上 半 平 面 的 下 列 半圆 自 右 至 左 地 通过 : 


x-b=pe™*, 

i Vbdr=3p" ( 本 34 +icos 3 
相位 中 从 0 变 到 "mw.y(x) 函数 的 模 先 是 递减 ,随后 增 大 ,到达 半 圆 末端 的 函数 值 
为 


a 1 1 1 i 
V4) = mp mp ep{ |, (2mP) VU dr + 4in}. 
我 们 就 得 到 下 列 对 应 规则 @: 
x*>b 时 Wa Rd 
下 1 
x<b 时 hx{ 寺 fol} (50.2) 


外 ”这 类 例子 已 见 $25, 题 2. 

加 沿 下 半 平 面 自 右 向 左 通 过 时 ,4(*) 函数 的 模 先 增 后 碱 , 到 达 左 实 轴 上 (一 -7) 变 成 一 个 指数 式 
小 量 ,把 它 始终 加 到 (50. 2) 指 数 式 大 的 项 上 将 是 不 合理 的 . 在 (x) 为 指数 式 大 的 区 域内 ,由 于 准 经 典 近 
似 的 不 精确 性 ,会 丢掉 指数 式 小 的 修正 项 . 而 这 个 修正 项 当 $ 一 -mw 时 又 能 变 成 指数 式 大 项 ,因而 后 者 也 
就 会 被 丢掉 
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必须 强调 ,此 式 预 先 假定 了 经 典 通 区 内 波 函 数 的 特殊 形状 (向 右 运动 的 行 波 ) ， 
应 用 时 只 能 从 通 区 过 渡 到 禁区 . 

现在 来 计算 穿 过 势 垒 的 透射 系数 . 设 粒 子 自 工区 由 左 向 右 射 向 势 刍 . 则 在 势 
侄 后 面 的 亚 区 内 ,只 能 有 穿 过 势 又 向 右 运 动 的 波 ,此 区 内 的 波 函数 可 写成 


二 ep( 广 | max+din)， (50.3) 


式 中 的 v=p/m 是 粒子 速度 ,D 是 流 密度 . 应 用 规则 (50.2) ,可 以 求 出 势 刍 内 部 
工区 的 波 函 数 : 


A) 
= 证 on( 二 


最 后 ,应 用 规则 (47.5) ,可 得 势 垒 前 面 I 区 的 波 函 数 : 
二 2 2ml 二 lpldz jeos( 于 三 pax =- 二) 


如 果 我 们 令 
D=ep( -2 lpldx) ， (50.5) 














_pdx |): (50.4) 


上 式 变 成 
= ee( 方 | net ) 到 
vy . 


= 上 ep (方太 pdx +in) + 


三 
+ fi? (- 广 上 pdx — Fin 站 


人 -om 时 变 成 平面 波 少 =e”"“) ,第 二 项 代表 反射 
波 . 所 选 的 归 一 化 已 使 人 射 波 具有 单位 流 密度 ,因此 透射 波 的 流 密度 D 就 等 于 
所 求 的 势 刍 透射 系数 . 注意 此 公式 只 当 指数 寡 很 大 因而 刀 本 身 很 小 时 才能 适 
用 .了 

前 面 已 经 假定 了 场 U(x) 在 整个 势 又 范围 内 满足 准 经 典 条 件 (只 有 在 回 点 
的 邻 区 除外 ). 但 在 实际 上 我 们 常常 遇 到 这 样 的 势 公 , 它 的 势能 曲线 在 一 侧 降 落 
得 极 快 ,使 得 准 经 典 近 似 无 法 应 用 . 在 这 种 情况 下 ,(50.5) 式 D 中 的 指数 因子 仍 


外 DD 为 指数 式 小 量 , 这 与 工区 内 人 射流 和 反射 波 的 振幅 相等 这 个 事实 有 关 ; 两 者 之 间 指 数 式 小 的 
差别 在 准 经 典 近 似 中 被 丢掉 
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保持 不 变 , 但 其 前 面 的 系数 [在 (50.5) 式 中 等 于 1] 有 所 不 同 . 要 算出 这 个 系数 ， 
我 们 必须 算出 非 准 经 典 区 内 的 精确 波 函 数 , 并 据 此 定 出 势 垒 内 部 的 准 经 典 波 函 
数 . 
习 题 
1. 求 图 14 所 示 的 势 笃 的 透射 系数 :x<0 时 U(z) =0,x>0 时 U(x) = - 
Fx; 只 需 算 出 指数 因子 . 
解 :简单 计算 后 给 出 下 列 结 果 : 


4 VT 
D-~exp[ > WE)™|; 


2. 求 一 粒子 ( 角 动 量 等 于 零 ) 逸 出 一 球 对 称 势 阱 的 概率 ,该 势 阱 当 r<m 时 
U(r) = -Usr>m 时 U(r) = 半 ( 图 15).0 





VD 





图 14 图 15 
解 : 球 对 称 问题 可 以 归结 为 一 维 问题 ,因此 以 前 所 得 的 公式 可 以 直接 应 用 . 


我 们 有 
w~exp[ -三 /和 (人 -2)d]. 


算出 此 积分 ,最 后 得 


we[{ -加 各 [eee 人 有- 屋 (0- 邓 ) 


在 mm 一 0 的 极限 情形 下 ,此 式 变 成 








@@ ”这 个 问题 首先 由 T. @. Tawoasp(1928) 以 及 由 R. W. Gumey 和 E. U. Condon(1929) 在 关于 放射 
性 a 衰变 的 理论 中 讨论 过 . 


#50 势 全 的 贯穿 * 169. 





这 个 公式 , 当 指 数 毗 很 大 即 a/jiv >>1 时 可 以 适用 . 这 个 条 件 和 库仑 场 中 的 准 经 
典 运动 条 件 (49.11) 式 一 致 . 

3. 设 U(x) 由 两 个 对 称 的 势 阱 (图 16 中 的 工 和 开 ) 夹 一 个 势 笃 所 组 成 . 如 果 
该 势 笃 对 粒子 不 可 穿 透 , 则 其 能 级 对 两 个 势 阱 相同 ,相当 于 粒子 在 其 中 一 个 势 阱 
中 运动 时 所 具有 的 那些 能 级 . 势 笃 的 可 穿 透 
这 一 事实 ,使 得 以 上 的 每 个 能 级 分 裂 成 两 个 
相 邻 能 级 ,对 应 于 粒子 同时 在 两 个 势 阱 中 运 
动 时 的 两 种 不 同 状态 . 试 求 分 裂 宽度 [假定 势 
场 U(x) 是 准 经 典 的 ]. 

解 : 咯 去 穿 过 势 全 的 概率 ,U(x) 场 中 的 
薄 定 启 方 程 的 近似 解 可 以 采用 准 经 典 波 函 数 
Wo(x) ,这 个 波 函 数 描述 在 一 个 势 阱 中 ( 璧 如 
阱 I) 以 某 个 能 量 ,运动 的 粒子 , 它 在 该 阱 图 16 
两 侧 指数 式 讲 减 ;Wo (x) 假 定 是 这 样 归 一 化 
的 ,使 得 由 对 阱 工 的 积分 等 于 1. 计 入 小 的 透射 概率 以 后 ,能 级 Eo 分 裂 成 ,和 
两 能 级 ,对 应 于 这 两 个 能 级 的 正确 零 级 近似 波 函 数 , 是 (x) 和 Wo( -x) 的 对 称 
和 反对 称 组 合 : 


p(x) = 





让 (W(t -1， (=) -ho -]. (1) 


阱 工 中 ,Wo( -x*) 与 Wo(x) 相 比 小 至 可 略 ; 阱 耻 中 则 反之 . 故 乘积 Wo(xz)Wo( -*) 
处 处 都 小 至 可 略 . (1) 式 中 的 两 个 函数 可 这 样 归 一 化 ,使 它们 的 平方 值 对 阶 工 加 
阱 卫 积 分 后 都 等 于 1. 

孽 定 亩 方程 为 


多 + 如 (局 -Uo =0, +E -Uy =0, 
第 一 式 乘 以 内 第 二 式 乘 以 加 后 ,两 式 相 减 , 然 后 对 dx 从 0 到 名 积分 . 考虑 到 = 
0 时 ,如 =Y2Wo 和 由" =0, 以 及 
ff obidx~ 记 [wax = 
我 们 得 
BE = -Eyl0) y's(0). 
同 理 ,我 们 发 现 EE, -开具 有 相同 的 表 式 ,但 差 一 负 号 , 故 
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E, -B= Wy C0) (0). 
和 


wo = Eee( -二 人 lpldz] ，wa(O) = (0), 
共 中 的 由 = V2 一]7m. 族 
B, -BE, op ( (- 记 上 lpldx). 
i 
4 粒子 穿 过 一 抛物 势 全 U(x) = - 了 ins, 试 求 选 射 系数 万 的 精确 值 (假定 


DD 不 是 很 小 ). (E. C. Kemble 1935) @. 
解 :不 管 上 和 马 的 数值 如 何 ,在 足够 大 的 1x1 距 离 处 运动 是 准 经 典 的 ,该 处 的 


7 J2m (E+3t ) ee VE+e /et 
巷 定 请 方程 之 解 的 渐 近 式 为 
力 = 常 数 xesieteie-ta 


t= (时 ) ，s= 全 层 ， 


时 * 王 + 时 此 解 只 含 自 左 向 右 运 动 (已 经 越过 
势 笃 ) 的 波 . 我 们 令 





其 中 引用 了 下 列 记 号 : 


x 时 ,y=Be ee", (1) 
6 Ao) (2) 
(2) 式 中 的 第 一 项 代表 入 射 波 , 第 二 项 为 反射 波 ( 波 的 行进 方向 是 它 的 相位 增加 
方向 ).A4 和 互 之 间 的 关系 可 以 从 以 下 的 事实 出 发 求 出 , 即 峭 的 渐 近 表 式 在 志 复 
变量 平面 上 的 足够 远 的 整个 区 域内 都 是 成 立 的 . 现在 来 考察 函数 (1) 沿 & 上 半 
平面 内 半径 p 很 大 的 一 个 半圆 周 上 的 变化 . 
t=pe*, ié =p’( -sin2¢ +icos 2 由 ). 
中 从 0 变 到 T. 绕 此 半 国 的 结果 ,函数 (1) 变 成 (2) 中 的 第 二 项 ,具有 系数 
A=B(e™)" ”= -ipBe (3) 


在 路 径 的 ( 羡 r < 由 < ) 段 内 ,楼 lee21 是 指数 式 大 量 ,此 时 (2) 中 第 一 项 的 指 


外 ”此 题 之 解 也 可 应 用 到 任 一 势 争 U(x) 顶点 附近 的 透射 ,只 要 U(x) 在 极 大 值 附近 依赖 于 * 的 平 
方 . 
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数 式 小 量 被 丢掉 四. 
按 (2) 中 入 射 波 所 选 的 归 一 化 ,粒子 数 守 恒 条 件 为 
42+1BP=1， (4) 

由 (3) 和 (4) 得 到 所 求 的 透射 系数 

D=1Bl*=1/(1 +e™™"), 
此 式 对 任何 巨 都 成 立 ,如 果 能 量 的 绝对 值 很 大 并 且 是 负 的 , 则 得 ~e"" ,与 
(50.5) 式 一 致 . 对 已 >0, 量 

R=1-D=1/(1 +e’™) 
是 势 双 之 上 的 反射 系数 . 


$51 准 经 典 矩 阵 元 的 计算 


要 直接 计算 任 一 物理 量 / 对 准 经 典 波 函 数 而 言 的 矩阵 元 ,存在 着 很 大 的 困 
难 . 我 们 假定 ,所 求 和 矩阵 元 中 的 那 两 个 路 迁 态 的 能 量 值 并 不 十 分 靠近 ,使 得 该 逢 
阵 元 不 能 化 成 /的 傅 里 叶 分 量 ( $ 48). 困难 的 产生 ,在 于 这 样 的 波 函 数 都 旦 指数 
形式 (指数 赛 是 一 个 很 大 的 虚 量 ) ,被 积 函 数 呈现 急剧 的 振荡 . 

我 们 来 考虑 一 维 的 情形 [ 在 势 场 U(x) 中 运动 ] ,为 简单 计 ,假定 该 物理 量 的 
算 符 只 是 一 个 坐标 函数 Kx). 设 ,和 业 , 为 对 应 于 粒 
子 能 量 值 E, 和 E,( 且 E, >E,, 图 17) 的 两 个 波 函 数 ; 
我 们 假定 办 和 内 都 取 为 实 函数 . 现在 要 计算 下 列 积 
分 : 


f= | 小 fadx. (51.1) 


按 (47.5) ,在 回 点 *=a, 的 两 侧 区 域 ,但 不 在 a 


点 的 紧邻 区 域内 ,光波 函数 旦 下 列 形式 : 
C 1 
2 i “3 





图 17 


feel 





x<a, Y= 





(51.2) 
机 = 
x*>a, -上 人 mdx- 寺 ] 而 
对 凡 也 有 同样 的 式 子 (下 标 1 改 成 2). 
可 是 ,如 果 把 波 函数 的 这 些 渐 近 式 代入 (51. 1) 式 中 进行 积分 计算 ,并 不 


@ 通过 下 半 平面 求 4 是 不 恰当 的 ,因为 在 与 终端 [端点 处 的 少 值 由 (2) 式 给 出 ] 相 联 的 路 自 
( -< 由 < - 羡 =] 上 ee? 项 与 e -22 项 相 比 是 一 个 指数 式 小 量 
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能 得 到 正确 的 结果 . 我 们 将 在 下 面 看 到 ,原因 在 于 这 个 积分 是 一 个 指数 式 的 小 
量 ,而 被 积 函数 本 身 却 并 不 很 小 . 因此 被 积 函数 只 要 相对 地 作出 很 小 的 改变 ， 
它 的 积分 值 一 般 讲 来 就 会 有 成 数量 级 的 变化 . 这 种 困难 可 以 用 以 下 的 方法 加 
以 避免 . 

我 们 把 y, 函 数 表 成 如 =y; +y; ,也 就 是 把 余弦 函数 (在 x > a, 的 区 域内 ) 
表 成 两 个 指数 式 之 和 . 按照 (50.2) 式 ,我 们 有 








x<a, Ys = ep ( 广 [ml), 


Ips1 (31.3) 





+ 和 
x>a, yy Te 车 [ Padx -4ir] F 
WW; 函数 是 yz 的 共 因 复 函数 [yi = (wi ) ]. 
积分 式 (51. 1) 也 被 分 为 两 个 复 共 配 积分 之 和 = 大 + 应 ,这 是 我 们 想 要 计 
算 的 . 首先 ,我 们 注意 到 下 列 积分 是 收敛 的 : 
f= | .wps ds, 
实际 上 ,尽管 yz 函数 在 x*<a, 区 域内 指数 式 地 增长 ,但 是 y, 函数 在 x <a, 区 域内 
按 指 数 形式 更 快 地 趋 于 零 ( 由 于 在 *<a, 区 域内 到 处 都 有 1p,1 > 1p,1). 
我 们 把 坐标 * 看 作 一 个 复 变量 ,并 把 积分 路 线 从 实 轴 移 到 上 半 平 面 . 当 * 多 
出 一 个 正 的 虚 增 量 时 ,yi 函数 (在 * > w 区 域内 ) 中 出 现 一 个 递增 项 ,但 是 y; 函 
数 仍 递减 得 更 快 ,因为 在 * > ai 区 域内 到 处 都 有 P >p. 结果 使 被 积 函数 衰减 . 
移动 后 的 积分 路 线 不 再 通过 实 轴 上 的 x =a,,a, 两 点 (这 两 点 附近 准 经 典 近 
似 不 能 适用 ). 因此 在 整个 积分 路 线 上 ,我 们 可 以 应 用 y, 和 wy; 函数 在 上 半 平 面 
中 的 浙 近 式 ,这 些 表 式 是 


Wm En (| Vinod), 
好 = em 人 -二 Van(U -Bjds), (51.4) 


2[2m( 忆 -已 )] 
其 中 的 根 号 是 这 样 选 取 的 ,使 得 * < w ,时 它们 在 实 轴 上 取 正 值 . 


在 下 列 积分 式 中 : 
Re 了 Je 人 | Vm-E yd - 


es c= 
二 Vin( UE ds ) Wt Wg 


我 们 希望 改变 积分 路 径 ,使 得 指数 因子 尽 可 能 减 小 . 上 式 中 的 指数 军 只 在 
U(*) = % 的 点 具有 一 个 极 值 (因为 E, 关 E, 时 ,指数 备 对 x 的 微 商 在 其 它 点 都 不 
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等 于 零 ). 因此 积分 路 径 改变 到 上 半 平 面 内 的 唯一 限制 
是 ,该 路 径 必须 绕 过 U(x) 函数 的 奇 点 ;按照 线性 微分 方 
程 的 一 般 理论 ,这 些 奇 点 也 就 是 (x) 波 函数 的 奇 点 . 积 
分 路 径 的 具体 选择 依赖 于 U(x) 场 的 实际 形状 . 如 果 


U(x*) 函数 在 上 半 平 面 只 有 x =x。 的 一 个 奇 点 ,那么 该 积分 为 
可 取 图 18 所 示 的 那 种 路 径 进行 . 这 个 奇 点 的 邻 域 在 该 积 
分 中 占有 重要 地 位 ,使 得 欲求 的 矩阵 元 ja =2Re 有 i 实际 图 18 


上 和 下 列 指数 寡 很 小 的 表 式 成 正比 : 
fa~ep( -Fm[ ji Dn( BE, -Udx - 人 VB DJdz]) (51.6) 


(A.A. Nannay 1932) ©. 
这 两 个 积分 式 的 积分 下 限 可 取经 典 通 区 中 的 任意 点 ;很 明显 ,积分 式 的 虚 部 
不 依赖 于 这 两 个 点 的 具体 选择 方式 . 如 果 U(x) 函数 在 上 半 平 面具 有 好 几 个 奇 
点 , 则 (51.6) 式 中 应 该 取 这 样 的 *%。 点 ,使 得 式 中 的 指数 备 具 有 最 小 的 绝对 值 @. 
当 两 个 能 量 E, 和 E, 相 差不多 的 时 候 ,公式 (51.6) 可 以 简化 . 这 时 ,根据 
$ 48 的 结果 ,矩阵 元 简化 为 经 典 量 f[x(1)] 对 时 间 的 传 里 叶 积分 . 令 6,,, = 





ee 





并 按 fiw» 展开 ,得 
六 -op( -ouIm Br SEE 
下 列 这 个 量 


ee 7 J ns 


可 以 看 成 是 复 时 间 , 即 在 x 的 复 平面 上 粒子 到 x*。 点 所 用 的 时 间 ( 而 v(x) = 


VT2(0-E(x))]7m 是 相应 的 “ 复 速度 "). 不 难看 出 ,(51. 6a) 实 际 上 给 出 的 是 ， 
在 条 件 Im r >>1 之 下 /[x(6)] 的 复 传 里 叶 展开 的 拆迁 式 . 

用 同一 方法 ,可 计算 有 心力 场 运动 中 的 准 经 典 矩阵 元 . 但 是 U(r) 现在 必须 
理解 成 为 有 效 势能 (势能 与 离心 能 之 和 ) ,对 1 值 不 同 的 态 而 言 ,有 效 势能 是 不 同 


@ 在 (51.5) 和 (51.6) 式 的 推导 中 ,我 们 把 波 函数 改 成 了 它们 的 渐 近 式 , 由 于 采用 了 图 18 所 示 的 积 
分 路 径 , 这 个 积分 式 的 数量 级 就 决定 于 被 积 函 数 的 数量 级 ;因此 被 积 函 数 的 很 小 改变 对 积分 值 不 会 有 很 
大 影响 ， 

@@ ”我们 已 经 假定 了 /(x) 本 身 并 没有 奇 点 . 还 要 注意 ,估计 矩阵 元 数量 级 的 (51.6) 式 ,是 在 指数 式 前 
面 的 系数 具有 "正常 "数量 级 的 前 提 下 写 出 的 . 当然 ,可 能 存在 一 些 特殊 情况 使 得 这 一 系数 变 成 " 非 正 常 
地 "小 . 一 个 最 简单 的 例子 是 /(x*) = 常数 ,这 时 由 于 波 函 数 的 正 交 性 使 得 矩阵 元 成 为 零 . 这 种 情况 在 
(51.6) 式 上 看 不 出 来 . 
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的 .为 了 在 以 后 的 问题 中 进一步 应 用 这 个 方法 起 见 ,我 们 把 两 个 不 同 态 中 的 有 效 
势能 写成 U,(r) 和 U,(7) 的 一 般 形 式 . 此 时 ,(51.5) 被 积 函数 中 的 指数 寡 不 但 在 
U1(7) 或 VU,(7) 等 于 无 穷 大 那些 点 具有 极 值 ,并 且 还 在 满足 下 列 方程 那些 点 具有 
极 值 : 


U(r) -U(r) =E,-E,. (1 
因此 在 以 下 公式 内 
fa ~exp ( -in | f° Vim ar - 
= Zn(B -Udr] )， (51.8) 


mm 的 可 能 值 中 不 只 包括 U,(r) 和 U,(7) 的 各 个 奇 点 ,并 且 还 包括 (51.7) 式 的 各 个 
根 . 

有 心力 场 情形 还 有 一 个 不 同 之 处 ,在 (51.1) 式 中 它 对 dr 的 积分 是 从 0( 不 
是 从 -mm ) 到 om 的 : 

fa= xjedr 

这 里 有 两 种 情况 必须 区 别 , 如 果 被 积 函数 是 r 的 偶 函数 ,那么 这 个 积分 式 可 以 在 
形式 上 延伸 到 从 - % 到 + m 的 整个 区 间 , 从 而 和 以 前 的 情形 毫 无 区 别 . 如 果 
Ui(r) 和 U(r) 都 是 的 偶 函 数 [U( -r) = U(r) ] ,上 述 情况 就 有 可 能 发 生 . 此 时 
的 波 函 数 XX,(r) 和 Xs(7) 或 者 是 偶 函 数 或 者 是 奇 函 数 D( 见 §21) ,假若 Fr) 函数 
也 是 偶 的 或 奇 的 ,乘积 /xX, 就 有 可 能 是 偶 函 数 . 

另 一 方面 ,如 果 被 积 函数 不 是 偶 函 数 [如 果 U(7) 不 是 偶 函 数 ,就 有 这 种 情 
况 ] ,那么 积分 路 径 的 起 点 就 不 能 从 r=0 点 移 开 , 而 且 m =0 点 的 值 就 应 包含 在 
(51.8) 式 的 mm 的 各 种 可 能 值 中 . 


习 题 


1. 计算 U=Ue “ 场 中 的 准 经 典 答 阵 元 ( 只 算 指 数 因 子 ). 
解 :U(x) 只 有 x 一 -wm 时 变 成 无 穷 大 . 相应 地 可 令 (51.6) 中 的 xo = -oo. 这 
个 积分 可 以 延伸 到 x = +m. 方 括号 内 每 一 项 积分 时 ,都 在 其 下 限 - o 处 发 散 . 
因此 我 们 先 计算 从 -x 到 + oo 的 积分 ,然后 再 取 极 限 x 一 %m. 结果 得 
Real rca | 


其 中 的 v= V2E1/m,vi = V2E7m 为 无 穷 远 处 (x->% ) 的 粒子 速度 ,该 处 的 运 


加 ”以 7) 为 偶 函数 时 , 径 向 波 函数 R(r) 的 奇 公决 定 于 ! 的 奇偶 . 这 可 从 很 小 时 的 R(r) 看 出 来 (此 
时 有 RR~r). 
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动 是 自由 运动 . 

2. 与 题 1 相同 ,但 在 库仑 场 U=a/r 中 , 求 1=0 的 两 个 态 间 的 准 经 典 跃迁 天 
阵 元 . 

解 :U(r) 函数 的 唯一 奇 点 是 r=0. 相应 的 积分 式 已 在 §50 题 2 中 算 过 . 按 


(51.8) 式 ,结果 得 
和 -oo[ 时 全)] 


3. 同 第 一 题 , 求 非 谐振 子 的 跃迁 矩阵 元 ,其 势能 为 
U(x) = +Bx* 
在 下 列 条 件 下 计算 : 
2 4 


hw <<E,, Ec (1) 


解 :对 正文 中 所 讲 有 限 运 动 的 推广 表明 ,公式 (51.6) 仍 旧 成 立 ,应 当选 取 两 
个 点 zx- 一 土 o 作 为 io, 这 两 个 点 都 带 来 一 个 数量 级 的 贡献 . 我 们 有 


fa~exp ( -到 [ 度 Vin(U-E)ds - 由 VintU -Ed | ). 
在 (1) 式 条 件 之 下 ,给 出 主要 贡献 的 区 域 是 


| /六 < 1xz1 << 全 “(2) 


2 
2 >>E,, E,, Bx*. 








其 中 


将 指数 展开 为 (局 :/U) 的 震级 数 ( 的 全 ,得 


dix! ,Ef dlxl 
太 ~ep( - 辣 xl + 总 xz 


在 区 间 (2) 中 对 数 发 散 的 积分 应 予 会 去 , 即 在 上 限 x* ~ V(mawz)/B 时 和 在 下 限 
x~a ~ MB/(mw ) 及 x~al ~ WE/(mw) 时 ,结果 得 


E 
E, 7 4 1 m” 人 
人 n -ep( 一 BB "Zh BE 

















引入 态 的 数目 ， 
站 一 尼 Aio， nm~E,/ho, 
可 将 答案 写成 


nn 





(可 (ma 


fa~ ne 
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既然 在 解 题 过 程 中 存在 较 大 的 x 值 ,这 个 解答 在 J(z) 不 过 快 地 趋 近 无 穷 大 时 是 
成 立 的 . 如 果 将 几 x) 展开 成 为 多 项 式 ,那么 它 的 紧 次 应 该 比 (mm -站 ) 小 。 


$52 准 经 典 情形 下 的 跃迁 概率 


势 公 贯穿 是 经 典 力学 中 完全 不 可 能 实现 的 一 个 例子 . 准 经 典 情形 下 这 个 过 
程 的 概率 是 一 个 指数 式 的 小 量 . 它 的 有 关 指 数 寡 可 用 下 法 确定 . 

考虑 任 一 系统 从 一 态 到 另 一 态 的 跃迁 ,我 们 解 出 相应 的 经 典 运动 方程 , 求 出 
其 跃迁 “轨道 ” ;但 是 根据 经 典 力学 中 并 不 出 现 这 种 过 程 的 事实 ,这 必然 是 复数 
解 . 例如 ,我 们 发 现 ,系统 从 一 态 形式 上 跃迁 到 另 一 态 的 那个 “路 迁 点 "g, 一 般 讲 
来 是 一 个 复数 点 ;该 点 的 位 置 由 经 典 守恒 律 所 确定 . 然后 我 们 来 计算 系统 的 作用 
量 S,(9, ,go) +5,( go,9:) ,该 系统 在 第 一 个 态 中 从 某 个 初 位 置 g, 出 发 运动 到 “ 肥 
迁 点 "go, 再 在 第 二 个 态 中 从 g 点 出 发 到 达 最 后 的 g, 位 置 . 所 求 的 这 一 过 程 的 
概率 由 下 式 给 出 


wexp{ FIm[ Si (0,90) +5,( 4.92)]}- (52.1) 


如 果 * 距 迁 点 "的 位 置 不 是 唯一 的 , 则 应 从 中 选取 这 样 的 点 ,使 得 (52. 1) 式 
中 的 指数 乱 具 有 最 小 的 绝对 值 [ 当然 ,这 个 绝对 值 还 应 足够 的 大 ,使 得 (52. 1) 式 
仍 能 成 立 ]. ® 

(52. 1) 式 是 和 §51 中 计算 准 经 典 矩阵 元 时 导出 的 规则 一 致 的 ,但 应 指出 ， 
采用 矩阵 元 的 平方 去 计算 跃 迁 概率 中 指数 前 的 系数 ,将 是 不 正确 的 . 

基于 (52. 1) 式 的 复 经 典 轨道 法 是 一 个 普遍 方法 , 它 可 适用 于 具有 任意 多 自 
由 度 的 系统 中 的 路 迁 (AL. 1. Taamay,1932). 如 果 牙 迁 点 是 实数 但 位 于 经 典 禁 区 
内 , 则 (在 一 维 运动 的 简单 情形 下 ) (52. 1 ) 式 与 势 又 贯穿 的 概率 式 (50. 5 ) 相 同 . 


人 又 项 之 上 的 反射 


让 我 们 把 (52. 1) 式 应 用 于 刍 顶 反射 的 一 维 问题 ,所 谓 鱼 项 之 上 的 反射 ,就 
是 指 粒 子 能 量 超过 势 又 高度 时 发 生 的 反射 . 在 这 种 情形 下 ,gu 就 取 粒 子 运动 反 
向 点 (“ 回 点 " )xo 的 复 坐标 ,也 就 是 方程 V(x) =E 的 复 根 . 我 们 来 看 一 下 ,怎样 
能 更 精确 地 算出 包括 指数 前 系数 在 内 的 反射 系数 . 

我 们 必须 ( 像 $50 那样 ) 再 一 次 建立 势 又 远 右 侧 的 波 函 数 (透射 波 ) 与 远 左 
侧 的 波 函 数 (人 射 和 反射 波 ) 间 的 关系 . 采用 $47 和 8 50 中 类 似 的 方法 ,把 少 看 
作 复 变量 * 的 函数 ,不 难 做 到 这 一 点 . 

把 透射 波 写成 下 列 形式 


中 如果 该 系统 的 势能 本 身 具有 奇 点 ,那么 这 些 奇 点 也 应 算 和 人 go 的 可 能 值 中 . 
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1 i 
yy (|) ， 
式 中 的 x, 为 实 轴 上 的 任 一 点 ,我 们 来 追究 它 沿 上 半 平 面 中 曲线 C 的 变化 ,C 围绕 
(在 足够 远 处 ) 回 点 x。( 图 19) ;这 条 曲线 的 整个 最 后 部 分 必须 位 于 很 远 的 左 区 ， 
使 得 人 射 波 的 近似 ( 准 经 典 ) 波 函 数 中 的 误差 
远 小 于 和 欲求 的 小 量 少 -. 绕 过 xo 点 致使 








V 石 -=U(x) 改变 符号 , 回 到 实 轴 后 少 , 函数 就 Dn 
变 成 向 左 传播 的 反射 波 少 -了 . 由 于 入 射 波 和 
透射 波 的 振幅 可 以 看 作 是 相等 的 ,所 求 的 反 eg 
射 系数 就 简单 地 等 于 yy 和光, 的 模 量 平方 图 19 
之 比 : 
R= | 和 =ep( -Fm f pax). (52.2) 





导出 此 式 后 ,指数 备 的 积分 路 线 就 可 以 任意 变形 ;如 果 变 换 到 图 19 所 示 的 
C' 曲 线 , 则 上 式 积分 化 成 从 x, 到 x*。 的 积分 的 两 倍 ,我 们 得 外 


R=exp [Fo (m,n) ] om) =Im p(x) dr. (52.3) 


由 于 p(*) 在 整个 实 轴 上 都 是 实 量 ,x, 点 的 选 法 无 关 紧要 . @ 注 意 (52. 3 ) 中 指数 
前 的 系数 为 1(B. 1. Tlokposckwit,C. K. CapBnn ,中 . P. ynunny. 1958).@ 

如 前 所 述 ,在 *% 的 所 有 可 能 值 中 ,我 们 应 选 这 样 一 个 值 ,使 得 (52. 3) 式 的 指 
数 寡 具 有 最 小 的 绝对 值 (并 且 此 值 必须 远大 于 1)@. 这 还 暗示 着 ,如 果 势 能 U(%*) 
本 身 在 上 半 平 面具 有 奇 点 ,对 这 些 点 而 言 , 积 分 o(x, ,xs) 具 有 较 大 的 值 @; 和 否则 
指数 寡 将 由 这 些 奇 点 之 一 来 确定 ,而 指数 前 的 系数 将 不 会 像 (52.3 ) 中 那样 等 于 
1. 如 果 U(*) 随 着 能 量 E 的 增 大 在 上 半 平 面 某 处 变 成 无 穷 大 的 话 ,这 个 条 件 肯 
定 无 法 满足 :此 时 满足 VU=E 的 x 点 在 趋 于 极限 时 十 分 接近 于 满足 U=o% 的 x。 


Q@ 如 绕 zo 点 下 面 的 曲线 ( 例如 ,简单 地 沿 实 轴 ) , 少 . 函数 就 转变 成 人 射 波 . 

@ 此 处 给 出 的 证 明 出 自 朗 道 (1961) . 

图 在 某 些 情况 下 ,值得 注意 的 不 仅 是 和 人 射流 和 反射 波 的 振幅 关系 .还 有 它们 的 相位 关系 .这 一 关系 
是 §25 中 所 述 的 系数 a 和 有 所 反映 的 反射 波 的 振幅 所 决定 的 . 通过 上 面 的 讨论 不 难看 出 ,从 左边 射 来 的 


波 的 反射 振幅 是 
(和) -ee [全 (en) ]: 一- 


式 中 的 因子 ( -i) 就 与 通过 回 点 时 指数 前 的 系数 的 相位 变化 有 关 . 
四 ”正文 中 此 结果 的 推导 是 由 朗 道 作出 的 . 
回 当然 ,我 们 只 考虑 w >0 的 x 点 ,即位 于 上 半 平 面 的 xo 点 . 
轿 ”注意 这 时 图 19 中 的 积分 路 径 C 应 该 从 函数 U(x) 的 奇 点 下 方 通过 . 
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点 ,因而 这 两 个 点 对 反射 系数 作出 的 贡献 大 小 差不多 [积分 o(*。 ,z) ~1], 公 
式 (52.3) 不 再 成 立 . 在 极限 情形 下 , 当 E 大 到 使 得 积分 值 远 小 于 1 时 , 微 扰 论 开 
始 适用 ( 见 题 2) 
习 题 

1. 采用 精确 到 指数 因子 的 准 经 典 近 似 , 求 一 氛 核 和 一 重 核 ( 当 作 有 库仑 场 
的 固定 力 心 ) 碰 撞 时 氛 核 的 衰变 概率 (E. M. JIngquran ,1939). 

解 : 对 反应 概率 的 主要 贡献 来 自 零 轨道 角 动 量 的 碰撞 , 准 经 典 近似 中 这 就 是 
对 头 撞 , 粒 子 的 运动 变 成 一 维 运动 . 

令 已 为 氛 核 能 量 , 以 e 为 单位 ,e 是 氛 核 的 质子 和 中 子 的 结合 能 ;E, 和 下 ,为 
所 释放 中 子 和 质子 的 能 量 ,同样 以 e 为 单位 . 我 们 还 采用 无 量 岗 坐标 4 = er/Ze* 
(Ze 是 重 核 的 电荷 ) ,并 用 go 代表 9 在 “跃迁 点 "的 值 ( 一 般 是 复 值 ) , 亦 即 氛 核 
“癌变 时 刻 "的 值 . 我 们 可 写 出 

和 1 


ee a Eo 
B=7 et er (1) 


其 中 v,v, 和 vs 是 衰变 时 刻 各 粒子 的 速度 ,以 Ve/m 为 单位 ,m 是 核子 质量 ;v, 是 
实 量 并 与 释 出 中 子 的 速度 相等 ,但 v, 和 vs 都 是 复 量 . 由 跃迁 点 处 的 能 量 和 动量 守 
恒 条 件 给 出 





E,+E,=E-1, v,+v, =2v,. (2) 
故 有 


v=2ito, v=itv, =E+1- -2i,. 
本 


跃迁 前 系统 的 作用 量 相当 于 所 在 核 场 中 直到 壮 变 点 为 止 的 运动 ; 它 的 虚 部 为 


ms =20 /Em /4(E- 二 而 
2 /m 2 二 
= /Em {200, ou Vm5}- (3) 
跃迁 后 ,作用 量 相当 于 中 子 和 质子 离开 衰变 点 的 运动 : 


ImS$, =z0 /Em{ 人 wdg+ 作 2 (5, -5 ) eo} 
-ze 0 wn + Bereosh Vu}. (4) 


据 (52.1), 此 过 程 的 概率 为 


加 ”中 间 情 形 曾 由 B. I Tloxposcxmh 和 HH. M. Xmnatwxos 研究 过 ( 头 sT@ ,40 ,1713 ,1961) 
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2Ze’ 2 2 
w~exp{ - In| [Eeosh /1E, et /mE |}: (5) 


与 两 个 反 双 曲 余弦 函数 来 自 (4) 和 (3) 式 的 事实 相 一 致 ,它们 的 虚 部 必须 分 别 与 
Imv, 和 Imvs 具 有 相同 的 符号 ,后 两 者 的 符号 在 (2) 式 之 解 中 已 经 这 样 选 定 :使 得 
Im(S, +5,) >0. 

由 于 与 下 ,成 指数 依赖 关系 ,衰变 (具有 任意 的 E, 和 ,=E-1-E, 值 ) 的 
总 概率 由 指数 舌 ( 作 为 媚 , 的 函数 ) 的 最 小 绝对 值 给 出 . 分 析 表 明 , 此 事 发 生 在 已 
一 0 时 . 此 时 有 go。=1/(E+1) ,从 (5) 式 得 


worp{ -2 /2 [Vreeeos ET - Sareeos 557 | } 
请 € Be=i E+l VE E+l 


这 个 公式 的 成 立 条 件 是 指数 固 必 须 远 大 于 1. 
对 已 ,的 非 零 值 算出 作用 量 S=Si +S: 的 虚 部 后 ,我 们 可 以 求 出 所 释放 粒子 
的 能 量 分 布 . 在 邻近 已 , =0 处 ,我 们 有 














Ims(E) -ImS(0) ~E, (De ) s 
sm 
计算 导数 后 给 出 
| -A /2s. [ 
pf i 
i a71]} 


2. 如 粒子 能 量 满足 微 扰 论 条 件 , 求 全 顶 之 上 的 反射 系数 . 

解 : 采 用 (43.1) 式 , 初 态 和 末 态 波 函 数 是 沿 相反 方向 行进 的 两 个 平面 波 ， 分 
别 按 单位 流 密度 归 一 化 和 按 动 量 除 以 25 的 8 函数 归 一 化 , 式 中 的 dy = dp'/ 
9h 二 pl 汪 尼 林 源 动 本 ;于 切 风 如 的 积分 ( 计 及 6 En 


RR | 厂 Ulx) edz|. (1) 
如 果 微 护 论 的 适用 条 件 得 到 满足 ,此 式 即 成 立 ,这 个 条 件 为 Ua/f 加 <<1,4 为 势 
全 宽 度 ( 见 §45 附注 3) ,同时 有 pa/ 志 <1. 后 一 条 件 保证 了 及 (P) 函数 的 非 指数 
性 ;不 然 的 话 ,(1) 式 的 成 立 问题 尚 需 作 进一步 的 研究 . 

3. 当 U(x) 函数 在 x=xo 处 具有 一 个 针 率 间断 点 时 , 试 求 在 准 经 典 势 和 全 顶 
之 上 的 反射 系数 . 

解 :如 果 U(x) 函数 对 实 的 x 值 具有 某 种 奇 点 , 则 反射 系数 主要 由 该 点 附近 





QE, =0 时 ,函数 ImS( 忆 ,) 有 一 个 尖 点 ,从 尖 点 出 发 不 管 对 正 的 和 负 的 E。( 负 值 对 应 于 中 子 被 重 核 
俘获 ) ,函数 值 都 增长 . 
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的 场所 决定 ,并 可 用 微 扰 论 形式 地 加 以 计算 ,并 不 要 求 微 扰 论 对 所 有 的 x 都 成 
立 ; 准 经 典 条 件 的 满足 已 经 足够 . 我 们 就 得 到 题 2 的 (1) 式 ,唯一 差别 是 入 射 粒 
子 的 动量 必须 改 成 pP(x) 在 奇 点 处 的 值 . 
目前 情形 下 我 们 取 斜 率 间 断 点 为 x=0 点 ,因此 在 这 点 附近 有 
x>0 时 U= -Fx; x<0 时 U= -PF,x. 
及 不 同 于 Fa. 对 x 进行 积分 时 ,可 在 被 积 函 数 中 引进 一 个 阻尼 因子 es ,积分 做 
出 后 再 令 A 一 0. 结果 为 
me 


R= 和 
16po 


CRs 
式 中 的 pn =p(0). 
853 浸 渐 微 扰 作 用 下 的 跃迁 


我 们 在 $41 中 已 经 提 到 过 ,在 微 扰 随时 间 的 变化 十 分 缓慢 的 极限 情形 下 ， 
系统 自 一 态 到 另 一 态 的 路 迁 概率 趋 于 零 . 现在 来 定量 地 研究 这 个 问题 ,算出 在 组 
变 ( 温 浙 ) 微 扰 作 用 下 的 跃迁 概率 (1. A1. Jianay,1961). 

设 系统 的 哈密 顿 量 为 时 间 的 缓 变 函 数 , 当 (一 + 时 趋向 一 定 的 极限 . 并 设 
W,(9,) 和 忆 ,(1) 是 由 本 定 齐 方 程 肥 (1)y, =E,y, 解 出 的 本 征 函 数 和 能 量 本 征 什 
(依赖 于 时 间 参 量 ) ;由 于 万 的 时 间 变化 具有 浸 渐 性 ,E, 和 水 ,的 时 间 变化 也 是 组 
慢 的 , 我 们 面临 的 问题 是 ,如 果 二 - = 时 该 系统 处 于 水 态 , 求 -+ % 时 系统 处 
于 某 一 如 态 的 概率 wi 

微 扰 的 缓 变性 意味 着 “跃迁 过 程 "具有 很 长 的 持续 时 间 , 因 而 作用 量 的 改变 
( 由 积分 式 - | E(4) dt 给 出 ] 很 大 . 在 这 个 意义 上 所 设 问 题 具有 准 经 典 性 ,所 求 
的 概率 主要 由 下 列 := 值 确定 : 

E(t) =E,(t), 065851) 
4 相当 于 经 典 力学 中 的 “跃迁 时 刻 "(参考 $52) ;实际 上 ,这 样 的 路 迁 在 经 典 力 
学 中 当然 是 不 可 能 的 , 它 表现 于 方程 式 (53. 1) 具有 复 根 . 与 此 有 关 ,就 有 必要 研 
究 ! 为 复 参量 时 在 := 点 的 邻 域内 桦 定 语 方程 之 解 所 具有 的 特性 ,在 i 点 处 两 
个 能 量 本 征 值 变 成 相等 . 

我 们 将 看 到 ,在 该 点 附近 本 征 函 数 y, ,ys 将 随 + 强烈 变化 .为 了 求 出 其 关系 ， 
我 们 先 令 ,ys 的 线性 组 合 为 p,,p,, 并 满足 下 列 条 件 : 


rao= wide=o0， J op:da =1. (3932) 


只 要 适当 选择 复 组 合 系数 (1 的 函数 ) ,总 能 做 到 这 一 点 . g, 和 mw: 在 :=4 处 没有 
奇 点 . 
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现在 把 本 征 函 数 写成 下 列 线性 组 合 形式 : 
如 =aiP +aapa- (53.3) 


要 注意 的 是 , 当 “ 时 间 "4 为 复 变量 时 ,由 于 势能 U(:) 关 U(t)" ,及 (1) 算 符 [ 呈 


(17.4) 形 式 ] 仍 等 于 它 的 转 置 算 符 ( 方 = 启 ) 但 不 再 厄 米 ( 记 关 万. ). 
把 (53.3) 式 代入 荚 定 请 方程 ,对 该 式 左 乘 pi 或 p;, 然 后 对 dy 积分 . 引入 下 
列 记号 : 


有 (9 = | wiidy， (53.4) 
考虑 到 哈密 顿 量 的 上 述 性 质 我 们 有 及 = ,结果 得 下 列 方程 组 : 


Hia, + Hisas = Ea,, 

Haas + Hyas = Ea,. (5.3 
这 个 方程 组 有 非 零 解 的 条 件 为 (有 -6)”= Hs, 此 式 之 根 给 出 了 能 量 本 征 
值 : 


E=H', + Vi Ha. (53.6) 
把 它 代 人 (53.5) 式 中 ,得 
坝 。 J 
Enel (53.7) 


由 (53.6) 式 可 知 ,为 使 在 :=4 点 两 个 本 征 值 相等 ,其 中 的 本, 或 Hi 在 该 点 
应 等 于 零 ; 我 们 假定 它 是 及 ,. 在 正则 点 ,一 个 函数 一 般 讲 来 随 :-4 而 趋 于 零 , 因 
此 有 
E(t) -E(4) = 土 常数 x W -0， (53.8) 
即 E(t) 在 1=4 处 具有 支点 .我 们 还 有 a,~ Vt-t, 故 在 t= 点 只 有 一 个 本 征 
函数 由. 
现在 我 们 看 到 ,所 设 问 题 在 形式 上 完全 类 似 于 $ 52 中 讨论 过 的 又 项 反射 问 
题 . 我 们 有 “对 时 间 为 准 经 典 的 "更 (1) 波 函数 ,代替 了 $ 52 中 对 坐标 为 准 经 典 的 
函数 ,希望 求 出 :一 + m 时 波 函数 中 的 cuyae “项 ,而 当 41 一- 时 波 函 数 为 
到 (1) =Wie "这 类 似 于 用 x 一 + % 的 透射 波 求 出 * 一 - % 的 反射 波 问题 , 欲 


求 的 跃迁 概率 为 wx = 1c,1". 作用 量 S= - [Ela 是 由 具有 复 支 点 的 E(t) 函 


数 的 时 间 积分 给 出 [正如 积分 ou 中 的 p(x) 函数 具有 复 支 点 那样 ] ,因此 ,所 


考虑 的 问题 ,可 以 通过 上 复 平面 上 从 很 大 负 值 到 很 大 正 值 的 一 个 积分 回路 加 以 
解决 ,正如 §52 中 对 x 复 平面 所 作 的 那样 ,我们 不 在 这 里 重复 这 种 推导 . 
我 们 假定 实 轴 上 有 E, > E,. 此 时 回路 必须 位 于 复 变量 上 的 上 半 平 面 (该 处 
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的 比值 ev/e -mm 是 增长 的 ). 结果 得 下 列 公式 [类 似 于 (52.2) 式 ] 
wa =exp (FIm ECDd), (53.9) 


其 中 的 积分 沿 图 19 所 示 的 回路 ( 自 左 向 右 ) 进 行 
在 支点 之 左 的 回路 上 有 怕 = EE,, 支 点 之 右 的 回路 上 有 =,. 因此 可 把 
(53.9) 写 成 


wa =exp ( -2Im wa (0) dt), (53.10) 


其 中 的 wx = (已 -已 )/ 并 ,5 为 实 轴 + 上 的 任 一 点 ;4 点 应 选 (53. 1 ) 式 的 一 个 复 
根 , 此 根 位 于 上 半 平 面 内 ,并 使 (53. 10) 式 中 的 指数 寡 具 有 最 小 的 绝对 值 D. 除了 
以 上 自 1 态 直接 跃迁 到 2 态 以 外 ,还 可 能 有 通过 几 个 中 间 态 的 “跃迁 方式 ”" ;其 
概率 也 可 用 类 似 的 公式 表 出 . 例如 按 1 一 3 一 2 的 “方式 "进行 跃迁 时 ,(53. 10) 式 
中 的 积分 应 改 成 以 下 两 个 积分 之 和 


三 wou+r aas(1) dt, 


式 中 的 两 个 积分 上 限 分 别 为 E(t) ,E,(1) 以 及 E,(1) ,局 (6) 的 两 个 “交点 ”. 以 
上 的 积分 式 , 是 采用 同时 围绕 这 两 个 复 交 点 的 一 个 回路 后 得 出 的 . @ 


习 题 
确定 服从 下 列 方程 


(0 cry 
的 经 典 振子 , 当 其 频率 w(t) 由 二 -om 时 的 四 到 二 +om 时 的 mw; 作 缓慢 变化 时 ， 
其 浸 渐 不 变量 的 变化 (A. M. Jspxae,1960). 
解 :方程 (1) 是 由 巷 定 亩 方程 经 过 下 列 变 换 而 来 : 
Yr, xt; p(x)/h=k(x)—w(t) 
变换 后 ,这 个 问题 在 形式 上 等 价 于 在 $25 中 讨论 过 的 势 笃 反 射 问题 . 这 就 把 浸 
渐 不 变量 变化 的 计算 引 向 反射 振幅 的 计算 . 
将 二 * 干 四 时 (1) 式 的 解 写成 
Aiesy + ea xz»—w 
X =4iez +4y ez， rx. 


根据 (25.6) ,有 


人 @ 4 的 可 能 值 中 尚 须 包含 能 使 E( 5) 成 为 无 穷 大 之 点 ;对 这 些 点 而 言 (53. 9 ) 式 指数 前 的 系数 不 等 
革 反 
加 ”连续 谱 的 中 间 态 问题 需 另行 考虑 
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A, =aA, +BA. (2) 
振子 的 浸 渐 不 变量 等 于 E/w, 因 此 
五 =moizs =2m6 A 1?, h =2mw,1A,1’, 
将 (2) 式 代入 ,得 
1 =2mw,[ (lal’ +181’1A,1? +2Re( og” 4?)]. 
利用 (25.7) 式 ,此 式 在 我 们 目前 的 情况 具有 下 列 形式 : 
lal? = 1813 +w,/w,, 得 
五 -五 =4mos[181141+Re(a8 4A?)]. (3) 
我 们 在 这 里 讨论 的 w(t) 缓慢 变化 的 情况 相当 于 上 一 节 中 势 全 反射 的 准 经 
典 情况 . 在 这 种 情况 下 ,B 是 指数 式 的 小 量 , 而 1al? 二 w/ws. (事先 假设 w*(1) 在 
4 的 实 轴 上 没有 奇 点 和 零点 ). 上 一 节 中 讲 过 的 计算 反射 振幅 的 方法 给 出 J， -了 
的 估计 是 


Al=4 -1 ~ pl ~exp ( -2Im old), 

式 中 局 是 4 的 上 半 平 面 上 对 AT 给 出 最 大 贡献 的 一 个 特殊 点 . 这 个 公式 与 §51 
中 ( 见 卷 工 ) 中 所 讨论 的 简 谐振 子 情况 的 结果 一 致 . 当 wz(t) 在 上 半 平 面 有 简单 
零点 时 ,用 上 节 的 公式 还 可 以 求 出 指数 因子 前 面 的 系数 . (参见 177 页 的 脚注 ) 

注意 ,(3) 式 的 第 二 项 , 亦 即 主要 项 是 依赖 于 振动 的 初 相位 的 , 当 对 初 相位 
平均 时 得 

AT~2R1, ， 

式 中 尺 ~ 宇 181? 是 “反射 系数 ". 
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经 典 力学 和 量子 力学 中 , 角 动 量 守恒 定律 都 是 封闭 系统 空间 各 向 同性 的 结 
果 , 这 一 点 ,早已 用 角 动 量 和 旋转 对 称 性 之 间 的 关系 论述 过 . 但 在 量子 力学 中 ,这 
个 关系 具有 特别 深远 的 意义 , 它 确定 了 角 动 量 这 个 概念 的 基本 内 容 ,特别 是 由 于 
粒子 角 动 量 的 经 典 定义 r xp 在 量子 力学 中 不 再 具有 直接 含义 ,因为 位 置 和 动量 
不 能 同时 测量 . 

我 们 在 $28 中 看 到 ,如 果 ! 和 m 的 值 已 给 定 ,粒子 波 函 数 的 角 部 关系 就 被 
确定 ,从 而 它 在 旋转 下 的 所 有 对 称 性 质 也 被 确定 . 这 些 性 质 最 一 般 的 表述 可 归结 
为 波 函 数 在 坐标 系 转动 下 的 变换 规律 . 

多 粒子 系统 的 波 函 数 wn( 角 动量 工 及 其 分 量 W 的 值 业已 给 定 ) 只 有 当 坐 
标 系 绕 z 轴 转动 时 才能 保持 不 变 ,任何 改变 = 轴 方 向 的 转动 ,结果 都 会 使 角 动 
量 : 分 量 没有 定 值 . 这 意味 着 ,在 新 的 坐标 系 中 ,这 个 波 函数 一 般 变 为 具有 给 定 
工 值 但 有 不 同 W 值 的 2L+1 个 函数 的 硬 加 ( 即 线性 组 合 ). 我 们 可 以 说 ,坐标 系 
转动 后 ,2L +1 个 函数 罗 ,w 变 成 了 它们 相互 的 线性 组 合 @. 其 变换 规律 ( 即 组 合 系 
数 与 坐标 轴 转 动 角 之 间 的 函数 关系 ) 完全 由 了 上 值 确定 . 因此 角 动量 被 赋予 量 子 
数 的 含义 , 它 能 对 一 个 系统 的 各 个 态 按照 坐标 系 转动 下 的 变换 性 质 加 以 分 类 . 角 
动量 概念 的 这 一 方面 ,在 量子 力学 中 特别 重要 ,因为 它 和 角 部 波 函 数 的 显示 式 没 
有 直接 的 联系 ;不 用 这 些 显示 式 也 能 表 出 这 组 函数 的 相互 变换 规律 . 

我 们 来 考虑 一 个 复合 粒子 ,例如 一 个 原子 核 , 它 整个 地 静止 并 且 处 于 某 一 确 


轿 除了 一 个 不 重要 的 相位 因子 外 . 
加 ”用 数学 术语 来 说 ,这 组 函数 构成 了 旋转 群 的 一 个 不 可 约 表示 . 得 以 进行 相互 线性 变换 的 这 组 函 
数 中 的 独立 函数 的 个 数 , 称 为 该 表示 的 维 数 ; 并 且 这 个 数 在 函数 组 的 相互 线性 变换 中 不 可 能 再 少 . 


$54 自 旋 * 185. 





定 内 部 状态 中 . 除了 内 能 外 ,由 于 核 内 粒子 的 运动 , 它 还 具有 确定 的 角 动量 值 L. 
这 个 角 动 量 可 以 有 2 + 1 种 不 同 的 空间 取向 . , 当 我 们 考虑 这 个 复合 粒子 的 
整体 运动 时 ,除了 坐标 外 ,还 必须 增加 一 个 离散 变量 : 它 的 内 部 角 动量 在 空间 某 
一 选 定 方向 上 的 投影 . 

根据 我 们 对 角 动 量 概念 的 上 述 理解 ,有 关 它 的 起 源 问题 显得 并 不 重要 . 我 们 
可 以 从 中 归结 出 “内 豪 " 角 动 量 的 概念 ,用 以 描述 粒子 ,不 管 这 个 粒子 是 “复合 ” 
的 还 是 “基本 "的. 

因此 ,在 量子 力学 中 ,每 个 基本 粒子 必须 赋予 一 个 与 其 空间 运动 无 关 的 “内 
豪 " 角 动量 . 基本 粒子 的 这 个 性 质 是 量子 理论 中 特有 的 (在 -0 的 极限 下 消 
失 ) ,因此 在 原则 上 不 存在 经 典 解 释 下 . 

一 个 粒子 的 内 豪 角 动量 称 为 该 粒子 的 自 旋 , 以 便 区 别 于 粒子 空间 运动 所 产 
生 的 角 动量 ,所 谓 轨道 角 动量 @. 我 们 所 讲 的 粒子 可 以 是 一 个 基本 粒子 ,也 可 以 
是 某 些 方面 类 似 于 基本 粒子 的 一 个 复合 粒子 (例如 一 个 原子 核 ). 一 个 粒子 的 自 
旋 ( 和 轨道 角 动 量 一 样 ,以 三 为 量度 单位 ) 用 s 来 代表 . 

对 于 有 自 旋 的 粒子 ,用 波 函数 描述 其 状态 时 ,这 个 波 函 数 必须 不 但 能 确定 该 
粒子 处 于 不 同 空间 位 置 的 概率 ,而 且 也 能 确定 其 自 旋 具 有 各 种 可 能 取向 的 概率 
因此 ,这 个 波 函 数 不 但 依赖 于 三 个 连续 变量 , 即 粒子 的 三 个 坐标 ,而 且 还 依赖 于 
一 个 离散 的 自 旋 变 量 , 它 给 出 自 旋 在 空间 某 一 指定 方向 (z 轴 ) 的 投影 并 取 为 数 
有 限 的 离散 值 ,我 们 用 e 代表 这 个 自 旋 变 量 . 

令 W(x,yvziz) 为 这 样 的 波 函 数 . 实质 上 它 代表 了 对 应 于 不 同 o 值 的 一 组 
不 同 的 坐标 函数 ;这 些 函数 称 为 波 函 数 的 各 个 自 旋 分 量 . 

下 列 积分 





i [w(x,7,230) | dy 
确定 了 粒子 具有 某 个 o 值 的 概率 . 粒子 具有 任意 的 o 值 并 处 于 dy 体积 元 内 的 
概率 为 
dy 3 ly(x,7,2;0) 上 
量子 力学 的 自 旋 算 符 ,作用 于 波 函数 的 自 旋 变 量 o 上. 换 句 话说 , 它 以 某 种 
方式 把 波 函 数 的 各 个 分 量 进行 相互 线性 变换 . 这 个 算 符 的 形状 将 在 以 后 建立 .但 
从 最 一 般 的 考虑 很 易 知道 , 算 符 $.,5,,$. 应 该 满足 和 轨道 角 动 量 一 样 的 对 易 
关系 . 


四 例如 ,把 基本 粒子 的 内 豪 角 动量 想象 为 绕 自 身 轴 ” 旋 转 的 结果 ,这 是 完全 没有 意义 的 . 
@ ”电子 具有 内 豪 角 动量 的 物理 概念 是 由 G. 乌 伦 贝克 ( Uhlenbeck) 和 S. 高 兹 米 特 ( Goudsmit) 于 
1925 年 提出 的 . 1927 年 W. 泡 利 (Pauli) 把 自 旋 引 入 量子 力学 中 - 
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角 动 量 算 符 和 无 限 小 旋转 算 符 基本 上 相同 . 在 $ 26 中 推导 轨道 角 动 量 算 符 
的 具体 表 式 时 ,我 们 考虑 了 旋转 算 符 作 用 在 一 个 坐标 函数 上 所 得 的 结果 . 在 自 旋 
的 情形 下 ,这 一 推导 失去 意义 ,因为 自 旋 算 符 不 是 作用 在 坐标 上 ,而 是 作用 在 自 
旋 变 量 上 的 . 因此 ,为 了 求 得 对 易 关系 式 ,我 们 必须 把 一 般 形式 的 无 限 小 旋转 操 
作 看 作 一 般 的 坐标 系 旋转 . 如 果 我 们 先 绕 x 轴 再 绕 y 轴 连 接 进行 两 次 无 限 小 旋 
转 , 或 者 把 次 序 倒 过 来 , 先 绕 y 轴 再 绕 * 轴 , 经 过 直接 计算 后 很 易 证 明 , 以 上 两 种 
操作 结果 的 差别 等 于 绕 = 轴 的 一 个 无 限 小 旋转 ( 转 过 的 角度 等 于 绕 x 轴 和 y 轴 
的 两 个 转角 的 乘积 ). 我 们 不 准备 进行 这 种 简单 的 计算 , 它 的 结果 仍 得 通常 的 角 
动量 分 量 算 符 之 间 的 对 易 关 系 式 ; 由 此 可 见 , 这 一 对 易 关 系 式 对 自 旋 算 符 讲 来 也 
必 成 立 : 
二， [ (54.1) 
由 这 个 关系 式 导出 的 所 有 物理 结论 也 都 应 成 立 . 
对 易 关 系 式 (54. 1) 能 使 我 们 求 出 所 有 可 能 的 自 旋 绝对 值 和 所 有 可 能 的 自 
旋 分 量 值 . $ 27 中 导出 的 所 有 结果 [ (27.7) 一 (27. 9) 式 ] 仅 仅 应 用 了 对 易 关 系 
式 , 因 此 这 些 结果 在 这 里 也 能 全 部 适用 ,只 要 把 上 述 各 式 中 的 工 换 成 就 可 以 
本 .根据 (27.7) 式 , 自 旋 = 分量 的 本 征 值 是 递 差 数 为 1 的 一 组 数值 . 但 是 我 们 不 
能 像 轨道 角 动量 的 工 ,分量 那样 断定 这 些 数值 一 定 都 是 整数 [ $ 27 之 初 给 出 的 推 


导 在 这 里 不 能 成 立 ,因为 它 是 以 (26. 14) 式 的 i 算 符 为 基础 的 ,这 个 表 式 只 对 轨 
道 角 动 量 成 立 ]. 

其 次 ,s, 这 套 本 征 值 具有 上 下 限 ,这 两 个 上 下 限 的 绝对 值 相 等 而 符号 相反 ， 
我 们 用 +s 表示 之 . ,的 最 大 值 和 最 小 值 之 差 2* 必须 是 一 个 整数 或 零 . 因此 ; 可 

1 入 
取 0, 本 ,1 二，… 值 . 

于 是 , 自 旋 平 方 的 本 征 值 等 于 

aN, (54.2) 

其 中 的 * 可 以 是 一 个 整数 (包括 零 ) 也 可 以 是 一 个 半 整 数 .* 给 定 后 , 自 旋 的 s. 分 
量 可 取 s,s -1,…, -s, 等 2s +1 个 不 同 的 数值 . 因此 , 自 旋 为 :的 粒子 波 函 数 具 
有 2s +1 个 分 量 @. 

实验 表明 ,大 多 数 的 基本 粒子 [电子 , 正 电 子 ,质子 ,中 子 ,y 子 和 所 有 的 超 子 


(A, 工 ,号 )] 具 有 二 的 自 族 . 此 外 ,也 有 些 基本 粒子 (介子 和 KK 介子) 的 自 施 等 


外 由 于 每 类 粒子 的 :是 一 个 给 定 值 , 故 在 经 典 力 学 极限 情形 下 (0) 自 旋 角 动量 js: 趋 于 零 . 对 轨 
道 角 动量 讲 来 由 于 ! 可 取 任 意 值 ,这 样 的 论证 就 失去 意义 . 过 渡 到 经 典 力 学 时 ,和 趋 于 零 同 时 ! 趋向 无 穷 
大 ,可 是 乘积 记 仍 为 有 限 值 . 
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于 零 . 
一 个 粒子 的 总 角 动 量 等 于 它 的 轨道 角 动量 1 加 上 自 旋 s. 这 两 个 算 符 作用 
于 函数 的 不 同 变量 上 ,当然 是 彼此 对 易 的 . 总 角 动 量 
j=l1+s (54.3) 
的 本 征 值 ,与 两 个 不 同 粒子 的 轨道 角 动 量 之 和 一 样 ,取决 于 “矢量 模型 "的 相 加 
法 则 ( $31). 这 就 是 说 ,给 定 了 1 和 s 以 后 ,总 角 动 量 可 取 1+s,1+s-1,…， 


11- 引 等 值 .因此 ,轨道 角 动 量 ! 不 等 于 零 的 一 个 电子 ( 自 旋 为 二 ] 具有 总 角 动 量 


1 3 i 
7=1+7 5L=0 时 放 只 有 一 个 值 7= 本 。 


多 粒子 系统 的 总 角 动量 算 符 了 等 于 每 个 粒子 的 角 动 量 算 符 j 之 和 , 它 的 本 
征 值 仍 用 矢量 模型 法 则 加 以 确定 . 角 动 量 了 可 以 表 成 下 列 形状 : 
J=L+S, L= D1, S= >》 (54.4) 
其 中 的 5 可 称 为 该 系统 的 总 自 旋 ,L 可 称 为 该 系统 的 总 轨道 角 动量 . 我 们 注意 
到 ,如 果 该 系统 的 总 自 旋 为 半 整 数 (整数 ) , 则 总 角 动量 也 是 半 整 数 (整数 ) ,因为 
轨道 角 动 量 永远 是 整数 . 特别 是 ,如 果 该 系统 是 由 偶数 个 同类 粒子 组 成 的 , 它 的 
总 自 旋 永 远 是 整数 ,从 而 它 的 总 角 动 量 也 是 整数 . 


一 个 粒子 的 总 角 动 量 算 符 六 (或 一 个 多 粒子 系统 的 了 ) ,和 轨道 角 动 量 算 符 
或 自 旋 算 符 满足 同样 的 对 易 关 系 ,这 个 关系 是 任意 角 动 量 所 应 满足 的 普遍 的 对 
易 关 系 . 由 这 个 对 易 关 系 所 导出 的 角 动 量 矩 阵 元 公式 (27. 13) ,对 任意 的 角 动量 
讲 来 也 都 成 立 , 只 要 这 些 矩 阵 元 是 由 该 角 动量 的 本 征 态 所 定义 的 . 对 任意 矢量 的 
矩阵 元 ,公式 (29.7 ~10) 也 同样 成 立 (改变 相应 的 记号 ). 


习 是 
自 认为 二 的 粒子 处 于 = 二 的 态 中 , 求 该 自 族 在 二 轴 上 的 投影 取 各 可 能 值 


的 概率 , 设 = 轴 和 := 轴 的 天 角 为 9. 
解 :平均 后 的 自 族 失 量 s 显然 洛 = 币 , 且 其 数值 等 于 二 .把 它 投 影 到 z 轴 上 ， 


求 得 自 族 沿 z* 轴 的 平均 值 为 5。 = 二 cos 0. 另 一 方面 ,我 们 又 有 5 = 


广 (w， -we ) ,其 中 的 ,为 .= + 直 的 概率 .考虑 到 如。+w. =1, 我 们 得 


w, =cos’(0/2), w. =sin’( 9/2). 
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在 本 章 以 后 各 节 中 ,我们 不 想 讨论 波 函 数 与 坐标 的 关系 . 例如 , 当 我 们 讲 到 
坐标 系 旋 转 后 函数 (0) 的 行为 时 ,我 们 可 以 假定 该 粒子 处 于 原点 ,使 得 它 的 从 
标 在 旋转 中 保持 不 变 , 这 样 得 到 的 结果 将 标志 出 w(o) 函数 对 自 旋 变 量 o 而 言 
的 行为 . 

变量 o 和 普通 变量 ( 坐标 变量 ) 的 区 别 在 于 它 的 离散 性 . 一 个 线性 算 符 作用 
在 离散 变量 o 的 函数 上 ,所 得 的 最 普遍 形式 为 

(py)(e) = 5 fylo'), (55.1) 


其 中 的 /是 一 些 常数 . 我 们 把 fy 放 在 括号 内 是 为 了 强调 在 它 后 面 所 跟 的 自 旋 


宗 量 不 是 属于 原 函 数 少 ,而 是 属于 用 算 符 广 作用 后 所 得 的 那个 函数 . 容易 证 明 ， 
矿 " 是 和 按 通常 规则 (11.5) 所 定义 的 算 符 矩 阵 元 一 致 的 @. 
(11.5) 中 对 坐标 的 积分 现在 换 成 对 离散 变量 求 和 ,所 以 矩阵 元 的 定义 为 


fam = Dolo) fy (0)]. (55.2) 


其 中 y。,(o) 和 w。,(o) 是 算 符 $. 的 本 征 函 数 ,属于 本 征 值 s, =o, 和 ca; 每 个 函数 
对 应 于 一 个 态 ,粒子 处 于 此 态 时 具有 确定 的 s, 值 , 亦 即 此 时 波 函 数 只 有 一 个 分 量 
不 等 于 零 @， 
Wa (0) =5ov， Yo(0) =6,0, (55.3) 
根据 (55.1) ， 
(ys)(c) = D fra0') = D foro 
把 上 式 及 y。,(o) 的 表 式 代 入 (55.2) ,该 式 恒 得 到 满足 ;证 毕 . 
由 此 可 见 ,作用 于 e 的 函数 上 的 算 符 可 以 表 成 一 个 (2s +1) 行 (2s + 1) 列 的 
和 矩阵 . 特别 是 自 旋 算 符 本 身 , 作 用 在 波 函数 上 后 , 按 (55.1) 有 
(SW)(0) = > sy lo'). (55.4) 





按照 $ 54 末 段 所 述 ,矩阵 $.,$,,5. 与 $27 所 得 的 矩阵 人,L, ,相同 ,只 是 把 字母 
工 和 M 改 成 * 和 : 


@ ”注意 (55.1) 式 右边 矩阵 元 的 下 标 次 序 与 (11. 11) 式 中 的 通常 次 序 相反 。 
@ 更 明确 地 说 ,我 们 应 写成 
Wa (9) =z) 850: 
(55.3) 中 略 去 了 坐标 因子 ,在 那里 并 不 重要 . 
我 们 必须 再 一 次 强调 .的 特定 本 征 值 ci 或 "有 别 于 独立 变量 o- 
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CU) or = C0) Tr ry, 
(ss (0) = Hiro oD, 5) 


(s,) 00 =0. 
这 就 确定 了 自 旋 算 符 . 


在 自 旋 为 十 ( * = 于, = + 了 ] 的 重要 情形 下 ,这 些 矩阵 是 两 行 两 列 的 , 具 


2 
有 下 列 形式 





?= 二 @， (55.6) 
其 中 
本 本 时 国人 
4.=|， o): =(; o)'$.=(o -小 (55.7) 
这 些 矩 阵 称 为 泡 利 答 阵 . 矩阵 2 = 二 6. 确 是 对 角 的 ,因为 它 是 用 s, 本 身 的 本 征 函 
数组 来 定义 的 @. 
下 面 是 泡 利 矩 阵 的 一 些 特殊 性 质 . 把 (55.7) 中 的 矩阵 直接 相 乘 ,得 下 列 方 
程 : 
(55.8) 
由 上 式 及 一 般 对 易 关 系 (54.1) ,得 
G0 +0,0, =264, (55.9) 
亦 即 泡 利 矩阵 彼此 反对 易 . 根据 以 上 诸 式 ,不 难 验证 下 列 有 用 的 公式 : 
=3, (Ga)(6.b)=ab+io.axb. (55.10) 


式 中 的 a 和 5b 是 任意 矢量 @. 按照 上 列 诸 式 ,由 矩阵 5, 组 成 的 任意 标量 多 项 式 ， 


@@ (55.7) 中 所 列 的 矩阵 , 行 和 列 都 按 o 的 值 编号 , 行 数 对 应 于 矩阵 元 的 第 一 个 脚 标 , 列 数 则 对 应 于 
第 二 个 脚 标 - 目前 情形 下 ,这些 编号 数 为 二 和 ~ (55.4) 式 所 示 的 算 符 ,其 作用 是 把 矩阵 的 第 o 行 乘 
以 由 波 函 数 各 个 分 量 组 成 的 一 个 列 矩 阵 ， 


加 ”用 同一 字母 代表 自 旋 分 量 和 泡 利 矩阵 ,不 会 发 生 混 清 . 因为 后 者 总 是 带 有 "… 符号. 
图 (55.8) 一 (55.10) 右 边 与 仿 无 关 之 项 ,当然 应 该 理解 成 为 乘 有 一 个 两 行 两 列 单位 矩阵 . 
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都 可 以 化 简 成 一 个 与 无关 的 项 以 及 的 线性 项 ;因此 ,6 算 符 的 任意 标量 函 
数 都 可 化 成 一 个 线性 函数 ( 见 题 1). 最 后 , 泡 利 矩 阵 及 其 乘积 的 迹 (对 角 元 之 
和 ) 为 
tro =0, tro,o, =26,. (55.11) 

本 章 的 以 后 几 节 ,将 对 波 函 数 的 自 旋 性 质 ,包括 在 坐标 系 任意 旋转 下 的 行 
为 ,进行 详细 的 讨论 ,但 是 我 们 可 以 立刻 看 出 波 函 数 的 一 种 重要 性 质 , 即 绕 z 轴 
转动 下 它们 的 行为 . 

假定 绕 : 轴 转 动 无 限 小 角 584. 这 种 转动 的 算 符 , 可 通过 角 动 量 算 符 ( 目 前 情 
形 下 是 自 旋 算 符 ) 表 成 1 + i8$ 35. 因此 ,作为 转动 的 结果 ,函数 组 (oa) 变 成 
(oo) +6y(o), 其 中 

Oy(0) =is Sy(o) =ioy(o)6g, 

把 上 式 写 成 dy/d$ = ioy (a) 形式 ,并 进行 积分 ,我 们 发 现 转 过 有 限 角 由 时 
业 (o) 变 成 


Wy'(o) =y(0)e™. (55.12) 
特别 是 转 过 2" 角 后 ,wy(o) 要 乘 以 因子 e ,这 个 因子 对 所 有 的 e 而 言 都 
是 一 样 的 , 它 等 于 ( -1)”(2o 和 2s 的 宇 称 永远 相同 ). 由 此 可 见 , 当 坐标 系 绕 轴 


旋转 一 整 周 以 后 , 自 旋 为 整数 的 粒子 波 函 数 回 到 原 值 ,而 自 旋 为 半 整 数 的 粒子 波 
函数 要 变 一 符号 . 


习 题 


1. 试 把 标量 a+8b :万 的 任意 函 教 化 成 对 泡 利 矩阵 为 线性 的 另 一 个 函数 . 

解 :为 了 确定 所 求 公式 f(a+b' 仇 ) =4+B: 售 中 的 系数 ,我 们 注意 到 , 当 取 
z 轴 沿 的 方向 时 , 算 符 a+b :地 的 本 征 值 为 a+tb, 算 符 /(a+b :人 逆 ) 的 相应 本 
征 值 为 ar+b) .从 而 求 出 


4= 方 [J(a+b) +/(a-b)], B=(b/2b) [f(a+6) -f(a-b)]. 


2。 自 族 为 二 的 两 个 粒子 处 于 S = si +5s 具 有 定 值 (0 或 1) 的 态 中 , 求 标 各 


535 的 数值 . 
解 : 按 一 般 公 式 (31.3)( 这 个 公式 对 任意 两 个 角 动 量 的 相 加 都 成 立 ) ,我 们 

得 
S=1 时 与 "下 三 一 


3. 8$ 算 符 ( 自 旋 值 s 为 任意 ) 的 各 次 紧 中 哪些 是 线性 独立 的 ? 
解 : 由 8. 及 其 所 有 可 能 本 征 值 之 差 组 成 的 下 列 算 符 
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“* (5.—5)(5.—s+1)($.+s) 
作用 于 任 一 波 函 数 上 等 于 零 , 故 这 个 算 符 本 身 等 于 零 . 由 此 可 见 ,(3.)*"' 可 以 通 
过 s% 算 符 的 较 低 次 的 乘 紧 表 出 ,因此 只 有 1 到 2s 的 乘 紧 是 线性 独立 的 . 


8$56 旋 量 


自 旋 为 零 时 , 波 函 数 只 有 一 个 分 量 ww(0). 用 自 旋 算 符 作 用 后 变 成 零 :5y = 
0.8 和 无 限 小 旋转 算 符 之 间 的 关系 说 明 , 自 旋 为 零 的 粒子 波 函数 在 坐标 系 转动 
下 是 不 变 的 ,也 就 是 说 它 是 一 个 标量 . 


自 族 为 二 的 粒子 波 函数 具有 两 个 分 量 沙 (于 ] 和 ( - 于 ). 为 进一步 推广 
方便 计 , 我 们 分 别 用 上 指标 1 和 2 来 区 别 这 两 个 分 量 . 这 个 具有 两 个 分 量 的 量 








1 
人 (二 
的 (| (56.1) 
RE 
称 为 一 个 旋 量 . 
坐标 系 的 任意 转动 中 , 旋 量 的 分 量 作 线 性 变换 : 
yp =ay +by, yy =e +dy’. (56.2) 
上 式 可 写成 
a Pu 
w= 0=(。 中， (56.3) 


其 中 心 是 变换 矩阵 中. 它 的 矩阵 元 一 般 是 坐标 轴 转 角 的 复 函 数 . 这 些 矩 阵 元 之 间 
存在 着 一 些 关系 ,这 些 关 系 直接 来 自 旋 量 作为 粒子 波 函 数 的 物理 条 件 . 
我 们 来 考虑 双 线性 型 

Vb -yb (56.4) 

其 中 少 和 由 是 两 个 旋 量 . 经 简单 计算 后 ,得 
yo =ad-b) (yb -yb ), 

亦 即 坐标 系 转动 后 ,(56.4) 式 变 成 它 自身 .但 如 只 有 一 个 函数 变 成 自身 ,这 个 函 
数 就 可 看 作 自 旋 为 零 ,因而 它 必 是 一 个 标量 ;也 就 是 说 ,不 管 坐标 系 怎样 转动 ,这 
个 函数 必须 保持 不 变 . 从 而 有 

ad-bc=1, (56.5) 
即 变换 矩阵 的 行列 式 等 于 1.@ 


四 记号 by 表明 矩阵 站 的 行 乘 以 列 光 . 
@@ ”这样 两 个 量 的 变换 称 为 二 元 变换 . 
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进一步 的 关系 来 自 对 下 式 的 要 求 : 
yy rp. (56.6) 
此 式 确定 了 空间 某 一 给 定点 找到 粒子 的 概率 , 它 应 是 一 个 标量 , 凡 使 一 组 量 的 模 
量 平方 之 和 保持 不 变 的 变换 ,是 一 个 么 正 变换 ,因此 必 有 亡 * =0-'( 见 §12). 按 
条 件 (56.5) , 逆 矩 阵 为 


II 
es 
把 它 和 下 列 厄 米 共 示 算 阵 等 同 起 来 : 
a 本 
se 国 | 
得 到 
a=d",b= -ce'". (56.7) 


鉴于 关系 式 (56.5) 和 (56.7) ,a,b,c,d 四 个 复 量 中 实际 上 只 含 三 个 独立 的 
实 参量 ,对 应 于 定义 三 维 坐标 系 转动 所 需 的 三 个 角度 . 

比较 (56.4) 和 (56. 6) 两 个 标量 式 ,可知 内" 和 ww* 必须 分 别 地 按 妇 和 -好 
的 规律 变换 . 应 用 (56.5) 和 (56. 7) 很 易 验证 这 一 点 @. 

旋 量 代数 可 以 表 成 类 似 于 张 量 代数 的 形式 . 为 此 ,除了 逆 变 分 量 y' ,yr 外 
(具有 上 指标 ) ,还 引入 下 式 定义 的 协 变 分 量 (具有 下 指标 ) : 


= 电 = 一 内 (56.8) 
两 个 旋 量 的 不 变量 组 合式 (56. 4) 还 可 以 写成 标 积 形 式 ， 
Vb = bt by = 9'. (56.9) 


和 张 量 代数 一 样 ,今后 凡 在 同一 项 中 重复 出 现 同一 指标 者 ,就 意味 着 对 该 指标 
(车 标 ) 求 和 . 在 旋 量 代数 中 ,我 们 应 该 记 住 下 列 规则 . 根据 
Vp = by + = psd hid = pb. 


所 以 
Vb = 一 四 (56.10) 
由 此 可 知 任 一 旋 量 和 它 自己 的 标 积 等 于 零 : 
Wy, =0. (56.11) 


根据 前 面 的 讨论 ,yw, 和 光 , 像 Ww“ 和 "那样 变换 , 即 


@ 这 个 性 质 与 时 间 反 演 对 称 性 密切 相 联 -后 者 ( 见 $18) 包括 把 波 函 数 改 成 它 的 复 共 思 . 时 间 反 演 
下 , 衣 动 分量 也 变 号 因此 y= ( 二 】 和 只 4 ( - 去] 的 复 共 久 本 数 必然 具有 自 旋 投影 分 别 为 


-二 和 -的 那些 分 量 的 性 质 - 
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Ps( (56.12) 
乘积 "yw 也 可 写作 带 有 转 置 矩 阵 V "的 yD" ,由 于 问 为 么 正 ,我 人 有 DU" = 六- ， 
故 =(w0'),, 或 0 

办 = WD) (56. 13) 

仿照 通常 张 量 代数 中 从 矢量 过 渡 到 张 量 的 情形 ,我们 也 可 以 引进 高 秩 旋 量 
的 概念 . 如 果 一 量 y* 具 有 四 个 分 量 ,它们 按 两 个 一 秩 旋 量 的 分 量 乘积 内 和 的 规 
律 变换 , 则 这 个 量 称 为 二 秩 旋 量 . 除了 逆 变 分 量 w* 外 ,还 可 以 考虑 协 变 分 量 y。 
和 混合 分 量 败 ,它们 分 别 按 乘积 ,和 ,和 的 变换 规律 变换 . 任意 秩 旋 量 都 可 
用 同 法 定义 . 
旋 量 的 逆 变 分 量 和 协 变 分 量 的 相互 变换 可 写成 
Wa =Ew = (56.14) 
其 中 
(aw) =(eo=[ 1 (56.15) 
为 二 维 矢量 空间 中 的 度 规 旋 量 . 例如 ,我 们 有 
= Wi =ghvEmWp”， 
因此 有 ia = - 几 = -内 ,Wn = 如 = 等 等 . 
&w 本 身 构成 一 个 二 秩 反对 称 单 位 旋 量 . 容易 看 出 它 的 各 分 量 值 在 坐标 系 变 
换 下 保持 不 变 , 且 有 
B18” = (56.16) 
其 中 61 = =1,6; =6? =0. 
和 通常 的 张 量 代数 一 样 , 旋 量 代数 中 也 有 两 种 基本 运算 法 则 :乘法 ,以 及 对 
一 对 指标 的 缩 并 . 两 个 旋 量 相 乘 给 出 一 个 更 高 秩 的 旋 量 :例如 由 二 秩 旋 量 y,, 和 
三 秩 旋 量 pg” 可 以 组 成 一 个 五 秩 旋 量 yp”. 一 对 指标 的 缩 并 ( 即 对 一 个 协 变 
指标 和 一 个 逆 变 指标 的 各 个 分 量 求 和 ) 使 一 个 旋 量 降低 两 秩 . 例如 旋 量 y,” 对 
指标 4 和 vw 的 缩 并 给 出 三 秩 旋 量 yw ; 忧 的 缩 并 给 出 标量 业 . 这 里 有 一 条 规则 
和 (56. 10) 式 表明 的 规则 相似 :如 果 我 们 把 被 缩 并 的 两 个 指标 上 下 对 调 一 下 ,该 
旋 量 就 改变 符号 ( 即 w= - 必 ). 根据 这 一 规则 ,如 有 一 旋 量 对 某 两 个 指标 是 对 
称 的 ,对 这 两 个 指标 缩 并 的 结果 就 等 于 零 , 因 此 ,对 一 个 两 秩 对 称 旋 量 yw 讲 来 ， 
我 人 有 w=0. 
一 个 n 秩 旋 量 如 果 对 它 的 所 有 指标 都 是 对 称 的 , 则 称 为 对 称 旋 量 . 从 非 对 称 


四 记号 yO(yY 在 的 左 侧 ) 代 表 分 量 (y, ,由 ;) 作 为 一 行 乘 以 甜 阵 闪 的 列 . 
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旋 量 出 发 ,可 以 通过 对 称 化 手续 造 出 一 个 对 称 旋 量 ,这 种 对 称 化 手续 ,就 是 把 所 
有 指标 进行 各 种 可 能 的 对 换 , 然 后 把 所 得 的 分 量 全 部 相 加 起 来 . 如 上 所 述 , 从 一 
个 对 称 旋 量 的 分 量 出 发 ,不 可 能 (通过 缩 并 ) 造 出 更 低 秩 的 旋 量 . 

只 有 二 秩 旋 量 可 以 对 它 的 所 有 指标 反对 称 . 因为 每 一 个 指标 只 能 取 两 个 值 ， 
在 三 个 或 更 多 个 指标 中 ,最 少 有 两 个 指标 必然 会 取 相同 的 数值 ,从 而 使 该 (全 反 
对 称 ) 旋 量 的 各 个 分 量 都 便 等 于 零 . 任意 一 个 二 秩 反对 称 旋 量 等 于 一 个 单位 旋 
量 &w 乘 以 一 个 标量 . 根据 上 述 理由 ,我 们 可 得 下 列 关系 式 : 

Bd, + Ba + Bm, =0， (56.17) 

(其 中 的 yw 是 任 一 旋 量 ) ,这 是 因为 式 左 的 表 式 是 一 个 三 秩 反对 称 旋 量 (我 们 很 
易 验 证 ). 

如 果 把 一 个 旋 量 乘 以 其 自身 ,并 对 其 中 的 一 对 指标 缩 并 ,就 成 为 一 个 对 另 一 
对 指标 为 反对 称 的 旋 量 : 

is = — 

如 上 所 述 ,这 个 旋 量 应 该 等 于 旋 量 g,, 乘 以 一 个 标量 . 这 个 标量 因子 应 该 这 样 来 
确定 ,使 得 对 另 一 对 指标 再 缩 并 后 能 够 得 到 正确 的 结果 , 据 此 有 : 


Wy = -Tp gy (56.18) 


旋 量 i 的 各 个 分 量 是 小, 的 复 共 二 量 , 它 按 逆 变 旋 量 w* 的 各 个 分 量变 
换 ,反之 亦 然 . 因此 , 任 一 旋 量 的 各 个 分 量 的 模 量 平方 之 和 是 一 个 不 变量 . 
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纯 形式 地 讲 过 任意 秩 的 旋 量 代数 以 后 ,现在 可 以 转 入 下 一 个 问题 :研究 具有 
任意 自 旋 的 粒子 波 函 数 的 性 质 . 


这 个 问题 最 好 通过 自 旋 为 二 的 一 组 粒子 来 考虑 . 总 自 旋 :分 量 的 最 大 可 能 


值 是 二 ,这 是 由 于 对 每 个 粒子 都 有 5, = 让 而 得 的 结果 ( 亦 即 所 有 粒子 的 自 施 都 
取 同一 方向 , 沿 : 轴 ) .在 这 种 情形 下 ,我 们 可 以 明确 地 说 该 系 统 的 总 自 施 5 也 等 
于 Dn 

这 时 ,这 个 多 粒子 系统 的 波 丁 数 y(o1,0;,…,0.) ,除了 消 ( 垃 , 二 党 ) 


分 量 外 ,其 它 的 分 量 都 等 于 零 . 如 果 把 这 个 波 函 数 写成 ”个 旋 量 的 乘积 形式 
业 'p*…, 式 中 的 每 个 旋 量 隶属 于 其 中 的 一 个 粒子 ,那么 ,每 个 旋 量 中 只 有 入 ，… 
=1 的 分 量 不 等 于 零 . 因此 只 有 wp'… 不 等 于 零 . 所 有 这 些 乘积 的 集合 组 成 一 个 
n 秩 旋 量 ,并 且 对 所 有 的 指标 对 称 . 如 果 变 换 坐 标 系 (使 得 各 个 粒子 的 自 旋 不 再 
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沿 z 轴 ) ,我 们 就 可 以 得 到 一 个 对 称 性 与 以 前 相同 但 具有 普遍 形式 的 n 秩 旋 量 . 
波 函数 的 “ 自 旋 " 性 质 ,实质 上 就 是 这 组 波 函 数 对 坐标 系 的 旋转 而 言 所 具有 


的 性 质 ,这 种 性 质 对 于 自 旋 为 ;的 一 个 粒子 ,以 及 对 n=2s 个 自 旋 为 二 的 粒子 所 


组 成 的 总 自 旋 为 * 的 一 个 多 粒子 系统 ,都 是 一 样 的 . 因此 得 出 结论 , 自 旋 为 的 
一 个 粒子 , 它 的 波 函 数 是 一 个 ”= 2s 秩 的 对 称 旋 量 . 

容易 证 明 ,一 个 2* 秩 对 称 旋 量 的 独立 分 量 数 确 是 等 于 2s + 1. 因为 2; 个 指 
标 为 1, 零 个 指标 为 2 的 那些 分 量 是 相同 的 ;2s - 1 个 指标 为 1 有 一 个 指标 为 2 
的 那些 分 量 也 是 相同 的 ,以 此 类 推 直到 有 零 个 指标 为 1 有 2s 个 指标 为 2 为 止 . 

从 数学 上 讲 , 各 种 对 称 旋 量 提供 了 一 种 分 类 方案 ,用 以 区 分 坐标 系 旋转 时 一 
组 量 可 能 具有 的 各 种 变换 方式 . 如 果 有 2s + 1 个 不 同 的 量 ,变换 成 为 它们 之 间 的 
线性 组 合 (同时 这 组 量 不 管 怎样 地 进行 线性 组 合 ,其 总 数 不 能 减少 ) , 则 可 断言 ， 
它们 的 变换 规律 等 同 于 一 个 2 秩 对 称 旋 量 的 分 量 的 变换 规律 @. 任意 一 组 任意 
数目 的 函数 , 当 坐标 系 旋转 后 如 果 变 换 成 为 它们 之 间 的 线性 组 合 ,这 组 函数 就 可 
化 成 (经 过 适当 的 线性 变换 后 ) 一 个 或 几 个 对 称 旋 量 . 

因此 一 个 n 秩 任意 旋 量 y,,… 可 以 化 成 n 秩 .n -2 秩 n -4 秩 … 的 对 称 旋 
量 ,其 实际 步骤 如 下 . 把 旋 量 y,… 对 所 有 的 指标 对 称 化 ,可 以 组 成 一 个 n 秩 对 
称 旋 量 . 其 次 ,原来 的 旋 量 yw… 中 任 选 一 对 指标 加 以 缩 并 ,可 得 具有 w',… 等 形 
式 的 各 种 n -2 秩 旋 量 ,再 把 这 些 旋 量 分 别 对 称 化 后 ,得 到 许多 n -2 秩 对 称 旋 
量 . 在 yw。… 中 把 两 对 指标 缩 并 后 ,再 把 所 得 旋 量 对 称 化 , 即 得 各 种 n -4 秩 对 称 
旋 量 ,如 此 类 推 . 

我 们 再 来 确立 2s 秩 对 称 旋 量 的 各 个 分 量 与 2; + 1 个 函数 y(o) 之 间 的 关系 
(中 的 =o05 -lye -人 下 列 分 量 

2 

中 ,有 s+o 个 指标 为 1, 有 s-o 个 指标 为 2, 它 所 对 应 的 自 旋 沿 z 轴 的 投影 值 为 


0. 实际 上 ,如 果 我 们 再 考虑 n=2s 个 自 旋 为 二 的 粒子 所 组 成 的 一 个 系统 ,来 代替 
自 旋 为 * 的 一 个 粒子 , 则 上 述 分 量 相当 于 下 列 乘积 : 


Vp Nps 
这 个 乘积 隶属 于 这 样 的 一 个 态 , 其 中 有 s+o 个 粒子 具有 自 施 投 影子 ,有 es 


粒子 具有 自 施 投影 - 当 , 故 其 总 投影 为 上 (s+o) -二 (s-o) =o. 最 后 ,选择 上 


加 换 句 话说 ,各 种 对 称 旋 量 构成 了 旋转 群 的 各 种 不 可 约 表示 ( 见 $98) 
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述 旋 量 分 量 和 (a) 函数 的 比例 系数 ,使 得 下 式 能 够 成 立 : 
2 2 
2 lye Ps S ly (57.1) 


| 


这 个 和 应 是 一 个 标量 ,因为 它 等 于 粒子 在 空间 某 一 给 定点 的 概率 . 在 上 式 右边 的 
求 和 中 ,(s +o) 个 指标 都 等 于 1 的 分 量 共有 
(2s)! 
(s+o)! (s-o)! 


个 .由 此 可 见 , 函 数 y(o) 和 旋 量 分 量 间 的 关系 为 


| i 
wo)= a ot (57.2) 


(57.2) 式 不 但 保证 满足 条 件 (57. 1) ,而 且 容 易 证 明 还 满足 下 列 更 普遍 的 条 
件 : 
yp = D(C-1)' yo) -0), (57.3) 


其 中 的 ww 和 p， 是 两 个 不 同 的 同 秩 旋 量 ,而 y(o),p(o) 是 按 (57.2) 式 由 这 
些 旋 量 所 导出 的 函数 ,( -1)” “因子 的 来 源 是 由 于 当 我 们 把 上 述 旋 量 分 量 的 指 
标 全 部 上 升 后 ,符号 的 变更 次 数 等 于 其 中 取 值 为 2 的 指标 数 . 

(55. 5) 式 确定 了 自 旋 算 符 作 用 于 波 函 数 y(o) 上 所 得 的 结果 . 不 难 求 出 这 


些 算 符 作用 于 具有 2s 秩 旋 量 形式 的 一 个 波 函 数 上 所 得 的 结果 . 对 自 旋 为 二 的 情 


形 讲 来 ,函数 ( 方 ) , 必 ( -二 ) 等 于 旋 量 的 分 量 内, 好. 根据 (55. 6) 和 (55.7) 
式 , 自 施 算 符 作用 在 这 些 分 量 上 的 结果 为 


(Sp) = Gp)! = i, (Ep)' = Me 
(G0) = 0) = G0) = -二 李 


为 了 过 渡 到 任意 自 旋 的 一 般 情形 ,我 们 再 考虑 2s 个 自 放 为 的 粒子 所 组 成 


的 一 个 系统 ,并 把 它 的 波 函 数 写成 2; 个 旋 量 的 乘积 . 该 系统 的 自 旋 算 符 等 于 每 
个 粒子 的 自 旋 算 符 之 和 ,每 个 粒子 的 自 旋 算 符 只 作用 于 该 粒子 的 旋 量 上 ,作用 的 
结果 由 (57.4) 式 给 出 . 经 过 以 上 的 考虑 后 ,我 们 再 回 到 任意 对 称 旋 量 的 情形 , 即 
回 到 自 旋 为 ;的 一 个 粒子 的 波 函 数 情 形 , 就 可 得 下 列 公 式 : 
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a (57.5) 
到 目前 为 止 ,我们 把 基本 粒子 内 豪 角 动 量 的 波 函 数 称 为 旋 量 . 但 从 纯 形 式 的 
观点 看 来 ,一 个 单 粒子 的 自 旋 角 动量 ,和 忽略 内 部 结构 的 任 一 系统 作为 一 个 整体 
所 具有 的 总 角 动 量 ,两 者 没有 什么 区 别 . 因此 很 明显 ,空间 旋转 下 旋 量 的 变换 性 
质 对 总 角 动 量 为 j 的 一 个 粒子 或 粒子 系统 的 波 函 数 yn 同样 适用 ,与 所 考虑 的 是 
自 旋 还 是 轨道 角 动 量 无 关 . 本 征 函 数 y,, 在 坐标 系 转动 下 的 变换 规律 与 2 秩 对 
称 旋 量 的 分 量变 换 规律 之 间 ,必然 存在 着 一 定 的 关系 . 
建立 这 种 关系 时 ,应 该 明确 地 区 别 波 函数 依赖 于 角 动 量 投影 m 的 两 个 不 同 
方面 ( 当 j 值 为 给 定时 ). 可 以 把 波 函 数 看 作 各 种 不 同 m 值 的 概率 振幅 ,也 可 以 
把 它 看 作 具 有 给 定 m 值 的 本 征 函 数 . 
以 上 两 个 方面 我 们 已 在 $55 之 初 提 过 ,在 那里 研究 了 与 $. 算 符 的 本 征 值 
s, = oo 相对 应 的 “本 征 函 数 "5 两 者 的 数学 区 别 特别 明显 地 表现 在 自 旋 为 * = 


到 的 粒子 的 例子 中 ， 这 种 情形 下 的 自 旋 函 数 对 变量 o 而 言 是 一 个 一 秩 逆 变 旋 


晤 ,也 就 是 应 该 用 旋 量 记号 写成 65, 因而 对 而 言 它 是 一 个 协 变 旋 量 、 
这 种 情况 显然 具有 普遍 性 :仿效 (57.2) 式 ,本 征 函数 ,可 化 成 2j 秩 协 变 对 
称 旋 量 的 有 关 分 量 下 : 


= 
bm Om i 


角 动 量 j 为 整数 的 本 征 函 数 就 是 球 谐 函数 了 特别 是 j=1 的 重要 情形 ,三 
个 球 谐 函数 Yi 为 


这 里 为 径 矢 方向 的 单位 矢量 . 上 式 表明 ,以 上 三 个 函数 就 其 变换 性 质 讲 来 ,和 
一 个 矢量 a 的 下 列 三 个 分 量 相 当 : 


Wo =ia,, y= - 广 (® +ia,) Wi = -人 


”这 一 结果 也 可 用 另 一 方式 导出 . 如 果 把 角 动量 为 /的 粒子 态 的 波 函 数 少 对 本 征 函数 组 yn 展开 : 
少 = > asyin, 则 系数 a 为 不 同 m 值 的 概率 幅 . 在 这 个 意义 下 ,它们 对 应 于 自 旋 波 函数 的 分量"4(m) ， 


从 而 给 出 其 变换 规律 . 另 一 方面 ,由 在 空间 某 点 之 值 与 所 选 的 坐标 系 无 关 , 亦 即 》 ayin 是 一 个 标量 . 与 
(57.3) 式 的 标量 相 比 . 我 们 看 到 e。 应 按 ( -1) “内 -= 变换 . 
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将 此 式 与 (57.6) 式 比较 ,可 知 一 个 二 秩 对 称 旋 量 的 各 个 分 量 可 按 下 式 表 为 某 一 
矢量 的 分 量 


ys = 有 Wi 二 = 8 
或 
加 = -让 加 二 a ia,), y= -让 (e+) (57.9) 
反之 ,有 
a, =iViy", 六 (人 -y)， = 直 (W" + (57.10) 
很 易 验证 ,在 这 样 的 定义 下 我 们 有 下 列 等 式 : 


yup™” =a:b, (57.11) 
其 中 的 a 和 4 为 对 应 于 对 称 旋 量 y* 和 gp* 的 矢量 . 不 难 验证 下 列 旋 量 对 应 于 下 
列 矢量 D: 


pig + 和 /Ta xb. (57.12) 
(57. 10) 式 可 用 泡 利 矩 阵 缩写 成 

i a 57.13 

a 万 yw ( ) 


式 中 必 的 矩阵 指标 写成 上 指标 与 下 指标 的 形式 ,与 败 的 旋 量 指标 位 置 相对 应 . 
上 式 的 来 源 容易 通过 一 个 特例 来 理解 , 即 把 二 秩 旋 量 发 取 作 一 秩 旋 量 几 和 复 共 


生 旋 量 yw'“ 的 乘积 . 于 是 了 WoW 就 是 ( 波 函 数 为 迪 的 粒子 的 ) 自 旋 平均 值 ， 


它 显然 是 一 个 矢量 . 

(57.8) 或 (57.9) 式 是 下 列 普遍 规则 的 一 个 特殊 情形 :一 切 2 偶 秩 对 称 旋 
量 , 当 7 为 整数 时 可 以 化 成 一 个 了 秩 对 称 张 量 , 并 且 该 张 量 在 任意 两 个 指标 缩 并 
后 等 于 零 ;这 种 张 量 我 们 称 为 不 可 约 张 量 . 

这 一 结论 也 可 以 从 下 列 事实 看 出 ,我们 通过 简单 的 验算 ,不 难 证 明 这 样 的 旋 
量 和 张 量 具有 同样 的 独立 分 量 数 (等 于 27+1)@. 如 果 把 所 研究 的 旋 量 看 作 某 些 
二 秩 旋 量 的 乘积 ,并 把 所 研究 的 张 量 看 作 某 些 矢量 的 乘积 , 则 旋 量 与 张 量 之 间 的 
分 量 关系 式 就 可 通过 (57.8) 到 (57.10) 式 导出 . 


加 ”一 个 对 称 旋 量 的 混合 分 量 可 以 写成 内 形 式 ,不 必 区 分 4 和 加 和 
加 ”从 数学 方面 讲 来 ,一 个 秩 不 可 约 张 量 (7 为 整数 ) 的 21+ 1 个 分 量 ,27+1 个 Ym 球 谐 函数 ;以 及 了 
秩 对 称 旋 量 的 27+1 个 分 量 ,都 给 出 旋转 群 的 同一 个 不 可 约 表示 - 
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习 题 


1. 改写 (57.4) 式 ,把 其 中 自 旋 1/2 的 算 符 用 矢量 8 的 旋 量 分 量 表 出 . 
解 :根据 (57.9) 式 ,可 以 建立 矢量 和 旋 量 5* 间 的 关系 . 定义 (57.4) 可 改 
写成 
an or 1 A pAv 
Ps 8 +ye”). 
2. 求 自 旋 算 符 作用 于 自 旋 为 1 的 粒子 失 量 波 函 数 上 所 得 的 公式 . 
解 : 拓 量 函数 妇 的 分 量 与 旋 量 分 量 * 间 的 关系 已 由 (57.9) 式 给 出 ， 
按 (57.5) 式 得 
Sp = ps Sh = $y, =0, 
(其 中 峭 。 = 内 土 这 ，) 或 
Ss = 一 这 5 = 这 5 =0. 
其 余 的 公式 可 把 上 式 中 的 x,y,z 诸 指标 循环 置换 后 得 到 . 这 些 公式 可 合并 成 下 
列 形式 
Si = ~ iewwyr 
复 矢量 到 可 写成 更 =ee(&t+ 刘 ) 形 式 ,其 中 的 &L 和 w 为 实 矢量 ,适当 选择 相 
位 a 可 使 它们 相互 正 交 . 4 和 9 所 确定 的 平面 具有 这 样 的 性 质 , 使 得 自 旋 沿 该 平 
面 法 线 方向 的 投影 值 只 能 等 于 土 1. 
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现在 回 到 旋 量 的 变换 问题 ,说 明 怎样 用 坐标 轴 的 转角 具体 表 出 它 的 变换 
系数 
根据 角 动 量 算 符 ( 目前 情形 下 是 自 旋 算 符 ) 的 定义 ,1 + ispm ，§ 就 是 绕 指定 


方向 (单位 矢量 ) 转 动 sp 角 的 算 符 . 把 它 应 用 到 自 旋 为 二 的 粒子 波 函 数 亦 即 一 
秩 旋 量 时 ,该 算 符 中 必须 令 3 = 二 绕 同一 方向 转动 有 限 角 9 的 转动 算 符 相 应 
地 由 下 式 给 出 [参考 (15. 13) 式 ] 


D0. =exp (Dipn 6); (58.1) 
和 泡 利和 矩阵 的 任意 函数 一 样 ( 见 $ 55 例题 1) ,上 式 可 化 成 泡 利 矩阵 的 线性 式 : 
D, =eos 卫 +， bsin 本 9， (58.2) 


例如 , 绕 z 轴 转动 时 ， 
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a on 站 (58.3) 
39+idsinge=| -mm 
这 意味 着 旋 量 的 两 个 分 量 在 这 样 的 转动 下 按 下 式 变换 : 
ee 
特别 是 ,转动 2r 角 , 旋 量 的 分 量 都 变 号 ;任意 奇数 秩 的 旋 量 因而 也 有 这 个 性 质 
(参考 855 末尾 ). 
同样 ,我 们 也 能 求 出 绕 x 轴 或 y 轴 转 动 p 角 的 变换 矩阵 : 


1 二 
cossp isinsp 











~» 2 2 
UPp) = 1 
isin Fp cos Tp 
(58.4) 
ee sin Zp 
以 (p) = ii 
一 in 了 9 cos 了 9 
我 们 可 注意 绕 y 轴 转 7 角 的 特例 ,对 此 ,有 
p=, p=, 
即 
y= = (58.5) 


现在 不 难 写 出 坐标 轴 任 意 转动 的 变换 矩阵 ,把 它 表 为 确定 转动 的 欧 拉 角 的 
函数 . 

一 个 由 欧 拉 角 a,B,y 定义 的 坐标 轴 的 转动 ,可 
分 三 步 完 成 (1) 先 绕 z 轴 转 w 角 (0<a<2m,)(2) 再 
绕 新 位 置 的 y 轴 (图 20 中 的 ON 线 , 称 为 节 线 ) 转 有 
角 (0<B<T),(3) 最 后 绕 z 轴 (z 轴 的 最 终 位置 ) 转 
7y 角 (0<y<2m)Q. 

显然 ,a 和 8B 角 就 是 新 z' 轴 相对 于 x,y,z 三 轴 的 
球 极 角 w 和 b:a=p,B=0. 

与 坐标 轴 的 上 述 转动 相应 ,整个 变换 矩阵 等 于 
(58.3) 和 (58.4) 式 的 三 个 矩阵 的 乘积 : 9 





四 sz 和 xy'z' 系 永远 为 右手 坐标 系 , 正 角 和 转轴 方向 呈 右 手 螺旋 关系 - 
此 处 的 欧 拉 角 (量子 力学 中 常用 ) 与 第 一 卷 (力学 》$ 35 定义 的 不 同 之 处 ,在 于 第 二 次 转动 现在 不 是 
绕 x 轴 ,而 是 绕 y 轴 .a,B,7 角 和 第 一 卷 (力学 ) 中 采用 的 p,9,y 角 (w,9 不 代表 球 极 角 ) 间 的 关系 为 p= 


+ 六 ,0=B 小 =y -证 志 
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U(a,B,y) =U.(y) 0,(B)U.(a), 
这 些 和 矩阵 相 乘 后 ,我们 最 后 得 
i sn .ee 
U(a,B,y) = | (58.6) 
-sinB . eco, eos eer 
根据 定义 ,高 秩 旋 量 可 按 一 秩 旋 量 的 分 量 乘积 进行 变换 . 但 是 在 物理 应 用 
中 ,我 们 感 兴趣 的 不 是 旋 量 本 身 的 变换 规律 ,而 是 波 函 数 几 . 
令 函数 组 加 (mm=j -1,…, -j) 描述 角 动 量具 有 定 值 j 的 一 个 态 ,用 的 是 
sz 坐标 系 ,并 令 内 ,描述 同一 个 态 但 用 x'y'z' 轴 ;前 者 的 m 是 元 的 值 ,后 者 的 m' 
是 元 的 值 . 这 两 组 郴 数 呈 线性 关系 ,我 们 把 它 写成 下 列 形 式 : 
Wi = 2 Dia,B,y) Yim (58.7) 


系数 D2 对 m' 和 m 而 言 组 成 一 个 2j+1 维 矩 阵 , 称 为 有 限 转动 矩阵 D , 它 的 矩 
阵 元 是 x'y'z' 轴 相对 于 xyz 轴 转 动 的 欧 拉 角 a,B,y 的 函数 . 


有 限 转动 矩阵 可 以 通过 函数 如 的 旋 量 表示 构造 出 来 .1 = 二 时 ,两 个 函数 
im (mm = * 半 ) 构成 一 秩 协 变 旋 量 . 按 (56. 13 ) ,从 x*'y'z 到 xyz 的 变换 是 由 
(58.6) 式 的 矩阵 亡 实现 , 故 亡 ( 习 = 立 了 其 矩阵 元 可 写成 


Due =e "don (Bp)e™, 


其 中 dh? (B) 的 值 见 下 表 : 





sin 5B (58.8) 





对 任意 的 j 值 ,函数 组 与 2 秩 对 称 协 变 旋 量 分 量 的 关系 见 (57.6) 式 .2j 


秩 旋 量 分 量 的 变换 矩阵 就 是 2 个 启 ( 习 矩阵 的 乘积 ,其 中 的 每 个 矩阵 作用 在 一 
个 旋 量 指标 上 . 把 这 个 乘积 乘 出 来 ,并 写 回 到 内 ,得 到 下 列 变换 矩阵 : 


@ 注意 (58.7) 中 的 矩阵 指标 , 它 相当 于 用 几 排 成 的 行 去 乘 矩 阵 万 my 的 列 (58.7) 可 写成 几 n = 
(VDD )。, 与 (56. 13) 式 一 致 
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DY (a,B,y) =e™"dD (B)e™, (58.9) 
函数 do (B) 为 了 


dla [Ut mt Eg 


(j+m)! (j-m)! 
x (sm 全) “plois=mia)( eo 有 (58.10) 
其 中 


Lau 
2°n! 





Po (cos B) = (1-cospB) (1l+cospB)™ x 





x (wa) 0 -eos B)"*"(1+cosB)''"] 


(58.11) 
称 为 雅 可 比 多 项 式 @. 我 们 注意 到 
PIV( -cospB)=( -1)"P'" (cos B). (58.12) 
函数 ds 具有 一 系列 对 称 性 质 ,这 可 从 (58. 11) 和 (58. 12 ) 式 导出 ,但 直接 
从 转动 变换 系数 的 定义 出 发 去 求 , 比 较 简单 . 


矩阵 0 是 么 正 的 , 它 是 转动 变换 矩阵 ,由 于 (a,B,y) 转动 的 逆 变 换 是 
(-7y,-B, -a) ,对 实 矩 阵 d” 就 有 下 列 关 系 : 


d2 ( -B) =d2,(B). (58.13) 
下 列 各 式 也 都 成 立 : 
dn.(B) =d_。(B)， (58.14) 
dh (mn) =( 一 1)7 "5 
dm =) = 2 (58.15) 


0 6 
j= 立时 ,由 (58. 8) 式 可 知 以 上 诸 式 显然 成 立 ;推广 到 任意 的 了 时 ,根据 变换 矩阵 


的 上 述 构造 方法 ,可 知 以 上 诸 式 成 立 . 
转动 站-B 角 ,可 用 下 角 和 -有 B 角 两 个 相继 转动 来 完成 ; 
do (nm-B)= > dhe(m) dd( -Bp)= 


= b= SH 


四 计算 见 A.R. Edmonds, Angular Momentum in Quantum Mechanics Princeton ,1957. (58.9) 的 加, 
定义 和 Edmonds 书 上 采用 的 不 同 之 处 ,在 于 对 换 了 a 和 y. 本 书 的 定义 在 处 理 过 程 中 显得 更 自然 一 些 . 
加 关于 这 种 多 项 式 和 超 几何 级 数 的 关系 . 见 数学 附录 $e 的 (e. 11) 式 . 
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或 利用 (58. 13 ) 式 可 得 
do (wm-B)=( -1)" "ad.,(p). (58.16) 
绕 同一 轴 转 动 两 次 ,与 转角 的 先后 次 序 无 关 . 先 转 -B 角 再 转 7 角 , 将 得 同一 结 
果 . 把 此 结果 与 (58. 16) 式 比较 ,得 到 
i es (58.17) 
由 (58. 17) ,(58. 14) 和 (58. 13) 可 得 
di (B) =( -1)" “dy,(p) =( -1)" "dd.( -p). (58.18) 
应 用 (58. 13) ,到 (58. 18) 诸 式 ,我 们 可 以 导出 全 矩阵 元 D 色 的 各 种 对 称 性 
质 . 特别 是 ,对 复 共 恩 函 数 有 
DO (a,B,y) =DY,( -a,B, -7y) =( -1)" "DY, , (a,B,y). 
(58.19) 


从 数学 上 讲 , 矩 阵亡" 给 出 了 旋转 群 的 2 + 1 维 不 可 约 么 正 表 示 ( 见 后 面 
$ 98). 因此 有 正 交 关 系 : 


[D2 (ay7)D9 (asB,7) 
其 中 dw =sin pdadpdy. 
函数 组 对 下 标 m 和 m' 的 正 交 性 为 因子 ee…*"” 所 保证 ;对 指标 j 的 正 交 性 
来 自 ds 对 此 ,有 
上 di (Bp) ds (p) 。 二 sin Bdp wr (58.21) 
最 后 ,为 参考 计 , 我 们 给 出 参量 具有 特殊 值 的 几 个 dj 函数 的 表 式 . 对 j=1， 
我 们 有 


| (58.20) 


8 本 24T 全 mm oa 





1 0 -1 
二 1 +eos B) 工 sin B vi -cos B) 
a (8) = 2 V2 2 
a i wh Lsinp 
V2 V2 





(1 -eos B) -np 了 (1+eos 有 ) 


(58.22) 
对 整数 j=1 和 m'=0, 由 (58.10) 和 (58.11) 式 得 


(1-m)! 
(T+m)! 





di (B) =( -1)"dy (8) =( -1)" P?(eos B). (58.23) 
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此 式 的 推导 容易 从 原 定义 (58.7) 式 看 出 . 我 们 把 (58. 7) 右边 的 尹 , 的 值 指定 给 
z 轴 ,此 轴 上 有 (对 j= 人 ) 

ZL+1 
47 
式 左 的 Yin 就 是 球 谐 函数 Yu (B,a) ,其 球 极 角 p=a,9=B 给 出 z' 轴 的 方向 ,将 
(58.24) 代 人 (58.7) 式 ,得 


Yi (ns) =i 





i (58.24) 


Ye(B,a) = 六 /2 Lp (0,p,y), (58.25) 


4n 
上 式 等 同 于 (58. 23 ) 式 . 
最 后 , 列 出 m 或 m' 具 有 最 大 可 能 值 时 的 函数 表 式 : 
d2(B)=(-1) "dy = 


[os] (m4) (mg)” sn20 


$59 粒子 的 部 分 极 化 


适当 地 选择 = 轴 的 方向 总 能 使 所 给 旋 量 办 ( 自 旋 为 二 的 粒子 波 函 数 | 的 一 


个 分 量 (例如 类 ) 等于零. 这 是 因为 空间 方向 由 两 个 参量 ( 两 个 角度 ) 所 确定 ,这 
就 是 说 ,可 供 我 们 使 用 的 参量 数 ,正好 等 于 和 欲 使 一 个 分 量 为 零 ( 复 分 量 好 的 实 部 
和 虚 部 都 等 于 零 ) 的 条 件数 . 


从 物理 上 讲 来 ,这 表明 自 旋 为 二 的 粒子 (为 明确 起 见 ,我 们 把 它 说 成 是 电 
子 ) 如 果 处 于 某 一 自 旋 波 函数 所 描述 的 态 中 , 那 就 存在 一 个 空间 方向 ,该 粒子 沿 
此 方向 的 自 旋 投 影 具有 o = 立 的 定 值 . 处 于 这 样 的 态 中 的 电子 可 称 为 完全 极 


化 的 . 
但 是 也 存在 着 另 一 种 电子 态 , 称 为 部 分 极 化 态 . 这 种 态 是 一 个 混合 态 (对 自 
旋 而 言 的 混合 态 ) ,不 能 用 波 函 数 描述 ,只 能 用 密度 矩阵 加 以 描述 (参考 $ 14). 
电子 的 自 旋 密 度 和 矩阵 或 极 化 密度 矩阵 是 一 个 二 秩 旋 量 pw ,满足 以 下 归 一 化 
条 件 : 





ph =p' +ps =1, (59.1) 
并 满足 “ 厄 米 "条 件 : 
Wo (59.2) 
在 纯 自 旋 态 ( 即 完全 极 化 态 ) 情 形 下 ,p’, 可 以 化 成 波 函 数 w 的 分 量 乘积 : 
p= (VW). (59.3) 
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密度 矩阵 的 “对 角 " 分 量 P， 和 pi 确定 了 电子 自 旅 的 = 分 量 值 为 + 二 和 
-去 的 概率 ,因此 该 分 量 的 平均 值 为 
下 = 六 (Pp' =p3) 
由 (59.1) 式 得 
由 = 去 +， 屿 = 二 -5 (59.4) 
在 纯 态 情形 下 ,*。=s, +is 的 平均 值 由 下 式 算出 : 
5 = 
= 
按 (55.6) 和 (55.7) 式 , 算 符 $. 由 下 列 矩 阵 给 出 ， 
0 1 可 0 0 
ig 路 = 中 
我 们 得 
5 5 = 
与 此 相应 ,在 混合 态 中 有 
pi=5., p=5,. (59.5) 
采用 泡 利 矩阵 ,可 把 (59.4) ,(59. 5) 合 并 成 
p= 地 (5% +26% 全)， (59.6) 


由 此 可 见 ,电子 极 化 密度 矩阵 的 所 有 分 量 可 以 通过 自 旋 矢量 的 分 量 平均 值 
表 出 . 换 名 话说, 实 矢量 * 完全 确定 了 自 旋 为 二 的 粒子 的 极 化 性 质 . 在 完全 极 化 


的 情形 下 ,这 个 矢量 的 一 个 分 量 ( 适 当选 择 z 轴 方 向 后 ) 等 于 了 , 另 两 个 分 量 等 于 
零 . 在 非 极 化 态 的 相反 情形 下 ,三 个 分 量 都 等 于 零 . 在 任意 部 分 极 化 和 任意 坐标 


系 的 一 般 情 形 下 ,我 们 有 不 等 式 0<p<1, 其 中 的 


p=2(12 #12 +82)7, 


,| 


称 为 电子 的 极 化 度 . 
自 旋 值 为 的 粒子 ,密度 矩阵 是 一 个 4s 秩 旋 量 p*”,,.. ,对 前 2s 个 指标 和 后 
2 个 指标 都 是 对 称 的 ,并 满足 下 列 条 件 : 
Pe 


eR 


(59.8) 


计算 这 个 密度 矩阵 的 独立 分 量 数 时 ,我 们 注意 到 指标 A,p…( 或 p,o,…) 的 
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各 组 可 能 值 中 ,实际 上 只 可 能 有 2s + 1 组 不 同 的 值 ,再 考虑 到 pw ,。. 诸 分 量 间 存 
在 着 (59.7) 式 的 关系 ,因此 不 同 分 量 数 等 于 (2s + 1)* -1 =4s(s+1). 这 些 分 量 
虽然 都 是 复 量 ,但 (59.8) 式 表明 并 不 因此 而 增加 部 分 极 化 粒子 态 的 独立 分 量 
数 , 它 仍 等 于 D4s(s +1). 为 比较 起 见 ,我 们 指出 ,粒子 的 完全 极 化 态 是 由 4s 个 
量 确定 的 (2s +1 个 波 函 数 的 复 分 量 yw* ,加 上 一 个 归 一 化 条 件 和 一 个 对 描述 状 
态 而 言 并 不 重要 的 公共 相 因 子 ). 

旋 量 P” -和 一 切 4s 秩 旋 量 一 样 , 等 同 于 一 组 4s,4s -2,…,0 秩 不 可 约 张 
量 .在 目前 情形 下 ,对 每 一 个 秩 数 讲 来 ,只 有 一 个 不 可 约 张 量 ,这 是 由 于 旋 量 
pw 的 对 称 性 ,每 次 缩 并 时 只 能 有 一 种 缩 并 方法 :从 A,w,… 中 ( 任 ) 选 一 个 指 
标 并 从 p,o,… 中 选 一 个 指标 相 缩 并 . 除 此 以 外 ,标量 (0 秩 张 量 ) 一 般 不 存在 , 它 
由 于 条 件 (59.7) 而 变 为 1. 
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量子 力学 中 对 时 间 变 号 所 具 的 对 称 性 ,反映 为 下 列 事实 ,如 果 yw 是 该 系统 
的 某 一 定 态 波 函 数 , 则 “时 间 反 演 " 后 的 波 函 数 ( 记 作 w') 可 以 描述 同一 能 量 的 
某 一 可 能 态 . 在 §18 末 曾 经 指出 ,w' 等 同 于 复 共 思 函 数 ". 这 一 简单 结论 ,是 对 
不 考虑 自 旋 的 粒子 波 函 数 而 言 的 . 当 有 自 旋 时 , 尚 需 作 进 一 步 的 修改 . 
我 们 把 自 旋 为 * 的 粒子 波 函 数 写成 道 变 旋 量 yw* (2s 秩 ) 形 式 . 但 当 变 成 复 
共 配 函数 峭 ““ 后 ,这 个 函数 却 按 协 变 旋 量 的 分 量变 换 . 因此 时 间 反 演变 换 相当 
于 把 波 函 数 y” 变 成 这 样 一 组 新 的 波 函数 , 它 的 协 变 分 量 按 下 式 确定 : 
We (60.1) 
给 定 了 一 组 指标 值 A ,uy,… 后 ,一 个 旋 量 的 协 变 分 量 和 逆 变 分 量 ,相当 于 不 
同 符号 的 角 动 量 投影 值 . 因此 用 函数 y,, 表示 时 ,时 间 反 演 相当 于 把 y,, 变 成 
兴 , -v*, 这 正 是 我 们 预料 的 结果 ,因为 时 间 变 号 时 要 改变 角 动 量 的 方向 . 由 (60. 1) 
式 给 出 的 精确 关系 为 
Wn (60.2) 
可 见 , 时 间 反 演 操 作 所 需 的 ,一 ,变换 意味 着 下 列 变 换 @@; 
Be 
重复 操作 一 次 后 ,得 
bop =1) 1) "(1)" = -1)". (60.3) 
可 见 只 有 当 自 旋 为 整数 时 ,两 次 时 间 反 演 使 波 函 数 回 到 原 值 :如 果 自 旋 为 半 整 


四 ”给 出 了 这 些 量 等 于 同时 给 出 了 矢量 * 诸 分 量 及 其 所 有 的 2,3,…,2s*, 次 乘客 和 乘积 的 诸 平均 值 , 
这 些 量 不 能 化 成 较 低 次 的 乘 军 ( 参考 $55 例题 3). 
加 ”注意 球 谐 函 数 的 复 共 罗 规 则 , 按 (28.9) 式 , 它 与 (60.3) 的 一 般 规 则 相 一 致 


560 时间 反 演 和 克拉 默 定理 “207. 





数 , 则 波 函 数 变 号 . 

现在 来 研究 任 一 多 粒子 系统 , 设 粒子 间 具 有 相互 作用 . 考虑 了 相对 论 性 的 相 
互 作 用 以 后 ,一 般 地 说 ,这 个 系统 的 轨道 角 动 量 和 自 旋 角 动量 不 再 分 别 守恒 . 只 
有 总 角 动 量 J 是 守恒 量 . 如 果 没 有 外 场 存在 ,该 系统 的 每 个 能 级 具有 217+1 重 简 
并 . 加 入 外 场 后 简 并 有 所 解除 . 产生 的 问题 是 能 否 把 简 并 完全 解除 ,使 该 系统 只 
有 非 简 并 能 级 . 这 个 问题 与 时 间 反 演 对 称 性 密切 相关 . 

在 经 典 电动 力学 中 ,如 果 时 间 变 号 时 电场 不 变 号 而 磁场 变 号 , 则 方程 具有 不 
变性 . 运动 的 这 一 基本 性 质 , 应 该 在 量子 力学 中 得 到 保持 . 因此 ,不 但 在 封闭 系 
统 中 ,而 且 在 任意 外 电场 中 ( 当 磁 场 不 存在 时 ) ,都 应 具有 时 间 反 演 对 称 性 . 


系统 波 函数 是 一 些 ， 秩 旋 量 y*”,n 两 倍 于 所 有 粒子 自 施 之 和 (n=25s, ) ; 


这 个 和 不 一 定 等 于 该 系统 的 总 自 旋 5. 

如 前 所 述 ,我 们 可 以 肯定 ,在 任意 电场 中 , 波 函 数 及 其 时 间 反 演 函数 必须 对 
应 于 具有 相同 能 量 的 态 . 如 果 这 个 能 级 是 非 简 并 的 ,这 两 个 态 必须 相同 , 即 其 波 
函数 只 能 相差 一 个 常 因子 [ 当然 ,两 者 都 必须 用 同型 的 ( 协 变 或 逆 变 的 ) 旋 量 表 
出 ]. 

令 Wi,.. = Cw ,或 用 (60.1) 式 写作 


wig (60.4) 
其 中 C 是 一 常数 . 上 式 两 边 都 取 复 共 思 ,得 
pe CY. 


把 式 左 的 指标 下 降 , 同 时 把 式 右 的 指标 上 升 . 这 相当 于 上 式 两 边 乘 以 g。, gp…， 
并 对 和 ,4，,… 等 指标 求 和 ;同时 在 式 右 应 用 下 列 公 式 : 
人 


结果 得 

p= (ly 
把 (60.4) 式 的 ww”*“ 代 入 上 式 ,我们 得 

We = 1) °C6° Ws 


此 式 应 该 恒 等 地 得 到 满足 , 即 必须 有 ( -1)"CC* =1. 但 由 于 1C1? 永 远 是 正 的 , 显 
然 , 只 有 是 偶数 时 ( 即 和 式 工 ,为 整数 时 ) 才 有 可 能 . n 为 奇数 时 ( 并 s 为 半 整 数 
时 ) 条 件 (60.4) 不 能 满足 . 2 

由 此 得 出 结论 ,只 有 对 粒子 自 旋 之 和 为 整数 值 的 一 个 系统 ,电场 才 有 可 能 完 
全 解除 简 并 . 对 于 自 旋 之 和 为 半 整 数 的 系统 ,在 任意 电场 中 所 有 的 能 级 都 必然 是 


四 参考 第 二 卷 《 场 论 》$ 17. 尚 可 参考 后 面 $ 111 之 末 - 
回 ” 当 和 式 5s, 是 整数 ( 半 整 数 ) 时 ,系统 总 自 旋 5 的 所 有 可 能 值 也 都 是 整数 ( 半 整 数 ) 
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双重 简 并 的 @, 两 个 复 共 罗 旋 量 对 应 于 具有 同一 能 量 的 两 个 不 同 态 @. 

再 作 一 点 数学 方面 的 注释 . 具有 实 常 数 C 的 (60.4) 式 ,在 数学 上 相当 于 旋 
量 的 诸 分 量 能 够 对 应 于 一 组 实 量 的 条 件 ,可 以 称 作 使 旋 量 为 “ 实 "的 条 件 @. 奇数 
的 n 不 能 满足 条 件 (60.4) ,意味 着 没有 一 个 实 量 能 够 对 应 于 一 个 奇数 秩 的 旋 
量 .反之 ,对 偶数 的 n, 条 件 (60.4) 可 以 满足 ,C 可 以 是 实数 . 特别 是 ,一 个 实 矢量 
可 以 对 应 于 一 个 二 秩 对 称 旋 量 ,只 要 C =1 时 (60.4) 得 到 满足 : 

y= 

[这 不 难 从 (57.8) 和 (57.9) 看 出 ].C =1 的 (60.4) 式 实际 上 是 任意 偶数 秩 的 对 
称 旋 量 成 为 “ 实 " 量 的 条 件 . 


人 ”如果 该 电场 具有 高 度 的 对 称 性 (立方 对 称 性 ) , 尚 有 可 能 存在 四 重 简 并 (参考 8 99 及 其 习题 ). 
® H.A.Kramers 1930. 
国 ” 从 字面 上 讲 , 把 旋 量 称 为 实 旋 量 的 是 没有 意义 的 ,因为 它 的 复 共 思 旋 量具 有 不 同 的 变换 规律 . 
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粒子 的 全 同性 





$61 同类 粒子 的 不 可 分 辨 性 原理 


经 典 力学 中 ,全 同 粒子 (譬如 说 一 组 电子 ) 尽管 其 物理 性 质 全 同 ,但 并 不 失 
去 它们 的 “个 别 性 ”. 我们 可 以 设想 这 些 粒子 已 在 某 一 时 刻 “ 编 号 ”, 随 后 跟踪 它 
们 在 各 自 轨道 上 的 运动 ;因而 这 些 粒子 可 以 在 任 一 时 刻 加 以 鉴别 . 

量子 力学 中 的 情况 则 完全 不 同 . 我 们 早已 多 次 指出 ,由 于 不 确定 性 原理 , 电 
子 的 轨道 概念 不 再 具有 任何 意义 . 如 在 某 一 时 刻 精确 地 知道 了 一 个 电子 的 位 置 ， 
即使 在 无 限 接近 的 随后 时 刻 , 它 的 坐标 不 再 具有 定 值 . 因此 ,在 某 一 时 刻 把 这 些 
电子 加 以 定位 和 编号 ,对 以 后 时 刻 的 鉴别 工作 毫 无 帮助 ;如 果 我 们 定位 了 其 中 一 
个 电子 , 则 在 另 一 时 刻 的 空间 某 点 ,我 们 无 法 说 出 这 些 电子 中 究竟 哪 一 个 电子 到 
达 了 该 点 . 

由 此 可 见 ,在 量子 力学 中 ,我 们 在 原则 上 不 可 能 对 一 组 同类 粒子 进行 个 别 追 
踪 从 而 鉴别 它们 . 我 们 可 以 这 样 说 ,量子 力学 中 的 全 同 粒子 完全 失去 了 它们 的 
“个 别 性 ”. 同类 粒子 在 物理 性 质 方面 的 全 同性 在 这 里 具有 十 分 深远 的 意义 ; 它 
导致 了 同类 粒子 的 完全 不 可 分 辨 性 . 

这 个 所 谓 同类 粒子 的 不 可 分 辨 性 原理 ,在 研究 同类 粒子 所 组 成 的 量子 力学 
系统 时 具有 根本 的 意义 .我 们 先 考虑 只 含 两 个 同类 粒子 的 系统 . 由 于 粒子 的 全 同 
性 ,这 两 个 粒子 相互 对 换 后 所 得 的 态 ,必须 在 物理 上 与 原 态 完全 相同 . 这 就 是 说 ， 
对 换 的 结果 ,该 系统 的 波 函 数 只 能 改变 一 个 不 重要 的 相 因子 . 令 少 ( 抽 ,所 ) 为 该 
系统 的 波 函 数 ,# 和 所 分 别 代表 每 个 粒子 的 三 个 坐标 和 一 个 自 旋 投 影 量 的 集合 . 
那么 我 们 必须 有 

VE ) =e YE 6), 
其 中 的 a 是 某 一 实 常 数 . 再 把 它 对 换 一 次 ,就 回 到 原 态 , 同 时 y 函数 被 乘 以 ex. 
因此 得 es =1, 或 e" = +1. 故 
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YE 6 ) = +y(é,,é). 

由 此 得 出 结论 , 波 函 数 只 有 两 种 可 能 性 :或 者 是 对 称 的 (粒子 对 换 后 保持 不 
变 ) ,或 者 是 反对 称 的 (对 换 后 变 一 符号 ). 十 分 明显 ,一 个 给 定 系统 的 所 有 各 态 
的 波 函数 必须 具有 相同 的 对 称 性 ;要 不 然 ,由 不 同 对 称 性 的 态 春 加 而 成 的 一 个 状 
态 波 函 数 ,将 会 既 不 对 称 又 不 反对 称 . 

这 个 结论 ,可 以 立刻 推广 到 任意 多 个 同类 粒子 所 组 成 的 系统 中 去 . 这 是 很 明 
显 的 ,由 于 粒子 的 全 同性 ,如 果 其 中 的 任意 一 对 粒子 具有 如 上 所 述 的 某 一 种 性 
质 , 辟 如 说 ,具有 对 称 的 波 函 数 , 则 对 这 类 粒子 中 的 任意 其 它 一 对 粒子 而 言 , 也 应 
具有 同样 的 对 称 性 . 因此 , 当 我 们 对 换 其 中 的 任意 一 对 粒子 后 ,同类 粒子 的 波 函 
数 或 者 保持 不 变 (因此 也 可 以 说 把 其 中 的 粒子 进行 任意 置换 后 ,该 波 函数 保持 
不 变 ) ,或 者 每 对 换 一 次 变 一 次 符号 . 前 一 种 情形 称 为 对 称 的 波 函 数 ,后 一 种 情 
形 称 为 反对 称 的 波 函 数 . 

粒子 的 性 质 是 由 对 称 的 还 是 由 反对 称 的 波 函 数 来 描写 ,这 取决 于 该 类 粒子 
的 本 质 ,由 反对 称 函 数 描述 的 粒子 称 为 遵循 费 米 - 狄 拉克 统计 的 粒子 (简称 费 
米子 ) ,由 对 称 函数 描述 的 粒子 称 为 遵循 玻 色 - 爱 因 斯 坦 统计 的 粒子 (简称 玻 色 
子 )9. 

根据 相对 论 量子 力学 的 规律 ,可 证 ( 见 第 四 卷 , 8 25) 粒子 所 遵循 的 统计 法 
则 和 其 自 旋 具 有 单 值 关系 : 自 旋 为 半 整 数 的 粒子 都 是 费 米子 , 自 旋 为 整数 的 粒子 
都 是 玻 色 子 . 

复合 粒子 的 统计 ,是 由 该 粒子 中 所 含 的 费 米 基 本 粒子 的 奇偶 数 确定 的 . 因为 
对 换 两 个 全 同 的 复合 粒子 相当 于 同时 对 换 几 对 全 同 的 基本 粒子 . 玻 色 粒子 的 对 
换 不 改变 波 函 数 , 费 米粒 子 的 对 换 改变 波 函 数 的 符号 . 因此 ,含有 奇数 个 费 米 基 
本 粒子 的 复合 粒子 遵循 费 米 统计 ,含有 偶数 个 费 米 基本 粒子 的 复合 粒子 遵循 玻 
色 统 计 . 这 个 结论 当然 和 上 段 所 述 的 一 般 规 则 是 一 致 的 ,因为 一 个 复合 粒子 的 自 
旋 是 整数 还 是 半 整 数 ,决定 于 它 的 组 成 中 自 旋 为 半 整 数 的 粒子 共有 偶数 个 还 是 
奇数 个 . 

例如 ,原子量 为 奇数 的 ( 即 中 子 和 质子 的 总 数 为 奇数 的 ) 原子 核 遵循 费 米 统 
计 , 而 原子 量 为 偶数 的 原子 核 遵循 玻 色 统计 . 对 原子 讲 来 ,除了 原子 核 外 还 有 电 
子 , 它 的 统计 显然 由 原子 量 和 原子 序数 之 和 的 奇偶 来 确定 . 

我 们 来 考虑 一 个 由 W 个 全 同 粒子 所 组 成 的 系统 . 粒子 间 的 相互 作用 可 以 略 


外 ”这 个 术语 ,原先 是 对 同类 粒子 所 组 成 的 理想 气体 所 应 遵循 哪 种 统计 法 则 而 言 的 ,其 中 的 粒子 具 
有 反对 称 的 或 对 称 的 波 函数 . 我 们 这 里 所 考虑 的 ,实际 上 不 仅 是 不 同 的 统计 规律 问题 ,而 且 主 要 是 不 同 的 
力学 规律 问题 . 费 米 统计 是 由 费 米 于 1926 年 针对 电子 提出 的 , 它 与 量子 力学 的 关系 则 由 狄 拉克 所 阅 明 
(1926). 玻 色 统计 是 由 防 色 针对 光量 子 提出 的 ,并 被 爱 因 斯 坦 (1924) 所 推广 . 
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去 不 计 . 令 加 ,加 ,为 每 个 粒子 可 能 单独 具有 的 各 种 定 态 波 函 数 . 给 出 了 各 个 
粒子 所 占 的 各 种 状态 数 以 后 ,该 系统 的 整个 状态 就 被 确定 . 产生 的 问题 是 怎样 用 
内 ,加 ，… 波 函数 构成 整个 系统 的 波 函 数 少 

令 piwps,… spy 为 个 单个 粒子 所 占 态 的 各 种 编号 (其 中 有 些 编号 可 能 相 
同 ). 对 于 一 个 玻 色 子 系统 , 波 函 数 ( ,6，,…éx) 是 由 下 列 乘积 对 不 同 下 标 p,， 
户 …- 加 以 所 有 可 能 的 置换 后 求 和 给 出 的 : 

Wo (EW (2), (én). (61.1) 

这 个 求 和 式 显然 具有 所 需 的 对 称 性 . 例如 ,对 两 个 处 于 不 同 态 的 粒子 (p, zps) 所 
组 成 的 系统 ,有 
过 此 
V( 和 ,各 ) = 万 
引入 15 是 为 了 归 一 化 ;所 有 的 办 ,ys ,函数 都 是 正 交 的 ,并 且 假 定 是 归 一 化 
的 . 


[Ws (EW (2) + (a), (各 (61.2) 


一 般 情形 下 ,对 于 粒子 数 N 为 任意 值 的 一 个 系统 , 归 一 化 波 函数 为 
NI Nl -i 
= (2 Ey, (6) wh, (61), (61.3) 
式 中 对 不 同 下 标 pi,p;,… ,ps 的 所 有 置换 求 和 ,和 N, 为 数值 都 等 于 i 的 下 标 个 数 
(有 N=N). 上 式 的 WP 对 二,&，…,6s 积 分 时 ,除了 每 项 的 模 量 平方 值 以 外 
所 有 的 交叉 项 都 等 于 零 D; 由 于 (61.3) 式 一 共有 NI /CNT NI NI1 …) 项 ,从 
而 得 到 (61. 3) 式 中 的 归 一 化 因子 
对 于 费 米子 系统 , 波 函数 少 是 乘积 (61. 1) 的 反对 称 组 合 . 对 双 粒 子 系统 有 


Wb) = (和 We (a) -GbE (61.4) 


mw 
对 个 粒子 的 一 般 情形 , 波 函 数 可 以 写成 一 个 行列 式 : 
Wo (Ei) p(B) hE 
1 WE) Ys (6) 2 (én) 
| 。 : (61.5) 
相生) Wb) (én) 
交换 两 个 粒子 相当 于 行列 式 中 两 列 对 换 ,使 上 式 变 号 . 
由 (61.5) 式 可 得 下 列 重要 结论 . 如 果 在 p,,p,,… 中 有 两 个 数值 相同 ,行列 
式 中 就 有 两 行 相同 ,这 个 行列 式 等 于 零 .只 有 当 p,,p,,… 之 值 全 部 不 同时 ,这 个 


外 在 $63~ $565 中 ,对 的 积分 暂时 理解 为 包括 对 坐标 的 积分 以 及 对 o 的 求 和 、 
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行列 式 才 不 等 于 零 . 由 此 可 见 , 由 遵循 费 米 统计 的 同类 粒子 所 组 成 的 系统 中 ,不 
可 能 有 两 个 (或 更 多 个 ) 粒 子 在 同一 时 刻 处 于 同一 态 . 这 就 是 泡 利 原理 (1925). 


$62 交换 作用 


不 考虑 粒子 自 旋 的 醉 定 词 方程 以 及 由 它 求 出 的 结果 并 不 是 毫 无 用 处 的 . 因 
为 粒子 之 间 的 电 作用 与 粒子 的 自 旋 无 关 @. 从 数学 上 讲 来 ,这 就 是 说 具有 电 作用 
的 多 粒子 系统 (没有 磁场 ) 的 哈密 顿 量 不 含 自 旋 算 符 ,把 它 作 用 在 波 函 数 上 不 影 
响 自 旋 变量 . 由 于 这 一 点 , 波 函 数 的 每 一 个 分 量 ,实际 上 都 能 满足 这 个 荚 定 户 方 
程 ; 换 名 话说 ,这 个 多 粒子 系统 的 波 函数 可 以 写成 下 列 乘积 形式 ; 

yb) =X 01s 03s) p(T sr ) 
其 中 的 p 函数 只 依赖 于 粒子 的 坐标 ,而 X 函数 只 依赖 于 粒子 的 自 旋 . 我 们 把 前 者 
称 为 坐标 波 函 数 或 轨道 波 函 数 ,把 后 者 称 为 自 旋 波 函数 . 薛 定 刘 方 程 实质 上 只 确 
定 坐标 函数 p, 留 下 一 个 未 定 的 X 函数 . 在 某 些 场合 , 当 我 们 不 需要 考虑 粒子 自 
旋 的 时 候 , 我 们 就 可 以 应 用 薛 定 雇 方 程 并 把 波 函 数 看 作 仅 是 坐标 的 函数 , 正 像 我 
们 迄今 为 止 所 做 的 那样 . 

但 应 指出 ,尽管 粒子 间 的 电 作用 与 自 旋 无 关 , 该 系统 的 能 量 却 与 总 自 旋 存 在 
着 一 定 的 特殊 关系 ,这 种 关系 最 终 讲 来 是 由 同类 粒子 的 不 可 分 辨 性 原理 产生 的 . 

我 们 来 考虑 一 个 只 含 两 个 全 同 粒子 的 系统 . 求解 苹 定 记 方 程 可 得 一 系列 能 
级 ,每 一 能 级 有 一 个 确定 的 坐标 波 函数 p(mi ,mm ) 与 之 对 应 ,这 些 波 函 数 必须 是 
对 称 的 或 反对 称 的 . 因为 ,粒子 的 全 同性 使 得 该 系统 的 哈密 顿 量 ( 从 而 还 有 它 的 
酵 定 证 方程 ) 对 粒子 的 对 换 保持 不 变 . 如 果 能 级 都 是 无 简 并 的 , 则 坐标 ,和 7, 对 
换 后 p(r,,r,) 函数 只 能 改变 一 个 常 因子 ;再 把 它 对 换 一 次 ,我 们 就 可 以 证 明 这 
个 常 因子 只 能 等 于 +1. 加 

先 设 粒子 的 自 旋 等 于 零 . 这 样 的 粒子 根本 不 存在 自 旋 因子 ,因而 波 函数 化 为 
一 个 坐标 函数 g(r ,r,) ,这 个 函数 必须 是 对 称 的 (由 于 自 旋 为 零 的 粒子 服从 玻 
色 统 计 ). 这 样 一 来 ,由 薛 定 雇 方 程 解 得 的 能 级 实际 上 不 能 全 部 存在 , 亦 即 其 中 
对 应 于 反对 称 函 数 p 的 能 级 对 这 个 系统 是 不 存在 的 . 

两 个 全 同 粒子 的 对 换 ,相当 于 坐标 系 (以 这 两 个 粒子 的 联 线 中 点 为 原点 ) 的 
反 演 变换 . 另 一 方面 , 反 演 的 结果 是 p 函数 多 出 一 个 ( -1)' 因 子 ,1 为 这 两 个 粒 
子 相对 运动 的 轨道 角 动 量 ( 见 $30). 这 一 考虑 和 上 段 所 得 的 结论 比较 ,我 们 可 
以 肯定 ,两 个 自 旋 为 零 的 同类 粒子 所 组 成 的 系统 只 能 具有 偶数 值 的 轨道 角 动量 . 


外 这 只 在 非 相 对 论 近 似 中 才 是 正确 的 . 考虑 了 相对 论 效应 后 ,带电 粒子 间 的 作用 与 自 旋 有 关 . 
回 有 简 并 时 ,我 们 可 以 把 属于 同一 能 级 的 那些 简 并 波 函数 适当 地 线性 组 全 起 来 ,使 得 这 个 条 件 仍 
被 满足 - 
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其 次 ,假定 该 系统 是 由 自 旋 为 也 的 两 个 粒子 ( 壁 如 说 电子 ) 组 成 的 . 那么 ,该 


系统 的 完整 波 函 数 [ 即 g(r,r,) 函数 和 自 旋 函 数 X( ri ,cs ) 的 乘积 ] 对 这 两 个 粒 
于 的 对 换 必 须 反对 称 . 如 果 坐 标 函 数 是 对 称 的 , 自 旋 函 数 就 必须 反对 称 ,或 则 反 
之 .我 们 把 自 旋 函 数 写成 旋 量 形式 , 它 是 一 个 两 秩 旋 量 yw ,其 中 的 每 个 指标 对 应 
于 一 个 粒子 的 自 旋 . 对 称 旋 量 (Xw =x* ) 对 应 于 这 两 个 粒子 自 旋 的 对 称 函 数 , 反 
对 称 旋 量 (ww = -MX ) 对 应 于 反对 称 函 数 . 但 是 我 们 知道 ,一个 二 秩 对 称 旋 量 描 
述 总 自 旋 为 1 的 系统 ,反对 称 旋 量 则 可 化 成 一 个 标量 , 它 所 对 应 的 总 自 施 等 
于 零 

由 此 可 得 下 列 结论 . 与 苹 定 启 方 程 的 对 称 解 p(7,,r, ) 相对 应 的 能 级 ,只 有 
该 系统 的 总 自 旋 等 于 零 的 时 候 , 亦 即 这 两 个 电子 的 自 旋 彼此 * 反 平行 "使 得 总 自 
旋 等 于 零 的 时 候 , 才 能 存在 . 另 一 方面 ,反对 称 函数 p(7,,r,) 所 对 应 的 那些 能 
级 ,要 求 总 自 旋 值 等 于 1, 也 就 是 这 两 个 电子 的 自 施 必须 咎 此 “平行 ”. 

换 句 话说 ,多 电子 系统 的 那些 能 量 允 许 值 依赖 于 该 系统 的 总 自 施 . 由 于 这 个 
原因 ,我 们 可 以 把 这 种 依赖 关系 说 成 是 粒子 间 的 一 种 特殊 作用 的 结果 . 这 种 作用 
称 为 “交换 作用 "”. 它 是 一 种 纯粹 的 量子 效应 ,过 滤 到 经 典 力学 极限 情形 时 就 (和 
自 旋 一 样 ) 全 部 消失 . 

下 列 情况 是 我 们 所 讨论 的 双 电子 系统 所 特有 的 . 每 一 个 能 级 对 应 于 一 个 确 
定 的 自 旋 值 ;0 或 1. 以 后 将 会 看 到 ( $ 63) , 自 旋 值 与 能 级 之 间 的 这 种 单 值 对 应 


关系 ,在 任意 数目 的 多 电子 系统 中 仍然 成 立 . 但 是 ， 自 旋 大 于 二 的 粒子 所 组 成 的 


系统 并 不 具有 这 样 的 性 质 . 
我 们 来 考虑 一 个 双 粒 子 系统 ,每 个 粒子 的 自 旋 为 s. 这 个 系统 的 自 旋 波 函数 
是 一 个 4s 秩 旋 量 : ; 


六 » 

其 中 的 一 半 (2s 个 ) 指标 对 应 于 一 个 粒子 的 自 旋 , 另 一 半 指 标 对 应 于 另 一 个 粒子 
的 自 旋 . 这 个 旋 量 对 每 一 组 指标 而 言 是 分 别 对 称 的 . 两 个 粒子 的 对 换 ,相当 于 把 
第 一 组 的 所 有 指标 A,u,… 和 第 二 组 的 所 有 指标 p,o,… 相 对 换 . 为 了 求 得 总 自 
旋 为 $ 的 自 旋 函数 ,上 述 旋 量 必须 缩 并 掉 2s - 5S 对 指标 (每 对 指标 中 含有 A， 
人 ,… 中 的 一 个 指标 和 pc,… 中 的 一 个 指标 ) ,并 且 对 其 余 的 指标 对 称 化 ,结果 得 
到 一 个 25 秩 对 称 旋 量 . 我 们 知道 , 旋 量 对 一 对 指标 的 缩 并 ,意味 着 对 这 些 指标 进 
行 反 对 称 组 合 . 因此 当 粒 子 对 换 以 后 , 自 旋 波 函 数 将 乘 以 ( -1)”. 

另 一 方面 , 当 粒 子 对 换 以 后 , 双 粒 子 系统 的 完整 波 函数 必须 乘 以 ( -1)*( 即 
5 为 整数 时 乘 以 +1,s 为 半 整 数 时 乘 以 -1). 根据 这 一 点 ,坐标 波 函数 的 对 换 对 
称 性 由 ( -1) 因子 所 给 出 , 它 只 和 S$ 有关 . 由 此 得 出 结论 ,由 两 个 全 同 粒子 所 组 
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成 的 一 个 系统 的 坐标 波 函 数 , 当 总 自 旋 为 偶数 时 是 对 称 的 ,奇数 时 是 反对 称 的 . 

回忆 前 述 粒 子 对 换 和 坐标 系 反 演 间 的 关系 ,我 们 还 可 以 肯定 , 当 系 统 的 自 旋 
5 为 偶 ( 奇 ) 数 时 ,该 系统 只 能 具有 偶 ( 奇 ) 数 的 轨道 角 动 量 . 

在 这 里 还 可 以 看 出 ,该 系统 的 能 量 允许 值 和 总 自 旋 之 间 也 存在 着 一 定 的 关 
系 , 但 是 这 种 关系 不 一 定 是 单 值 的 . 对 应 于 对 称 (反对 称 ) 坐标 波 函 数 的 各 种 能 
级 中 ,5 可 以 等 于 任 一 偶 ( 奇 ) 数 值 . 

现在 来 计算 一 下 ,该 系统 中 具有 偶数 或 奇数 5 值 的 不 同 状态 各 有 和 多少 个 . 5 
可 取 2s +1 个 不 同 值 :2s,2s -1,…,0. 任 一 给 定 的 5S, 又 有 25 +1 个 自 旋 : 分 量 值 
不 同 的 态 [因此 一 起 有 (2s +1)* 个 不 同 态 ]. 设 * 为 整数 , 则 在 2s + 1 个 不 同 的 5 
值 中 ,有 s+1 个 是 偶数 ,有 个 是 奇数 .具有 偶数 5 值 的 总 态 数 共计 为 

> (25+1)=(2s+1)(s+1); 


S=0T 2s 


剩 下 的 s(2s +1) 个 态 具 有 奇数 的 5 值 . 同 理 , 当 * 为 半 整 数 时 ,我 们 发 现 共有 
s(2s +1) 个 态 具 有 偶数 的 5 值 ,(s+1)(2s +1) 个 态 具 有 奇数 的 5 值 . 
习 题 
1. 把 电子 间 的 作用 看 作 微 扰 , 求 双 电 子 系统 的 能 级 的 交换 分 裂 ， 
解 : 设 粒子 分 别 (不 考虑 它们 间 的 相互 作用 ) 处 于 轨道 波 函 数 为 pl (r) 和 
2(T) 的 态 中 . 它们 的 对 称 乘积 和 反对 称 乘 积 ,分 别 对 应 于 系统 总 自 旋 3S =0 和 
S=1 的 情形 : 


9 = 方 Le (rn)wa(n) +pi(m)ea(ri)]. 


万 
粒子 相互 作用 算 符 U(r, -7 ) 在 这 两 种 态 中 的 平均 值 分 别 等 于 A+J, 其 中 的 


4= [vlcr) ler) Pandm， 


1= Up Cr) pr Cr) prs)p: (ri) dvidh,, 


(J 称 为 变换 积分 ). 由 此 可 见 , 除 了 不 具备 交换 性 质 的 附加 常数 4 以 外 ,能 级 位 
移 分 别 为 AE。=J,AE, = -J( 下 标 表 示 5 的 值 ). 这 些 数 值 可 以 看 作 下 列 自 旋 交 
换算 符 下 的 本 征 值 : 
六 = 一 六 J(1+48, 5) (1) 
(s1* 5 的 本 征 值 见 §55 题 2). 
例如 ,如 果 这 两 个 电子 属于 不 同 的 原子 , 则 原子 间距 尺 增 大 时 交换 积分 指 


全 狄 拉克 最 先 使 用 这 个 算 符 . 
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数 式 地 衰减 . 由 ] 的 被 积 函 数 的 结构 显然 可 以 看 出 ,这 个 积分 式 取决 于 pi (ri) 
和 gps(r;) 波 函数 的 “重合 程度 ” ;根据 离 散 谱 状态 波 函 数 的 渐 近 式 [ 见 (21.6) 
式 ] ,可 得 
T= = 二 Fin], 心 = 下 /inTET, 
,和 ,分 别 为 这 两 个 原子 中 的 电子 能 级 . 
2. 与 上 题 同 ,但 系统 为 三 个 电子 . 
解 :根据 题 1 中 的 (1) 式 ,三 电子 系统 的 “成 对 作用 "交换 算 符 可 写成 下 列 形 
式 : 
; he 
六 = -2 (+) (1) 
式 中 按 粒子 对 12,13,23 求 和 .8 .总算 符 对 自 旋 值 ,ai 不 同 的 态 而 言 的 给 阵 
元 可 用 (55.6) 式 确定 ,并 等 于 




















先 求 意 自 族 投 影 Ms= ol +as +gy 具 有 最 大 克 许 值 即 Ms = 了 时 的 能 量 ,也 


就 是 总 自 族 5= 了 时 的 能 重 ,由 算 符 (1) 的 对 衣 短 阵 元 算出 : 
AE = — (a+ J +Js). 
其 次 ,来 计算 M，= 方 的 态 . 这 个 MM, 值 可 以 用 三 种 不 同方 式 实现 , 即 ol ,Ora， 


4 中 的 一 个 可 以 分 别 等 于 一方 (其余 两 个 为 二 】. 因此 ,对 这 些 态 讲 来 ,我 们 得 
到 一 个 三 次 久 期 方程 . 如 果 注 意 到 这 个 方程 的 一 个 根 应 该 等 于 我 们 已 经 求 出 的 
S = 也 态 的 能 量 , 则 方程 的 求解 可 以 大 大 简化 ,这 个 久 期 方程 可 以 被 AE _ AE 


所 除 尽 : 根 据 这 一 点 ,我 们 可 以 不 必 算出 三 次 方程 中 的 常数 项 上 
从 久 期 方程 式 算得 
(AE) +(Ja+yJa+Ja)CAE) + 


外 对 粒子 数 较 多 的 系统 进行 类 似 的 计算 时 ,这 一 方法 特别 有 用 . 
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+ [7 (有 + 矶 + 遍 )]AE+…=0， 


此 式 除 以 AB+ Jia +Jn +Ja 后 , 即 可 求 得 = 二 态 的 两 个 能 级 : 


AE} = [(B+t +) -Tals -Jals -Tsls] . 


因此 一 起 有 三 个 能 级 ,与 8$63 题 | 中 算得 的 能 级 数 一 致 . 

3. Be 核 在 什么 状态 下 可 以 误 变 成 为 两 个 w 粒子 ? 

解 :由 于 a 粒子 不 存在 自 旋 , 两 个 a 粒子 所 组 成 的 系统 只 能 具有 偶 轨 道 角 
动量 ( 即 该 系统 的 总 角 动 量 ) , 它 的 状态 为 偶 态 . 因此 Be* 核 只 有 取 总 角 动 量 为 偶 
数 的 偶 态 时 ,上 述 衰变 才 有 可 能 实现 . 


$63 置换 对 称 性 


根据 只 含 两 个 粒子 的 系统 的 考虑 ,我 们 已 经 证 明定 态 的 坐标 波 函 数 p(7,， 
7 ) 必 须 是 对 称 的 或 反对 称 的 . 在 一 般 情 形 下 ,系统 由 任意 多 个 全 同 粒子 所 组 成 ， 
薛 定 谓 方 程 之 解 ( 坐标 波 函 数 ) 对 任意 两 个 粒子 的 对 换 而 言 不 一 定 对 称 或 反对 
称 ,不 像 完整 波 函 数 ( 它 包含 了 自 旋 因 子 ) 那样 必须 具有 对 称 或 反对 称 性 . 这 是 
因为 ,只 对 换 这 两 个 粒子 的 坐标 ,并 不 等 于 这 两 个 粒子 的 物理 对 换 . 粒子 的 物理 
全 同性 ,在 这 里 只 能 导出 哈密 顿 量 对 粒子 对 换 的 不 变性 ,因此 如 有 某 一 函数 为 薛 
定 调 方程 之 解 , 则 该 函数 中 的 各 种 变量 进行 任意 置换 后 ,所 得 的 各 种 函数 也 都 是 
该 方程 之 解 . 

我 们 先 对 一 般 的 对 换 问题 作 几 点 说 明 . 在 N 个 粒子 所 组 成 的 系统 中 ,一 共 
有 N! 种 不 同 的 置换 方式 .假想 所 有 的 粒子 都 编 上 了 号 码 ,每 一 种 置换 ,就 可 以 
用 1,2,… 等 号 码 的 一 个 固定 序列 表示 出 来 . 从 号 码 的 自然 序列 1,2,… 出 发 , 通 
过 粒子 对 的 一 系列 对 换 可 以 得 到 各 种 序列 . 按照 对 换 的 总 次 数 是 偶数 次 还 是 奇 
数 次 ,我 们 把 对 换 完毕 后 所 得 的 置换 分 别称 为 偶 置 换 或 奇 置换 . 令 已 为 W 个 粒 


子 的 置换 算 符 ,并 引进 5, 当 户 为 偶 置换 时 8, 等 于 1, 请 为 奇 置换 时 8。 = -1 如 
果 函 数 p 对 所 有 粒子 全 都 对 称 ,我 们 有 
Pp =w， 
如 果 p 对 所 有 粒子 全 反对 称 , 则 有 
Po =6,9. 
从 任 一 函数 p(7,,r,，,… ,rn) 出 发 ,通过 对 称 化 运算 可 以 给 出 一 个 对 称 函数 ， 
这 个 函数 可 写成 
9um = 常数 x > Pp， (63.1) 
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式 中 对 所 有 可 能 的 置换 求 和 . 通过 交替 (反对 称 化 ) 运 算 还 可 以 给 出 一 个 反对 称 
函数 ,这 个 函数 可 写成 
um = 常数 x 》 6,Pp. (63.2) 
5 
现在 回 过 来 研究 全 同 粒子 系统 的 波 函 数 p 所 具有 的 置换 性 质 @. 该 系统 的 


哈密 顿 量 对 所 有 的 粒子 对 称 , 这 一 事实 的 数学 含义 是 , 记 和 所 有 的 置换 算 符 巨 都 
对 易 . 但 是 这 些 置 换算 符 并 不 是 彼此 对 易 的 ,因而 它们 不 能 同时 对 角 化 . 这 就 表 
明 ,我 们 挑选 不 出 这 样 的 一 组 波 函数 p 来 ,使 得 每 一 个 函数 p 对 所 有 的 对 换 保 
持 对 称 或 反对 称 ®@: 

我 们 来 求 函 数 p( 7 ,r,,… ,rw) (或 一 组 这 样 的 函数 ) 对 NN 个 变量 的 置换 而 
言 所 能 具有 的 各 种 对 称 类 型 . 这 种 对 称 类 型 必须 是 “不 能 增添 "的 ,这 就 是 说 ,对 
这 些 函 数 进行 任意 的 对 称 化 运算 或 交替 运算 后 ,或 者 变 成 原来 那 组 函数 的 线性 
组 合 ,或 者 变 成 便 等 于 零 . 

我 们 已 知 有 两 种 运算 ,它们 所 给 出 的 函数 具有 最 大 可 能 的 对 称 性 :这 就 是 对 
所 有 变量 的 对 称 化 运算 ,以 及 对 所 有 变量 的 交替 运算 。 这 样 的 运算 可 作 如 下 的 
推广 . 

我 们 把 入 个 变量 7, ,r,,… ,ry( 或 者 换 一 个 说 法 也 是 一 样 ,把 NN 个 下 标 1,2， 
… ,入 ) 分 成 几 组 ,各 组 分 别 含有 Ni ,Na ,… 个 
元 素 ( 即 变量 ) ;NN + N+… = N. 这 一 分 害 
可 以 用 一 个 图 形 ( 称 为 杨 图 ) 表 示 . Ni ,Na ，… 
等 数 分 别 等 于 图 中 各 行 所 含 的 格 数 (例如 图 
21 中 ,分 别 表示 N=22 的 6+4+4+3+3+ 
1+1 分割 和 7+5+5+3+1+1 分割); 把 
1,2,3,… 等 数 分 别 填 人 每 格 中 (每 格 中 填 进 图 21 
一 个 数 ). 如 果 我 们 按 格子 数 的 递减 次 序 自 
上 而 下 把 各 行 排 好 (如 图 21 所 示 ) ,这 个 图 中 不 但 有 好 几 行 而 且 还 有 好 几 列 . 

现在 把 任 一 函数 p(m , 疡 ,…,rv) 分 别 对 每 行 中 所 填 的 那些 变量 对 称 化 . 经 
过 这 样 的 对 称 化 以 后 ,我 们 只 能 对 不 在 同一 行 中 的 变量 进行 交替 运算 ;对 同一 行 
中 的 一 对 变量 进行 交替 运算 后 显然 恒 等 于 零 . 

在 每 一 行 中 挑 出 一 个 变量 ,我 们 可 以 假定 这 些 变量 都 在 每 行 的 第 一 格 中 ,这 


四 ”从 数学 观点 看 来 ,这 个 问题 相当 于 寻求 N 个 元 素 的 置换 群 所 能 具有 的 各 种 不 可 约 表示 . 置换 群 
的 数学 理论 的 详细 叙述 ,可 参考 下 列 各 书 :H. 韦 耳 ( Weyl) ,The Theory of Groups and Quantum Mechanics， 
Methuen ,London 1931; M. Hamermesh ,Group Theory and its Application to Physical Problems, Pergam on, Lon- 
don，1962; I. G. Kaplan, Symmetry of Many - Electron Systems, Academic Press, New York, 1974. 


回 ”只 含 两 个 粒子 的 系统 除外 ,因为 它 只 有 一 个 交换 算 符 ,可 以 和 和 月 同时 对 角 化 . 
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样 假定 并 不 失 其 普遍 性 ( 对称 化 后 ,每 行 中 的 变量 次 序 是 无 所 谓 的 ) ;现在 对 这 
些 变量 施行 交替 运算 . 随后 把 第 一 列 删 去 , 留 下 的 “削减 "图 中 ,再 在 每 一 行 中 挑 
出 一 个 变量 ,然后 对 这 些 变 量 进 行 交替 运算 ;这 些 变量 又 可 以 看 作 处 于 “削减 
图 ”的 第 一 列 . 把 这 样 的 手续 继续 下 去 ,我们 最 后 得 到 一 个 函数 ,这 个 函数 起 先 
是 对 每 行 中 的 变量 对 称 化 的 ,随后 又 对 每 列 中 的 变量 进行 了 交替 运算 . 经 过 交替 
运算 后 ,一 般 讲 来 ,这 个 函数 对 每 行 中 的 变量 就 不 再 对 称 . 它 只 对 第 一 行 中 留 下 
的 未 经 交替 运算 的 那 一 部 分 变量 保持 着 对 称 性 ,这 部 分 变量 处 于 第 一 行 末 端 比 
别 行 突出 的 那些 方 格 中 . 

把 NN 个 变量 用 各 种 方式 分 配 到 一 个 杨 图 的 各 行 中 去 以 后 (每 行 各 格 中 的 分 
配方 式 是 无 所 谓 的 ) ,我 们 就 可 以 得 到 一 组 函数 , 当 NN 个 变量 以 任意 方式 置换 
时 了 ,这 组 函数 就 变 成 它们 的 线性 组 合 . 但 应 强调 指出 ,这 些 函 数 并 不 都 是 线性 
独立 的 ;独立 函数 的 个 数 往往 小 于 W 个 变量 分 配 于 该 图 各 行 中 所 能 具有 的 各 种 
分 配方 式 的 总 数 . 我 们 不 打算 详 述 这 一 点 到 . 

由 此 可 见 ,一 个 杨 图 确定 了 一 组 具有 一 定 的 置换 对 称 类 型 的 函数 . (对 
一 个 给 定 的 W 值 ) 画 出 所 有 可 能 的 杨 图 ,可 以 得 到 所 有 可 能 的 对 称 类 型 . 这 
相当 于 把 NN 分 割 成 几 部 分 之 和 且 每 部 分 之 值 小 于 或 等 于 NN 时 ,一 共有 多 少 
种 不 同 的 分 割 方 式 ; 例 如 N=4 时 ,可 能 的 分 割 方 式 有 4,3 +1,2 +2,2+1+ 
1,1+1+1+1. 

系统 的 每 一 个 能 级 和 一 个 杨 图 相对 应 ,该 图 确定 了 薛 定 刘 方 程 的 某 组 解答 
所 具有 的 置换 对 称 性 ;一 般 讲 来 ,每 一 个 能 级 有 若干 个 不 同 函 数 与 之 相对 应 ,这 


些 函数 在 变量 的 置换 下 彼此 线性 变换 . 这 种 “置换 简 并 "的 存在 ,是 由 于 每 个 忆 
算 符 和 哈密 顿 量 对 易 ,但 彼此 不 对 易 ( 见 $ 10 中 段 ). 但 是 必须 强调 指出 ,这 一 点 
并 不 表示 该 能 级 不 再 具有 其 它 的 物理 简 并 . 所 有 这 些 不 同 的 坐标 波 函 数 , 乘 上 自 
旋 函 数 以 后 ,组 合成 为 一 个 完整 波 函数 ,就 可 满足 对 称 或 反对 称 条 件 (由 粒子 的 
自 旋 决 定 ). 

在 各 种 类 型 的 置换 对 称 性 (对 给 定 的 而 言 ) 中 ,总 有 两 种 类 型 的 对 称 性 只 
能 分 别 对 应 于 一 个 函数 . 一 种 对 应 于 一 个 所 有 变量 的 对 称 函 数 , 另 一 种 则 对 应 于 
一 个 反对 称 函数 ;在 前 一 种 情形 下 , 杨 图 只 有 一 行 (此 行 用 格 ) ,第 二 种 情形 下 
杨 图 只 有 一 列 . 


四 也 可 以 按 相反 次 序 施 行 对 称 化 运算 和 交替 运算 ; 先 对 每 列 的 变量 进行 交替 运算 ,再 对 每 行 
的 变量 进行 对 称 化 运算 . 但 这 实际 上 不 会 得 到 新 结果 ,用 这 两 种 方法 求 得 的 两 套 函 数 , 只 差 一 个 线 
性 变换 . 

回 彼此 进行 线性 变换 的 一 组 独立 函数 构成 置换 群 的 一 个 不 可 约 表示 的 一 组 基 , 独 立 函数 的 个 数 就 


是 该 表示 的 维 数 . 对 自 施 记 的 粒子 ,这 个 数 的 推导 见 后 面 例题 1. 
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现在 来 考虑 自 旋 波 函数 Y( ci ,ca,…,aw). 它们 对 粒子 置换 所 具有 的 对 称 
类 型 同样 由 杨 图 给 出 ,图 中 的 变量 现在 是 粒子 自 旋 的 :分量 . 产生 的 问题 是 , 自 
旋 波 函数 的 杨 图 应 该 具有 怎样 的 形状 ,才能 与 坐标 函数 的 一 个 给 定 杨 图 相配 合 . 
先 设 粒 子 的 自 旋 具 有 整数 值 , 则 完整 波 函数 y 必须 对 所 有 的 粒子 对 称 . 由 于 这 
一 点 , 自 旋 函 数 和 坐标 函数 的 对 称 性 必须 由 同一 杨 图 给 出 ,从 而 完整 波 函 数 少 
可 以 表 成 这 两 种 函数 的 特定 的 双 线 性 组 合 ;在 这 里 我 们 不 打算 详 述 这 样 的 线性 
组 合 问题 . 

其 次 , 设 粒子 的 自 旋 为 半 整 数值 . 则 完整 波 函数 必须 对 所 有 的 粒子 反对 称 . 
根据 这 一 点 可 以 证 明 , 坐 标 函数 的 杨 图 和 自 旋 函 数 的 杨 图 必须 具有 对 偶 关系 , 亦 
即 两 者 可 以 通过 行列 对 调 而 相互 得 到 ( 例如 图 21 中 的 两 个 杨 图 ). 


让 我 们 对 自 族 为 寺 的 重要 情形 辟 如 对 电子 ) 进 行 较 详 细 的 考虑 . 每 一 个 自 


旋 变 量 oo, ,c:,… 现 在 只 取 + 二 两 个 值 由 于 一 个 函数 对 取 值 相同 的 两 个 任意 变 


量 反 对 称 化 后 等 于 零 , 故 函数 x 只 能 对 一 对 变量 施行 交替 运算 ;如 果 对 三 个 变量 
施行 交替 运算 ,其 中 必 有 两 个 变量 取 值 相同 , 故 其 结果 等 于 零 . 

由 此 可 知 ,对 一 个 多 电子 系统 讲 来 , 自 旋 函 数 的 杨 图 中 每 一 列 只 能 有 一 格 或 
两 格 ( 亦 即 此 图 只 能 有 一 行 或 两 行 ) ;对 坐标 函数 的 杨 图 而 言 ,只 能 有 一 列 或 两 
列 ,含有 个 电子 的 系统 中 ,置换 对 称 性 的 类 型 数 就 等 于 把 N 分 割 成 为 一 部 分 


或 两 部 分 之 和 的 可 能 分 市 方 式 数 . 当 N 为 偶数 时 ,这 个 数值 等 于 十 +1 (第 二 
部 分 分 别 为 0.1,… ,了 N ] , 当 为 奇数 时 它 等 于 证 (N+1) (第 二 部 分 分 别 为 


0 二 CN- 1) ): 例如 N=4 时 ,所 有 的 杨 图 (坐标 的 和 自 旋 的 ) 如 图 22 


所 示 . 
容易 证 明 , 每 一 种 对 称 类 型 ( 即 每 一 杨 

图 ) 对 应 于 多 电子 系统 的 一 个 确定 的 总 自 施 电 田 

3. 我 们 把 自 旋 函数 考虑 成 为 旋 量 形式 , 即 把 《 

它 看 做 是 一 个 N 秩 旋 量 x* ,这 个 旋 量 中 的 

各 个 指标 (每 一 个 指标 对 应 于 一 个 单 粒 子 的 xzCEID HD 田 

自 旋 ) 就 是 排列 在 杨 图 中 的 那些 变量 . 我 们 来 5 “中 

研究 一 个 杨 图 ,其 第 一 行 有 Ni 格 ,第 二 行 有 

Na 格 (N +N: =N, 及 Ni>N:). 前 面 的 N, 列 

中 ,每 列 只 有 两 格 ,这 个 旋 量 必须 对 每 一 列 中 的 一 对 指标 反对 称 . 但 是 对 第 

一 行 中 后 面 剩 下 的 n= N, - N, 格 而 言 ,还 必须 对 这 些 格子 中 的 变量 为 对 称 . 


图 22 
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我 们 知道 ,这 样 的 一 个 入 秩 旋 量 可 以 化 成 一 个 n 秩 对 称 旋 量 ,与 总 自 旋 5 = 
Dn 相对 应 . 至 于 坐标 函数 的 杨 图 ,我 们 可 以 这 样 说 ,如 果 该 图 中 只 含 一 个 


格子 的 行 数 共 有 n 行 ,这 个 图 就 对 应 于 总 自 旋 5S =n 当 NN 为 偶数 时 ,总 自 


施 可 取 0 到 3 的 各 种 整数 值 ,N 为 奇数 时 ,可 取 十 到 十 N 的 各 种 半 整 数值 ， 
这 正 是 应 有 的 结果 . 
需要 强调 的 是 , 杨 图 与 总 自 旅 之 间 的 这 种 一 一 对 应 关系 ,只 对 自 旋 为 二 的 粒 


子 所 组 成 的 系统 成 立 ;这 一 点 ,已 在 上 节 的 双 粒 子 系统 中 看 到 . 对 自 旋 为 的 入 
个 粒子 所 组 成 的 系统 , 自 旋 波 函 数 由 NN 个 2s 秩 对 称 旋 量 的 乘积 所 组 成 ,是 一 个 
2Ns 秩 的 旋 量 . 如 果 这 个 旋 量 按 N 格 的 一 个 特定 杨 图 进行 对 称 化 ,一 般 讲 来 ,可 
从 这 个 对 称 旋 量 的 独立 分 量 中 构造 出 几 套 线 性 组 合 ,每 套 对 应 于 系统 的 一 个 不 
同 总 自 旋 5. 


自 旅 寺 粒子 的 自 旋 函 数 的 杨 图 每 列 不 能 超过 两 格 , 同 理 , 自 旋 为 任意 值 * 的 


粒子 ,每 列 不 能 超过 2s + 1 格 . 

如 果 系 统 中 的 粒子 数 NN 为 2;+1 的 整 倍数 ,各 种 可 能 的 杨 图 中 含有 一 个 每 
列 为 2* +1 格 的 矩形 图 . 它 对 应 于 总 自 旋 的 一 个 定 值 , 即 S =0. 由 此 可 以 得 出 结 
论 ,如 果 两 个 ( 自 旋 ) 杨 图 能 够 拼 成 一 个 高 为 2 + 1 的 矩形 , 则 两 者 的 $ 值 相 
同 @. 这 是 角 动 量 相 加 法 则 的 一 个 简单 推论 ,该 法 则 便 是 两 个 角 动 量 只 有 绝对 值 
相同 时 才 有 可 能 相 加 后 得 零 . 

作为 本 节 的 结束 ,让 我 们 回 到 早 在 $20 末尾 附注 中 提 及 的 问题 ,对 一 个 全 
同 粒子 系统 讲 来 ,我 们 不 能 断言 最 低能 量 的 定 态 波 函数 一 定 无 节点 . 现在 我 们 可 
以 详 述 并 解释 其 原由 . 

如 果 波 函数 ( 指 坐标 函数 ) 无 节点 , 它 必 须 对 所 有 粒子 对 称 ; 要 是 它 对 粒子 
1,2 的 对 换 为 反对 称 ,在 r, =7; 处 将 等 于 零 . 可 是 ,如 果 该 系统 含有 3 个 或 3 个 以 
上 的 电子 ,就 不 可 能 有 全 对 称 的 坐标 波 函 数 (坐标 函数 的 杨 图 每 行 不 能 超过 两 
格 ). 由 此 可 见 , 尽 管 对 应 于 最 低 本 征 值 的 苹 定 证 方程 之 解 是 无 节点 的 (根据 变 


名 例如 下 列 两 图 (对 于 s=1) 中 ， 





实 线 图 和 虚线 图 是 两 个 互补 杨 围 . 
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分 法 定理 ) ,这 个 解 在 物理 上 可 能 不 允许 ;因而 薛 定 雇 方程 的 最 小 本 征 值 不 再 对 
应 于 系统 的 基态 ,而 基态 波 函数 一 般 讲 来 将 是 有 节点 的 . 对 于 自 旋 为 半 整 数 * 的 
粒子 ,这 种 情况 出 现 于 粒子 数 超过 2s + 1 的 系统 中 ,对 玻 色 子 系统 ,全 对 称 坐 标 
波 函数 总 是 可 以 存在 的 . 


习 题 


1 一 个 系统 由 N 个 自 族 为 二 的 粒子 所 组 成 , 求 具有 不 同 总 自 旋 值 $ 的 能 级 
总 数 ， 

解 :给 定 了 该 系统 的 一 个 总 自 旋 投 影 值 Ms = 卫 g 以 后 ,可 以 及 (HM、) 种 不 
同方 式 给 出 以 上 的 MM, 值 : 


“人 


CMS) 等 于 人 个 事物 中 一 次 取出 全 + 个 事物 的 组 合 数 ,因为 我 们 可 令 人 + 


个 粒子 的 = 上 ,其 余 粒 子 的 = -二 每 一 能 级 具有 一 个 给 定 的 S 值 ,其 中 共 


有 25+1 个 不 同 的 态 , 这 些 态 的 自 旋 投 影 值 分 别 为 Ms =S,S-1,…，-3. 因 此 容 
易 证 明 :具有 给 定 5 值 的 不 同 能 级 数 为 


N! (2S+1) 


MY a (Ps)! 


不 同 能 级 的 总 数 为 ( 当 NN 为 偶数 时 ) 


N! 
A 
2! 


n= 5 a(s) =/(0) = 





当 人 为 奇数 时 , 则 有 
N! 
N+l1 N-1l), 
(Co hh 
2. 系统 由 自 旋 为 1 的 粒子 所 组 成 , 求 各 种 对 称 类 型 的 自 旋 函数 所 具有 的 总 


自 旋 值 S, 设 该 系统 的 粒子 数 为 2,3 ,4. 
解 :对 双 粒 子 系统 ,这 个 对 应 关系 由 下 列 事实 所 确立 :粒子 对 换 后 , 自 旋 波 函 


人) 
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数 应 乘 以 ( -1)”( 见 §62 末 ). 对 于 s=1 的 粒子 ,由 此 得 


名 图 | 
3S-02 (1) 
S=1 
GQ @b) 


对 于 三 粒子 系统 的 各 个 杨 图 ,可 从 (1) 出 发 以 各 种 可 能 的 方式 添加 一 格 后 
获得 ,结果 可 写成 下 列 符号 式 : 


(a) (b) 
SENSE EE 
1,1,2,3 
x 口 - 印 © 
日， 日 
0,1,2 


5 值 见 每 图 下 面 , 三 粒子 系统 (右边 的 图 ) 的 总 自 旋 值 来 自 双 粒子 系统 和 单 粒子 
系统 (左边 的 图 ) 自 旋 的 角 动 量 相 加 法 则 四 . 式 右 各 图 的 5 值 的 分 配 可 以 这 样 来 
建立 , 先 注意 到 上 图 第 二 式 图 (c) (一 列 三 格 ) 对 应 于 S=0, 故 图 (b) 的 值 为 剩 下 
的 1 和 2, 第 一 式 中 扣 掉 (b) 后 , 知 (a) 的 S 值 为 1 和 3: 


| 印 日 (2) 
S-0 


$=1,2 


(a) 中 (9 


四 粒子 系统 的 杨 图 可 在 (2) 基 础 上 添加 一 格 得 到 ,但 不 能 出 现 超过 三 格 的 
列 : 


外 图 的 右边 下 面 有 两 个 1, 这 是 由 于 第 一 个 1 来 自 角 动 量 0 和 1 的 相 加 ,第 二 个 1 来 自 角 动量 2 和 
1 的 相 加 . 
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0,1,2,2,3,4 
口 (b) © () 
转 x = HD 四 田 : 
1,2 1 \ 上 
0,1,1,2,2,3 
(人 


上 


1 


这 里 图 (c) 可 和 (1) 中 的 (a) 并 成 三 格 高 的 矩形 , 故 其 5 值 也 是 0 和 2. 图 
(b) 的 S 值 可 从 上 面 第 二 式 剩 下 的 数 得 到 ,图 (a) 则 可 从 第 一 式 剩 下 的 5 值得 


$64 二 次 量子 化 * 玻 色 统 计 情形 


在 大 量 全 同 粒 子 所 组 成 的 系统 的 理论 中 ,有 一 种 广泛 使 用 的 方法 , 称 为 二 次 
量子 化 方法 ,这 个 方法 在 相对 论 理论 中 尤为 需要 ,在 那里 述 及 的 是 粒子 数 可 变 的 
系统 @. 

令 内 (6) ,加 (二 ) ,… 为 一 组 完备 的 正 交 归 一 化 的 单 粒子 定 态 波 函 数 @, 它 们 
可 以 是 一 组 处 于 任意 确定 外 场 中 的 粒子 态 ,但 通常 简单 地 取 作 一 组 平面 波 ,也 就 
是 一 组 具有 确定 动量 值 (以 及 自 旋 投 影 值 ) 的 自由 粒子 波 函数 . 为 了 使 它 成 为 离 
散 态 ,我 们 考虑 粒子 运动 于 一 个 很 大 的 但 是 有 限 的 区 域内 , 它 的 动量 分 量 的 本 征 
值 旦 离散 谱 , 相 邻 本 征 值 的 间距 便 和 该 区 的 线 度 成 反比 ,并 随 线 度 的 增 大 而 趋 
于 零 . 

在 一 个 自由 粒子 系统 中 ,每 个 粒子 的 动量 分 别 守恒 ,因此 态 的 占有 数 亦 即 处 


四 二 次 量子 化 方法 对 辐射 理论 中 的 光子 而 言 ,是 由 P. A. M. 狄 拉克 (1927 ) 所 发 展 的 . 随后 维 格 纳 
(EE. Wigner) 和 约 当 (P. Jordan) 把 它 推广 到 费 米粒 子 情形 (1928). 
加 和 8§61 一 样 ,6 代表 粒子 坐标 及 其 自 旋 投影 值 , 对 所 积分 意味 着 对 坐标 积分 以 及 对 o 求 和 . 
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于 名, 加,… 各 态 中 的 粒子 数 Ni ,N:,… 也 是 守恒 的 . 在 一 个 相互 作用 的 粒子 系 
统 中 ,每 个 粒子 的 动量 并 不 守恒 ,因此 占有 数 也 不 守恒 . 对 于 这 样 的 系统 ,我 们 能 
考 卡 的 只 是 占有 数 具 有 各 种 数值 的 概率 分 布 . 我 们 来 寻求 一 种 数学 表述 ,其 中 以 
占有 数 (不 是 以 粒子 的 坐标 和 自 旋 投影 值 ) 作 为 独立 变量 . 

在 这 种 表述 中 ,用 狄 拉 克 符号 ( 见 $ 11 ) 比较 方便 ,用 NN, ,N:,… 来 确定 量子 
粒子 的 状态 . 与 波 函 数 (61.3) 和 (61. 5) 相对 应 的 状态 用 1N, ,Na ,…》 表 示 . 而 坐 
标 变量 和 自 旋 变量 已 不 再 明显 出 现 . 

与 这 种 独立 变量 的 选择 相对 应 ,各 种 物理 量 (包括 系统 的 哈密 顿 量 ) 的 算 符 
也 应 该 改写 成 作用 到 占有 数 函 数 之 上 的 形式 . 这 样 的 表述 ,可 以 在 算 符 的 通常 矩 
阵 表示 基础 上 得 到 . 该 算 符 的 矩阵 元 必须 与 无 相互 作用 粒子 系统 的 定 态 波 函数 
联系 起 来 考虑 . 因为 这 样 的 态 能 用 确定 的 占有 数 描述 ,能够 显示 出 算 符 作用 在 占 
有 数 变量 上 的 性 质 . 

我 们 先 来 考虑 遵循 玻 色 统计 的 多 粒子 系统 . 设 f'" 是 粒子 a 的 某 个 物理 量 
算 符 , 它 只 作用 在 所 的 函数 上 . 我 们 引入 下 列 算 符 : 


br = Tf, (64.1) 


它 对 所 有 的 粒子 对 称 ( 芝 是 对 所 有 的 粒子 求 和 ) ,现在 来 求 这 个 算 符 对 
(61.3) 式 波 函 数 而 言 的 矩阵 元 . 首先 ,我 们 容易 证 明 ,只 有 N, ,N: ,… 等 值 保持 不 
变 的 跃迁 矩阵 元 (对 角 和 矩阵 元 ) ,以 及 其 中 的 一 个 数值 增加 1 另 一 个 数值 减少 1 
的 那些 路 迁 失 阵 元 才 不 等 于 零 . 因为 每 一 个 大 " 算 符 只 作用 在 加 (名 )y,, (6) 
(én) 乘积 中 的 一 个 函数 上 ,所 以 不 等 于 零 的 跃迁 矩阵 元 中 ,只 能 有 一 个 单 粒 
子 态 发 生 改 变 ; 这 就 意味 着 某 一 态 中 的 粒子 数 减少 了 一 个 ,而 在 另 一 态 中 的 粒子 
数 相应 地 增加 了 一 个 . 这 类 矩阵 元 的 计算 实际 上 很 简单 ; 读 一 遍 不 如 自己 算 一 
遍 . 因此 我 们 只 给 出 计算 结果 . 非 对 角 和 矩阵 元 为 

(NsNi-1|F® IN -IN ) =f VCNND (64.2) 
为 简便 计 , 我 们 只 写 出 该 矩阵 元 的 非 对 角 下 标 , 略 去 了 其 余 的 下 标 . 式 中 的 用) 
为 下 列 矩阵 元 : 





f= [yr (Of Vlé) a (64.3) 
要 注意 的 是 算 符 f'n" (a =1,2,…) 具 有 完全 相同 的 形式 ,只 是 作用 在 不 同名 称 的 
变量 上 而 已 ,所 以 积分 及 和 a 无 关 . FR" 的 对 角 和 矩阵 元 即 Fo 在 Www, 态 中 的 


平均 值 ,我 们 用 F" 表示 . 计算 后 给 出 
Rs 鸡 交 (64.4) 
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现在 引入 算 符 &, 它 在 二 次 量子 化 方法 中 起 着 首要 的 作用 ;这 个 算 符 不 是 作 
用 在 坐标 函数 上 ,而 是 作用 在 N, ,N: ,… 等 变量 上 ,其 定义 如 下 . 算 符 4, 作 用 在 函 
数 1N,,N,,…) 上 后 ,变量 N; 的 数值 减少 1 ,同时 使 这 个 波 函数 乘 以 VN,: 
GN Ne = VN IN, ,Nyse N, 1 (64.5) 
我 们 可 以 说 忆 算 符 使 第 个 态 的 粒子 数 减少 一 个 ;因此 称 为 粒子 的 淹没 算 符 . 可 
用 矩阵 形式 表示 ,其 不 等 于 零 的 矩阵 元 为 


(Ni -llalw)》 = VR (64.6) 
根据 定义 [ 见 (11.9) 式 ] ,@; 的 厄 米 共 斩 算 符 人 的 非 零 矩 阵 元 只 有 
(INV-LI)=(N-llalN)》 = VN. (64.7) 


这 就 表明 ,人 67” 算 符 作用 在 1N, ,N,,…) 函 数 上 时 ,使 ,的 数值 增加 1: 
IN Nas Nes) = VN +TIN, ,N,N, +1,.). (64.8) 
换 旬 话说 ,6 算 符 使 第 i 个 态 的 粒子 数 增加 一 个 ,因此 它 称 为 粒子 的 产生 算 符 . 
算 符 乘 积 4 & 作 用 在 波 函 数 上 ,所 有 的 N,N,,… 变 量 显然 都 不 变 , 而 使 该 
函数 乘 一 常数 ,这 是 因为 6. 算 符 使 N, 减 少 1 但 好 算 符 又 使 Ni 回 至 原 值 . (64.6) 
和 (64.7) 式 的 两 个 矩阵 直接 相 乘 后 ,可 证 4 2 的 矩阵 确 是 一 个 对 角 和 矩阵 ,并 且 
对 角 和 矩阵 元 等 于 NN. 我 们 可 写作 


BW (64.9) 
同 法 可 证 
dA? =Ni+1. (64.10) 
以 上 两 式 相 减 ,得 算 符 4, 和 a 的 对 易 关 系 : 
Gd -t=1. (64.11) 
i 和 上 不同 的 两 算 符 作用 在 不 同 的 变量 (NN, 和 N,) 上 ,是 对 易 的 : 
db -dd =0, dd -ta =0 (i 有 A). (64.12) 
根据 算 符 ,Gi 的 上 述 性 质 , 易 证 下 列 算 符 
Ws Ed EA (64.13) 


与 (64. 1) 式 的 算 符 相同 . 因为 按 (64. 6), (64. 7) 算出 的 所 有 和 矩阵 元 等 于 
(64.2),(64.4) 中 的 矩阵 元 . 这 是 一 个 非常 重要 的 结果 . (64. 13 ) 式 中 的 ,内 不 
过 是 一 些 数值 . 因此 ,我 们 可 以 把 作用 于 坐标 函数 上 的 一 个 普通 算 符 表 为 作用 于 
新 变量 占有 数 ,函数 上 的 算 符 . 
以 上 所 得 的 结果 ,很 容易 推广 到 其 它 形式 的 算 符 上 . 令 
Ree Wt (64.14) 








其 中 的 /2 为 同时 属于 两 个 粒子 的 一 个 物理 量 算 符 ,因而 作用 在 总 及 总 的 函数 
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上 . 同样 的 计算 表明 ,这 个 算 符 可 以 通过 全, 人" 算 符 表 为 
FP = (i [f° lm) a Ar él,, (64.15) 
其 中 
Ck1f° lim) = [yi Cw CE) WE ) Ws) dd 
这 几 个 公式 显然 可 以 推广 到 对 所 有 粒子 对 称 的 其 它 任意 形式 的 算 符 上 (例如 
A = 5f 训 这 些 形式 ,等 等 ). 
通过 这 些 公式 ,可 用 算 符 全 和 全 表达 出 具有 个 相互 作用 全 同 粒 子 的 物理 
系统 的 哈密 顿 量 . 这 种 系统 的 哈密 顿 量 对 所 有 的 粒子 当然 是 对 称 的 . 在 非 相对 论 
近似 下 ,可 表 成 下 列 一 般 形式 : 
下 = 了 (rr 
和 气 
+ UY (rorsr) + (64.16) 


其 中 的 记 " 为 哈密 顿 量 中 只 依赖 于 第 a 个 粒子 坐标 的 算 符 : 
HY = (RP/2m) Vi + U(r,), (64.17) 
其 中 的 U(r,) 为 一 个 单 粒 子 在 外 场 中 的 势能 . (64. 16) 式 中 的 其 余部 分 为 粒子 
间 的 相互 作用 能 量 ; 把 它 分 成 与 两 个 \ 三 个 等 粒子 的 坐标 有 关 的 项 . 
哈密 顿 量 的 上 述 表 式 使 我 们 可 以 直接 应 用 (64. 13 ) ,(64. 15 ) 以 及 类 似 的 式 
子 .得 
Be Ba + 二 CUD mar 全 《64.18) 


旋 。 


ee 
对 无 相互 作用 的 多 粒子 系统 讲 来 ， (64. 18 ) 式 中 只 留 下 第 一 项 : 
1 Ha a,. (64.19) 

如 取消 为 单 粒 子 哈密 顿 量 床 " 的 本 征 函数 , 则 矩阵 #4 是 一 个 对 角 和 矩阵 ,对 角 元 
等 于 该 粒子 诸 能 量 本 征 值 s,. 故 

户 = EGG 
人 6G 算 符 用 (64.9) 式 的 本 征 值 代入 ,可 得 系统 能 级 表 式 

E= > slN,, 
这 是 可 以 预料 的 明显 结果 . 


国 不 存在 磁场 时 . 
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引入 下 列 少 算 符 , 可 使 我 们 所 作 的 表述 更 为 精练 9 
bE) = 5 Ee, (= 对 办 (6 人 7， (64.20) 
其 中 的 变量 # 可 以 看 作 参 量 . 根据 以 上 所 述 的 算 符 @,G* ,可 知 算 符 少 使 该 系统 
的 粒子 总 数 减 少 一 个 , 算 符 少 * 则 使 它 增加 一 个 . 
容易 证 明 算 符 少 "名 ) 在 名 点 处 产生 一 个 粒子 . 因为 算 符 ;的 作用 结果 ,是 


产生 一 个 处 于 内 (全 态 中 的 粒子 . 根据 这 一 点 , 算 符 少 * (名 ) 的 作用 结果 ,是 产生 
一 个 状态 波 函 数 @ 为 了 yi (&)y( 纪 ) =8( 一 纪 ) 的 粒子 [根据 公式 (5. 12) ] ,这 
个 粒子 具有 确定 的 坐标 值 (和 确定 的 自 旋 值 ). 


算 符 少 的 对 易 关系 可 根据 @ ,人 的 关系 立刻 求 得 ， 
EE) -YE) YE) =0, (64.21) 
PEW (FE) -DE VE) = 5 ple (8') =6(€-€"). (64.22) 
二 次 量子 化 算 符 有 "可 用 算 符 y 表 成 
FY? = (Po 由 (64.23) 
其 中 的 算 符 f'" 应 该 理解 为 作用 在 少 (#) 中 含有 参量 的 函数 上 . 这 是 因为 如 把 


(64.20) 的 少 和 小 ' 代 入 上 式 并 用 定义 (64.3) ,我 们 又 回 到 (64. 13) 式 . 同样 ， 
(64. 15 ) 式 变 成 


B93 ob ede ded. (64.24) 
特别 是 ,系统 的 哈密 顿 量 可 用 算 符 少 表 成 
a pe ~ ~ ~ 
HF = | { -a vB + UV RE) e+ 


+ EG CO UT EE VE) GE) ede’ +. (64.25) 


仿效 粒子 处 于 态 的 概率 密度 式 yy, 由 算 符 沙 组 成 的 沙 * (&) 疼 () 算 符 ， 
称 为 粒子 密度 算 符 . 下 列 积分 


外 注意 (64.20) 与 下 式 的 相似 性 : 
y= Eapi, 
这 是 任意 波 函数 展 为 完备 函数 组 . 现在 又 被 量子 化 了 一 次 ,术语 二 次 量子 化 方法 一 词 即 源 出 于 此 . 
回 5(65- 扣 ) 是 下 列 乘积 的 简写 
(4 -x0)8( 7 -加 )5(z-zo)5ooo- 


“228 第 九 章 粒子 的 全 同性 





六 = [wae (64.26) 
在 二 次 量子 化 表述 中 代表 系统 的 粒子 总 数 算 符 . 这 是 因为 ,把 (64. 20) 式 的 算 符 
少 代 入 ,并 应 用 波 函 数 的 正 交 归 一 化 性 质 , 可 得 

N= Td. 
式 中 的 每 一 项 代表 第 i 个 态 中 的 粒子 数 算 符 ; 根 据 (64.9) 式 ,其 本 征 值 等 于 占有 
数 N,, 对 所 有 的 N 求 和 后 ,就 是 系统 中 的 粒子 总 数 @. 

最 后 ,如 果 系 统 是 由 几 类 不 同 的 玻 色 子 组 成 的 ,二 次 量子 化 方法 中 必须 对 每 

类 粒子 定义 出 6 和 6* 算 符 . 属于 不 同类 别 的 粒子 算 符 显然 是 对 易 的 . 
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对 服从 费 米 统计 的 全 同 粒子 所 组 成 的 多 粒子 系统 而 言 ,二 次 量子 化 方法 的 
基本 理论 全 部 保持 不 变 ,但 是 如 算 符 以 及 物理 量 的 矩阵 元 公式 自然 有 所 不 同 . 

Yww- 波 函数 现在 星 (61. 5) 形 式 . 由 于 这 个 函数 的 反对 称 性 ,首先 就 产生 了 
正 负 号 问题 . 这 个 问题 在 玻 色 统计 情形 是 没有 的 ,因为 上 节 的 波 函 数 是 对 称 波 函 
数 , 它 的 符号 一 旦 选 定 后 ,对 粒子 的 所 有 置换 均 保持 不 变 . 为 了 确定 (61. 5 ) 式 函 
数 的 符号 起 见 ,我 们 规定 以 下 的 选择 方法 . 我 们 把 所 有 的 y, 态 编 好 号 码 . 然后 令 
(61. 5) 行 列 式 中 的 各 行 按 以 下 次 序 排列 

Pi<P<p<…<pn， (65.1) 

这 个 行列 式 中 的 各 列 依 次 为 ,&，，… ,és 等 不 同 变量 的 函数 . pi ,p,,… ,pw 中 不 能 
有 两 个 数值 相同 ,不然 ,该 行列 式 将 等 于 零 . 换 句 话说 ,占有 数 N, 的 取 值 只 能 是 
零 或 1. 

我 们 再 来 考虑 (64. 1) 形 式 的 算 符 请 " = 》 疡 ". 和 $64 中 的 情形 一 样 ,只 


有 保持 所 有 占有 数 不 变 的 那些 路 迁 和 矩阵 元 ,以 及 使 一 个 占有 数 (NN,) 减 少 一 (从 1 
变 到 零 ) 另 一 个 占有 数 (N, ) 增加 一 (从 零 变 到 1) 的 那些 跃迁 矩阵 元 才 不 等 于 
零 .i< 上 时 ,容易 求 得 

COE™ [Oy sf (1 (65.2) 
其 中 0i,1; 代 表 NN, =0,N, =1. 令 符号 卫 (%,1) 代 表 第 k 个 态 到 第 1 个 态 的 所 有 占 
有 数 之 和 @: 


四 ”对 一 个 具有 给 定 粒 子 数 的 系统 讲 来 ,这 个 论述 是 自明 的 ,这 是 自由 粒子 系统 哈密 顿 量 (64. 19) 式 
的 一 种 性 质 ,但 推广 到 相对 论 理论 中 时 ,会 产生 新 的 不 再 自明 的 结果 (参考 第 四 卷 , $ 11). 
国 计 > 时 ,(65.2) 式 的 等 次 为 (kt+1,i- 1), 但 当 i= 上 +1 时 ,这 个 和 式 应 令 它 等 于 零 . 
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至 于 对 角 和 矩阵 元 , 求 得 的 结果 就 是 以 前 的 (64.4) 式 : 


Ee 二 (65.3) 
为 了 把 算 符 有 表 成 (64. 13) 形 式 , 算 符 必须 按 下 列 矩 阵 元 来 定义 : 
Ko hae [ly tL ok GA (65.4) 


以 上 两 个 矩阵 相 乘 , 当 丰 >i 时 可 得 
了 改天 隐 S10 lot |0,,00 (O30 lagldrslay = 
=( -Dt 1) EE, 
或 (lb ar lO t= (65.5) 
如 果 = 上 ,人 6 矩阵 为 对 角 矩 阵 , 它 的 矩阵 元 当 NN, = 1 时 等 于 1, 当 NN, =0 时 等 于 
零 ;因此 ,可 写成 
,=N,. (65.6) 
将 以 上 两 式 代 入 (64. 13) 式 ,确实 得 出 (65.2),(65.3) 式 . 
将 ,6 按 相反 次 序 相 乘 , 便 得 
(1i,04 | arar |0;,15) = (1,,04 a lli,1.) (1;,1, |ar |0;,1,) = 
=( teh 
或 
100 |orar 1051 = =( =1) 3 (65.7) 
与 (65.7) 和 (65.5) 比 较 ,可 知 两 式 右边 符号 相反 , 即 


dd +d =0,， izk. 


对 于 对 角 和 矩阵 26” ,我 们 求 得 
a =1-Ni， (65.8) 
此 式 与 (65.6) 式 相 加 ,得 
dar + 人 ri=1 
以 上 两 式 可 合并 写成 
et + ,=64. (65.9) 
经 过 同样 的 计算 ,可 证 6.6, 乘 积 满足 下 列 关系 式 : 
dl +dd, =0 (65.10) 


(特别 有 6.6; =0). 

由 此 可 见 , 关 让 时 ,人 和 如 (或 公 ) 算 符 反对 易 , 而 在 玻 色 统计 情形 ,这 两 个 
算 符 彼此 对 易 . 这 种 差别 是 十 分 自然 的 . 在 玻 色 统计 情形 下 , 算 符 a 和 6 是 完全 
独立 的 ;每 一 个 算 符 6 只 作用 在 一 个 单独 的 变量 N, 上 ,作用 的 结果 并 不 依赖 于 
其 它 占有 数 的 数值 . 但 在 费 米 统计 情形 下 ,根据 (65. 4) 式 的 定义 , 算 符 作用 的 
结果 不 但 与 N, 本 身 有 关 , 并 且 和 该 态 之 前 的 所 有 占有 数 有 关 . 因此 ,各 个 算 符 
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全 ,6 的 作用 不 能 认为 是 彼此 独立 的 . 
算 符 6 和 你 的 性 质 如 此 定义 以 后 , 留 下 的 (64. 13) 到 (64. 18) 的 所 有 其 它 


公式 全 部 保持 不 变 . 用 (64. 20) 式 定义 的 算 符 少 表 出 的 物理 量 算 符 的 (64. 23 ) 到 
(64.25) 各 式 , 也 都 很 好 地 成 立 . 但 是 (64. 21) ,(64. 22) 式 中 的 对 易 关 系 ,现在 要 
改 成 
EVE) + WY’ (8') =8(€ -é"), (65.11) 
EI VE) +h(E) YE') =0. (65.12) 
如 果 系统 由 两 类 粒子 所 组 成 , 则 对 每 类 粒子 可 以 引进 它 的 二 次 量子 化 算 符 
(已 在 上 节 之 末 提 过 ). 玻 色 子 算 符 和 费 米子 算 符 彼此 对 易 . 至 于 异类 费 米子 的 
算 符 , 则 在 非 相 对 论 的 理论 范围 内 可 以 假定 或 则 对 易 或 则 反对 易 ; 这 两 种 假定 ， 
在 二 次 量子 化 方法 中 得 出 同一 结果 . 
但 在 相对 论 理论 中 ,不 同 的 粒子 可 以 进行 相互 转变 ,为 了 今后 在 该 理论 中 的 
应 用 起 见 ,我 们 就 应 假定 不 同 费 米子 的 产生 算 符 和 漂 灭 算 符 相互 反对 易 . 如 果 把 
同一 复合 粒子 的 两 个 不 同 内 态 看 作 两 个 “不 同 "粒子 ,这 个 假定 就 变 得 很 明显 . 





原 子 
$66 原子 的 能 级 


在 非 相 对 论 近 似 下 ,原子 的 定 态 是 由 运动 于 核 库仑 场 内 彼此 间 具 有 电 作用 
的 多 电子 系统 的 薛 定 雇 方程 确定 的 ;这 个 方程 中 不 出 现 电子 的 自 旋 算 符 . 我 们 知 
道 , 处 于 球 对 称 外 场 中 的 一 个 多 粒子 系统 ,总 轨道 角 动 量 上 和 态 的 宇 称 都 是 守恒 
的 , 因此 ,原子 的 每 个 定 态 将 由 轨道 角 动 量 的 某 个 定 值 工 及 其 宇 称 来 标志 . 此 外 ， 
全 同 粒子 系统 的 定 态 坐 标 波 函数 具有 一 定 的 置换 对 称 性 ,我 们 已 在 $ 63 中 看 
到 ,对 一 个 多 电子 系统 讲 来 ,每 一 类 置换 对 称 性 ( 即 每 一 种 杨 图 ) 对 应 于 系统 总 
自 旋 的 某 个 定 值 . 因此 ,原子 的 每 个 定 态 还 由 电子 的 总 自 旋 $ 所 标志 . 

一 个 具有 给 定 5 和 工 值 的 能 级 是 简 并 的 ,其 简 并 度 等 于 矢量 S 和 工 的 所 有 
可 能 的 空间 取向 数 . 工 和 5 的 空间 取向 简 并 度 分 别 为 2L+1 和 25S +1. 因 此 , 具 
有 给 定 二 和 $ 值 的 一 个 能 级 的 总 简 并 度 等 于 乘积 (2L +1) (25 +1). 

但 在 实际 上 ,电子 的 电磁 作用 中 含有 依赖 于 其 自 旋 的 相对 论 效 应 . 这 些 效 
应 使 得 原子 的 能 量 不 但 依赖 于 矢量 工 和 5S 的 绝对 值 ,而 且 还 依赖 于 两 者 的 相 
对 方向 . 严格 讲 来 , 计 及 相对 论 作用 以 后 ,原子 的 总 轨道 角 动 量 工 和 自 旋 $ 不 
再 分 别 守恒 . 只 有 总 角 动 量 J = 工 +S 才 是 守恒 的 ;这 是 来 自封 闭 系统 空间 各 
向 同性 的 一 个 普遍 的 精确 守恒 律 . 由 于 这 一 点 ,精确 的 能 级 应 该 用 总 角 动 量 值 
J 来 标志 . . 
但 车 相对 论 效 应 比较 小 (往往 如 此 ) , 则 可 当 作 微 扰 处 理 ,在 这 种 微 扰 的 作 
用 下 ,具有 给 定 工 和 5 值 的 一 个 简 并 能 级 就 分裂" 成 为 一 组 总 角 动 量 / 值 各 不 
相同 的 (然而 是 靠近 的 ) 不 同 能 级 . 这 些 能 级 (在 一 级 近似 下 ) 由 适当 的 久 期 方程 
(8$39) 所 确定 ,它们 的 ( 零 级 近似 ) 波 函数 则 为 原 简 并 能 级 中 具有 给 定 二 和 3 值 
的 那 套 波 函数 的 某 种 特定 线性 组 合 . 在 这 样 的 近似 下 ,我 们 就 能 和 以 前 一 样 ,把 
轨道 角 动量 和 自 旋 的 绝对 值 (但 不 是 它们 的 方向 ) 看 成 是 守恒 的 ,并 且 仍 用 这 些 
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上 和 3S 值 来 标志 所 分 裂 的 能 级 . 

由 此 可 见 , 作 为 相对 论 效应 的 结果 ,具有 给 定 工 和 $ 值 的 一 个 能 级 分 裂 成 为 
一 组 具有 不 同 J 值 的 能 级 . 这 样 的 分 裂 就 称 为 该 能 级 的 精细 结构 (或 多 重 分 
裂 ) .我 们 知道 ,J 的 取 值 可 从 LL+5 直到 1L -51; 因 此 具有 给 定 L 和 5 值 的 一 个 
能 级 分 裂 成 为 25 +1 个 (如 果 上 >5) 或 2L+1 个 (如 果 L<5) 不 同 的 能 级 . 每 一 
个 分 裂 能 级 ,对 J 矢量 的 方向 而 言 , 仍 然 是 简 并 的 ;其 简 并 度 等 于 2J +1. 容易 验 
证 ,数值 2J+1 对 所 有 可 能 的 J 值 求 和 之 后 果真 等 于 

(25+1)(2S+1). 

原子 能 级 (或 称 为 该 原子 的 谱 项 的 常用 记号 ,类似 于 具有 确定 角 动 量 的 单 
粒子 态 所 用 的 记号 ( 8$32) :总 轨道 角 动 量 值 二 不同 的 态 分 别 用 以 下 的 大 写 拉丁 
字母 标记 之 : 

=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10… 
S,P,D,F,G,H,LK,L,MIN… 

这 些 字母 的 左上 角 标 以 数值 25 + 1 , 称 为 该 谱 项 的 多 重度 (但 是 必须 记 住 ,这 
个 值 只 当 上 = $ 时 才 等 于 该 能 级 的 精细 结构 组 分 数 ). 总 角 动 量 J 值 则 放 在 拉丁 
字母 的 右 下 角 . 例如 ,符号 "Pa ,Ps 分 别 表示 上 =1,5 =1/2,J=1/2 和 3/2 的 
能 级 . 


$67 原子 中 的 电子 态 


拥有 一 个 以 上 电子 的 原子 ,是 由 运动 于 核 场 内 的 相互 作用 着 的 电子 所 组 成 
的 一 个 复杂 系统 . 对 于 这 样 的 系统 ,严格 讲 来 ,我 们 只 可 能 考虑 整个 系统 的 态 . 但 
是 我 们 发 现 ,在 颇 为 精确 的 范围 内 ,有 可 能 在 原子 中 引入 每 个 单 电子 态 的 概念 ， 
这 种 态 就 是 每 个 电子 在 原子 核 和 其 余 电子 所 产生 的 某 种 等 效 有 心力 场 中 运动 的 
定 态 . 这 种 等 效 场 , 对 原子 中 的 不 同 电子 讲 来 一 般 是 不 同 的 ,它们 必须 同时 加 以 
确定 ,因为 每 个 等 效 场 都 依赖 于 所 有 其 它 电子 所 处 的 态 . 这 样 的 等 效 场 称 为 自 
洽 场 . 

由 于 自治 场 是 球 对 称 的 ,每 个 电子 态 就 由 它 的 轨道 角 动 量 的 某 个 定 值 1 来 
标志 . 具有 某 一 给 定 ! 值 的 各 个 单 电子 态 是 用 主 量子 数 "( 按 能 量 的 递增 次 序 ) 
加 以 编号 的 ,n 的 取 值 为 0 

n=l+1,1+2,.; 
这 样 规定 的 编号 次 序 ,与 氢 原 子 采用 的 编号 次 序 一 致 . 但 是 必须 注意 ,复杂 原子 
中 / 值 不 同 的 各 个 能 级 的 能 量 递增 次 序 , 一 般 不 同 于 氢 原 子 的 情形 . 在 氢 原 子 
中 ,能 量 不 依赖 于 1, 所 以 =” 值 较 大 的 态 总 是 具有 较 高 的 能 量 . 但 在 复杂 原子 中 ， 


四 25+1=1,2,3,… 的 能 级 ,分 别称 为 单 重 ,双重 ,三 重 ,… 能 级 . 
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以 n=5,1=0 的 能 级 为 例 , 我 们 发 现 它 处 于 n=4,1=2 能 级 的 下 面 (这 在 $70 中 
有 更 详细 的 讨论 ). 

和/ 值 不 同 的 各 种 单 电 子 态 ,习惯 上 用 一 个 数字 标志 它 的 主 量子 数 ,并 在 
其 后 跟 一 个 字母 标志 它 的 ! 值 了 :例如 用 4d 表示 =4,L=2 的 态 . 要 对 一 个 原子 
进行 完全 的 描述 ,除了 需要 总 的 上 ,5,J 值 以 外 ,还 需 列 举 出 所 有 电子 的 态 . 例如 
符号 1s2pP "Pu 代表 氨 原 子 的 一 个 态 , 它 的 上 =1,S =1,J=0, 并 且 两 个 电子 分 别处 
于 1s 和 2p 态 . 假如 有 几 个 电子 处 于 1 和 n 值 相同 的 态 中 ,为 简便 计 , 我 们 用 一 个 
短 指 数 表示 之 :例如 3p 表示 有 两 个 电子 处 于 3p 态 内 . 原子 中 的 电子 在 n 和 1 值 
不 同 的 各 态 中 所 具有 的 分 布 , 称 为 电子 组 态 . 

给 定 了 n 和 1 值 以 后 ,电子 还 可 以 具有 沿 = 轴 的 不 同 的 轨道 角 动 量 投影 值 
(m) 和 不 同 的 自 旋 投 影 值 (o). 若 1 一 定 ,m 可 取 21+1 个 值 ;o 只 限 取 +1/2 两 
个 值 . 因此 共有 2(21+1) 个 不 同 的 态 具 有 相同 的 n 和 1 值 ;这 些 态 称 为 等 效 的 
态 .根据 泡 利 原理 ,每 一 个 这 样 的 态 中 只 能 有 一 个 电子 . 因此 在 一 个 原子 中 至 多 
只 能 有 2(21+1) 个 电子 可 以 同时 具有 相同 的 n 和 1 值 .具有 同一 n 和 1 值 的 所 
有 各 态 如 果 都 被 电子 所 占 满 ,这 组 电子 就 称 为 一 个 n,l 型 的 闭合 这 层 . 

具有 不 同 二 和 $ 值 但 有 相同 电子 组 态 的 各 个 原子 能 级 ,它们 之 间 的 能 量 差 
是 由 电子 间 的 静电 作用 @ 引 起 的 . 这 些 能 量 差 通常 是 很 小 的 ,只 有 不 同 组 态 能 级 
间距 的 几 分 之 一 . 关于 组 态 相同 而 了 上 及 5 不同 的 各 个 能 级 的 相对 位 置 问题 ,存在 
着 以 下 的 经 验 规则 ( 洪 德 定 则 ;F. Hund ,1925 ) : 

能 量 最 低 的 谱 项 具有 (所 给 电子 组 态 中 ) 最 大 可 能 的 $ 值 以 及 (对 这 个 5 值 
而 言 ) 最 大 可 能 的 了 上 值 .四 

对 一 个 已 知 的 电子 组 态 ,我 们 现在 来 说 明 如 何 求 出 可 能 的 诸 原 子 谱 项 . 如 果 
其 中 的 电子 都 是 不 等 效 的 ,L 和 5 的 各 种 可 能 值 可 以 用 角 动 量 相 加 法 则 直接 求 
出 .例如 对 于 np,n'p 组 态 (n 和 n' 不 相等 ) ,总 角 动量 二 可 取 2,1,0 诸 值 而 总 自 
旋 5S=0,1; 两 者 组 合 起 来 ,可 得 S,"“P,"D 诸 谱 项 . 

如 果 我 们 考虑 的 是 等 效 电子 ,就 会 出 现 泡 利 原理 所 加 的 限制 . 以 三 个 等 效 p 
电子 所 组 成 的 组 态 为 例 .1=1 时 (Pp 态 ) ,轨道 角 动 量 的 投影 m 可 取 m=1,0, -1 
诸 值 ,因此 共有 六 种 可 能 的 态 , 分 别 具 有 以 下 的 m 和 o 值 : 





加 另 一 种 常用 的 术语 ,是 把 主 量子 数 n=1,2,3,… 的 电子 分 别称 为 K,L,M,… 这 屋内 的 电子 (参阅 
§74). 

回 我 们 这 里 不 考虑 每 个 多 重 能 级 的 精细 结构 . 

图 ”要求 5 值 最 大 的 原因 ,可 作 如 下 的 解释 . 以 双 电 子 系统 为 例 .此 时 有 5=0 或 5=1; 自 施 1 对 应 于 
一 个 反对 称 的 坐标 波 函 数 p(7, ,r;). 当 六 = 户 时 ,这 个 函数 等 于 零 ; 换 句 话说 ,在 S=! 的 态 中 找到 两 个 电 
子 紧密 靠近 的 概率 是 很 小 的 . 这 意味 着 它们 之 间 的 静电 斥 力 比较 弱 , 因 而 能 量 比较 低 . 同 理 , 对 一 个 多 电 
子 系统 讲 来 “最 反对 称 "的 那个 坐标 波 函 数 对 应 于 最 大 的 自 旋 值 . 
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(a) 1,1/2, (5) 0,1/2, (ec) -1,1/2, 
(a') 1,-1/2, (6b') 0, -172， (ec ) -1,-1/2. 
三 个 电子 可 以 处 于 上 列 任意 三 个 不 同 态 中 . 结果 所 得 的 各 种 原子 态 ,分 别 具 有 以 
下 的 总 轨道 角 动 量 投影 M, = 三 m 和 总 自 旋 投影 Ms = Yo: 
(ata’+6b)2,1/2 (ata’+c)1,1/2 (a+b+c)0,3/2 
(a+b+6b’)1,1/2 (a+b+c’)0,1/2 
(a+b’+c)0,1/2 
(a’+b+c)0,1/2 


MM 或 M1, 为 负 值 的 态 无 须 写 出 ,因为 它们 并 不 给 出 新 的 内 容 . M，=2,M， = 立 态 的 
存在 ,表明 一 定 有 一 个 ?D 谱 项 ,对 这 个 谱 项 讲 来 一 定 还 有 一 个 ( 1 ,二 ) 态 和 一 个 
(9 去) 态 .其 次 ,我 们 还 剩 下 一 个 ( 1, 去) 态 ,因此 一 定 有 一 个 ?P 谱 项 ;还 有 一 
个 (0, 广 ) 态 是 属于 这 个 谱 项 的 . 最 后 ,所 剩 下 的 (0,3/2) 态 和 (0,1/2) 态 是 属于 


*S 谱 项 的 . 由 此 可 见 ,对 三 个 等 效 p 电子 的 组 态 讲 来 ,只 可 能 有 *D,*P,*S 型 谱 项 
各 一 个 . 

表 1 中 列 出 了 等 效 p 电子 和 等 效 4 电子 的 各 种 组 态 及 其 可 能 具有 的 各 种 谱 
项 . 谱 项 符号 下 面 标 出 的 数字 ,表示 所 给 组 态 中 该 种 谱 项 的 数目 超过 了 1. 对 于 
等 效 电 子 数 达 到 最 大 值 的 那些 组 态 讲 来 (s* ,p”,d"”…) , 谱 项 总 是 'S. 如 果 一 个 组 
态 所 具有 的 电子 数 正 好 等 于 另 一 组 态 形成 闭合 壳 层 时 所 缺少 的 电子 数 ,那么 这 
两 个 组 态 就 具有 相同 的 谱 项 . 这 个 结论 来 自 一 个 明显 的 事实 , 即 壳 层 中 失去 一 个 
电子 可 以 看 作 多 出 一 个 “ 空 穴 ”, 这 个 “ 空 穴 " 态 同 样 可 用 所 失 电子 态 的 量子 数 加 

表 1 等 效 电子 的 组 态 所 能 具有 的 谱 项 
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应 用 洪 德 定 则 确定 已 知 电 子 组 态 的 原子 基 项 时 ,我 们 只 需 考虑 未 满 沉 层 ， 
因为 满 壳 层 内 的 电子 角 动 量 已 经 相互 抵 销 掉 . 举例 来 讲 , 设 在 原子 的 满 壳 层 外 
具有 四 个 d 电子 . d 电子 的 磁 量 子 数 可 取 0, +1, +2 五 个 值 . 四 个 d 电 子 
可 取 相 同 的 自 旋 投影 值 o = 1/2 ,总 自 旋 的 最 大 可 能 值 从 而 为 S =2. 此 后 ,这 
些 电子 必须 取 不 同 的 严 值 ,以 致 它们 给 出 最 大 的 M, = m 值 ;这 些 m 值 应 该 
是 2,1,0, -1, 因 而 M, =2. 这 就 表明 ,5 =2 时 上 的 最 大 可 能 值 也 是 2, 其 谱 项 
为 'D. 





习 是 
试 求 三 个 等 效 p 电子 系统 的 各 种 可 能 坊 的 轨道 波 函 数 . 
解 :*S 态 中 所 有 电子 的 自 旋 投影 值 go 相等 , 故 m 值 各 不 相同 . 波 函 数 由 函数 
风 o 由 is 由 _1( 下 标 代表 m 值 ) 所 组 成 的 (61.5) 式 形状 的 行列 式 所 给 出 ， 
对 2D 谱 项 ,我 们 先 来 考虑 具有 最 大 可 能 值 Mi =2 的 态 . 此 时 mm 的 两 个 值 必 
须 等 于 1 ,而 另 一 个 等 于 0. 设 电 子 2,3 的 g = +1/2, 电 子 1 的 or = -17/2( 与 总 
自 旋 5=1/2 一 致 ). 与 此 相应 ,具有 所 需 对 称 性 的 轨道 波 函 数 为 
ED) [ys(2) 几 (3) -pol3)w(2)], 
每 个 函数 少 的 宗 量 代表 上 述 电子 的 编号 . 
对 2?P 谱 项 ,我 们 研究 Mi =1 的 态 ,电子 的 自 旋 投 影 值 和 以 前 一 样 . 这 个 态 可 
以 由 两 组 不 同 的 m 值 来 实现 ,因此 轨道 流通 数 由 下 列 线性 组 合式 给 出 : 
y=ay i + bye 
pn = 1) Lp 2 3) -pp (2) ] ， 
Wim = 如 (1) Lp C2) gol3) = (3)y,(2) 1. 
为 了 确定 其 系数 ,我 们 利用 关系 式 
Ly sin rw =0, 
这 是 村， = 上 的 波 本 数 必须 满足 的 关系 式 [ 见 (27.8)]. 利用 (27. 12) 的 短 阵 元 ， 
求 得 


= 


i p=0, Lyi=Rws Lp =A 
因而 有 
Ly =V2(a—b)yon =0. 
由 此 得 a -b=0, 再 计 及 归 一 化 条 件 , 即 得 a =b=1/2. 
把 L_ 算 符 作用 在 所 得 函数 上 ,可 得 Mi < 上 的 各 个 状态 波 函 数 . 


$68 类 氨 能 级 
薛 定 刘 方 程 能 够 精确 解 出 的 唯一 原子 ,就 是 一 切 原子 中 最 简单 的 氢 原 子 . 氢 
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原子 以 及 只 含 一 个 电子 的 离子 He , Li"*,…, 它 们 的 能 级 是 由 玻 尔 公式 
(36. 10) 给 出 的 : 
ls (68.1) 
2 (1l+m/M) n 
式 中 的 Ze 是 原子 核 的 电荷 ,M 是 核 质 量 ,m 是 电子 的 质量 . 注意 ,这 里 与 核 质 量 
的 关系 是 极 弱 的 . 
(68. 1) 式 没有 计 及 任何 相对 论 效应 . 在 这 样 的 近似 下 ,存在 着 $36 中 提 到 
过 的 氢 原 子 特有 的 附加 (偶然 ) 简 并 : 主 量子 数 ”给 定时 ,能 量 不 依赖 于 轨道 角 
动量 1. 
其 它 原子 中 也 存在 着 类 似 于 氢 原 子 性 质 的 态 . 我 们 所 指 的 是 那样 一 些 高 激 
发 态 , 态 中 的 一 个 电子 具有 很 大 的 主 量子 数 ,从 而 基本 上 是 远离 原子 核 的 . 在 某 
种 近似 下 ,这 个 电子 可 以 看 作 是 在 有 效 电荷 为 1 的 “原子 实 " 的 库仑 场 中 运动 . 
但 是 这 样 算出 的 能 级 值 未 免 过 于 粗糙 了 一 些 : 有 必要 加 进 一 个 修正 ,以 便 计 及 在 
近 距 离 内 势 场 与 纯 库 仑 场 的 差别 . 这 个 修正 的 性 质 ,根据 以 下 考虑 是 容易 确 
定 的 . : ， 
由 于 量子 数 很 大 的 态 都 是 准 经 典 的 ,它们 的 能 级 可 以 用 玻 尔 - 索 末 非 量子 
化 规则 (48.6) 式 求 出 . 近 核 ( 远 小 于 “轨道 半径 " ) 处 的 场 与 库仑 场 的 差别 ,形式 
上 可 通过 修改 + =0 处 的 波 函 数 边界 条 件 来 加 以 考虑 . 这 就 使 得 径 向 运动 量子 化 
条 件 中 的 y 常数 值 有 所 改变 . 由 于 这 个 条 件 的 其 它 方面 保持 不 变 , 因 此 可 得 出 结 
论 :所 得 的 能 级 表 式 与 氨 原 子 的 差别 ,只 在 于 把 径 量 子 数 或 主 量子 数 n 改 成 
n+4i, 其 中 的 4, 为 某 一 常数 ( 称 为 里 德 伯 修 正 ) : 
me” 1 
B= -ry (68.2) 
里 德 伯 修 正 ( 按 定义 ) 与 n 无关, 但 它 当 然 是 受 激 电 子 的 角 量 子 数 1 的 函 
数 (我 们 已 把 ! 取 作 4 的 下 标 ) ,同时 也 是 整个 原子 的 角 动 量 L 和 5 的 函数 . 当 
工 和 5 给 定 以 后 ,4, 随 着 /的 增 大 而 很 快 地 减 小 .! 愈 大 ,该 电子 在 原子 核 附 近 
所 耗 的 时 间 愈 短 ,因此 当 1! 增 大 时 , 它 的 能 级 一 定 会 愈 来 愈 接近 于 氢 原 子 的 能 
级 0. 


习 题 
对 远离 原子 实 的 一 个 电子 , 试 求 其 s 态 类 氢 波 函数 的 渐 近 表 式 . 
@ ”为 举例 起 见 ,我 们 给 出 氨 原 子 高 激发 态 里 德 伯 修正 的 实验 值 . 所 原子 的 总 自 旋 值 可 以 是 3S=0 
和 1 ,而 在 所 考虑 的 态 内 ,总 轨道 角 动 量 上 与 受 激 电 子 的 角 动 量 ! 相等 ( 另 一 个 电子 处 于 ls 态 ). 各 个 里 


德 伯 修 正 为 :对 S=0:4o= -0.140,4A| = +0.012,4: = -0.0022; 对 S=1:4o= -0.296,4, = 
-0.068 ,4A; = -0.002 9. 
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解 : 远 距离 处 的 场 为 U= -1/r( 用 原子 单位 ) ,所 求 的 峭 (r) 函数 满足 下 列 薛 
定语 方程 : 


.We 
ST -x¥+ i=0, 


其 中 必 = V21E1. 试 令 解 的 形式 为 小 = 常数 xr"e“, 并 略 去 比 W/r 衰减 得 更 快 
的 项 , 求 得 
峭 = 常 数 xr-ie-w， 


$69 自 洽 场 


含有 一 个 以 上 电子 的 原子 , 它 的 薛 定 刘 方 程 无 法 作 解 析 解 . 因此 ,计算 原子 
能 级 及 其 定 态 波 函 数 的 各 种 近似 方法 具有 重要 意义 . 其 中 最 重要 的 方法 就 是 所 
谓 自 洽 场 法 . 这 个 方法 的 基本 思想 ,就 是 把 原子 中 的 每 个 电子 都 看 作 是 在 原子 核 
及 其 余 电子 所 构成 的 “自治 场 "中 运动 . 

我 们 以 氮 原 子 为 例 ,并 且 只 限于 讨论 两 个 电子 都 处 于 s 态 时 的 谱 项 (n 可 以 
相同 或 者 不 同 ) ;此 时 整个 原子 也 将 处 于 S 态 . 令 风 ,(7,) 和 y,(7,) 为 两 个 电子 的 
波 函 数 ;在 s 态 中 ,它们 只 能 是 电子 到 原子 核 的 距离 r, ,7, 的 函数 . 整个 原子 的 波 
函数 yw(r,,r,) 是 这 两 个 函数 的 对 称 乘积 

y= rr) + ra) yr ), (69.1) 
还 是 反对 称 乘积 

p= rr) -hr ) yn), (69.2) 
这 要 看 所 考虑 态 的 总 自 旋 是 S =0 还 是 5=1 而 定 中 .我 们 将 考虑 后 一 种 情形 ;此 
时 光 , 和 ,函数 可 以 认为 是 正 交 的 @. 

现在 来 试 求 (69.2) 形 式 的 函数 ,使 它 成 为 原子 真实 波 函 数 的 最 佳 近似 . 为 
此 目的 ,我 们 自然 要 从 变 分 原理 出 发 ,并 且 只 考虑 呈 (69.2) 形 式 的 尝试 函数 ,这 
个 方法 是 由 福 克 提出 的 . @ 

我 们 知道 , 苹 定 丧 方程 可 以 从 下 列 变 分 原理 得 出 : 


J Byaviav, = 极 小 值 ， 
其 附加 条 件 为 


四 S=0 的 氨 原 子 态 通常 称 为 仲 氮 态 ,S = 1 的 态 则 称 为 正 氮 态 . 

国 由 自治 场 法 求 得 的 各 种 电子 态 波 函数 yi ,yz ,…, 一 般 说 来 ,并 不 相互 正 交 , 因 为 它们 不 是 同一 
方程 而 是 不 同方 程 的 解 . 但 是 在 (69.2) 式 中 ,在 不 改变 整个 原子 的 少 函数 的 条 件 下 ,我们 可 以 把 如 改 为 
由 和 = 由 ;+ 常数 xyi ;适当 地 选择 这 个 常数 ,我 们 总 能 保证 风 和 少 : 正 交 . 

® B.A.boxr,1930. 
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J lylav,ay, =1, 
(积分 是 对 氮 原 子 中 两 个 电子 的 坐标 进行 的 ). 变 分 后 ,得 下 列 方程 : 
J aw (B= Ewavav, =0. (69.3) 
因此 ,在 波 函 数 y 的 任意 变 分 下 ,我 们 就 得 到 通常 的 醉 定 计 方 程 . 在 自治 场 法 
中 ,我 们 把 (69.2) 形 式 的 代入 (69.3) 式 中 ,并 对 y, 和 yw, 函数 分 别 进行 变 分 . 
换 名 话说, 我们 是 针对 (69. 2) 形 式 的 各 种 少 函 数 去 寻求 积分 的 极 值 ;结果 所 得 
的 能 量 本 征 值 及 其 波 函数 当然 都 是 不 精确 的 ,但 却 是 能 够 表 成 (69. 2 ) 形 式 的 最 


佳 函数 . 
氮 原 子 的 哈密 顿 量具 有 下 列 形式 0 


= + 应 + 十， H,=- 
其 中 ,是 两 个 电子 间 的 距离 . 把 (69.2) 代 入 (69. 3) 进 行 变 分 ,并 令 被 积 函 数 内 
6wW ,和 6w, 前 的 系数 分 别 等 于 零 , 容 易 得 到 下 列 方程 组 : 

[+tE -HGa(r) |]h (nD) + 


V1- 二， (69.4) 


+[Ha+Ca(r)]ya(r) =0， 


大、 (69.5) 
| + +E-H, -G(r) ]%:0) + 
+[H +Ca(r)]w(r) =0， 
其 中 的 
ee = [ay,, 
a= fv.( -六 Vj)way, ab 2. (69.6) 


这 就 是 应 用 自治 场 法 最 后 所 得 的 方程 组 ;它们 只 能 用 数值 方法 求解 @. 

对 于 更 复杂 的 情形 ,也 能 用 同样 方法 导出 一 套 方程 式 . 代入 变 分 原理 积分 式 
内 的 原子 波 函数 ,是 单 电子 波 函 数 的 连 乘积 的 某 种 线性 组 合 . 这 种 线性 组 合 必须 
这 样 选 定 :首先 , 它 的 置换 对 称 性 必须 与 所 考虑 原子 态 的 总 自 旋 5 一 致 ,其 次 ,还 
应 和 原子 总 轨道 角 动量 的 给 定 值 工 一 致 于. 

我 们 在 变 分 原理 中 采用 了 具有 必要 置换 对 称 性 的 波 函 数 以 后 , 它 就 自动 地 


人 @ 本 节 ( 包 括 例题 ) 中 都 采用 原子 单位 制 - 

国 用 自治 场 法 算出 的 轻 原子 能 级 与 光谱 学 数据 比较 ,估计 这 种 方法 的 误差 约 为 5% , 某 些 情形 下 其 
至 更 好 些 . 但 对 复杂 原子 ,其 误差 可 能 与 相 邻 能 级 的 间距 大 小 相 比 拟 , 从 而 给 出 错误 的 能 级 顺序 . 

图 ”关于 有 心力 场 中 多 电子 系统 波 函 数 的 一 般 构 造 方法 , 见 §63 中 提 及 的 工 C. Kaplan 的 书 . 
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计 及 了 原子 中 电子 间 的 交换 作用 . 如 果 我 们 略 去 交换 作用 ,并 且 略 去 所 给 电子 组 
态 中 原子 能 量 与 的 依赖 关系 D 就 可 以 得 到 一 套 比 较 简单 的 方程 式 (算出 的 结 
果 自然 要 略 差 一 些 ). 仍 以 氮 原子 为 例 ;此 时 可 把 电子 波 函 数 的 方程 直接 写成 通 
常 形式 的 薛 定 谓 方 程 ， 

[Sv +E, V0) ,7.) =0, a=1,2. (69.7) 


式 中 的 ,是 一 个 电子 在 核 库仑 场 以 及 另 一 电子 的 电荷 分 布 场 中 运动 时 所 具 的 
势能 : 





Vn) = -二 + [rs) dh,, (69.8) 


对 所 也 有 类 似 的 表 式 . 为 了 求 出 整个 原子 的 能 量 ,我 们 注意 到 ,E, + 已 之 和 中 
已 把 两 个 电子 间 的 静电 作用 计算 了 两 遍 , 因 为 这 个 静电 作用 既 在 第 一 个 电子 的 
势能 内 (rn ) 中 出 现 , 又 在 第 二 个 电子 的 势能 名 (m ) 中 出 现 . 所 以 在 E, +6, 中 把 
电子 相互 作用 的 平均 能 量 去 掉 一 次 以 后 ,就 可 以 得 到 局; 即 

E=B +E,- Ew) ) da (69.9) 


如 要 改进 这 个 简化 方法 所 得 的 结果 ,可 在 随后 进一步 考虑 交换 作用 以 及 能 
量 对 氏 的 依赖 关系 ,把 它们 当 作 微 扰 来 处 理 . 
习 题 


1. 试 求 氮 原 子 和 类 饼 离 子 (具有 两 个 电子 以 及 电荷 为 Z 的 原子 核 ) 基 态 能 
量 的 近似 值 ,把 电子 间 的 相互 作用 当 作 微 扰 . 
解 :基态 离子 中 的 两 个 电子 都 处 于 s 态 . 未 受 微 扰 能 量 值 等 于 类 氢 离 子 基态 
能 量 的 两 倍 (因为 有 两 个 电子 ) : 
E®™ =2( -2°/2) = -2°, 
电子 的 相互 作用 能 量 对 下 列 波 函 数 (两 个 1=0 的 氢 原 子 波 函 数 的 乘积 ) 求 平均 :; 
Ws et eC (1) 
即 得 一 级 近似 的 修正 值 . 积分 式 
ee 
E! = [ava 
可 按 下 式 简单 地 算出 : 
i 二 
E = 2] ,dysp: Ff iPady,, 于. 二 人， 


加 D.R. Hartree,1928. 
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dy, =4mzdr， 
此 式 是 电荷 分 布 p= IW,1 在 球 对 称 分 布 的 p, = yi1 场 中 的 能 量 ;dV 的 被 积 函 
数 是 电荷 p(T,) 在 r， <r, 的 球形 场 中 的 能 量 ,积分 式 前 的 因子 2 考虑 了 ri >7, 位 
形 的 贡献 . 由 上 式 得 E' ”=52/8, 最 后 有 


E=E"+E" = -2 


对 和 氨 原 子 (Z =2) ,上 式 给 出 -已 =11/4 =2.75; 氨 原子 基态 能 量 的 实际 值 为 
-=2.90 原子 单位 =78.9 eV. 
2. 用 变 分 法 求解 上 题 ,把 波 函数 近似 地 表 成 两 个 带 有 有 效 核电 荷 的 氨 原 子 
波 函 数 的 乘积 . 
解 : 我 们 来 计算 下 列 积分 式 : 
| 


wivaviays ,B= - 立 (Yi+va - 乞 - 迄 + 二 ， 


nn T» Ta 
其 中 的 小 取 上 题 (1) 式 的 形状 ,并 把 (1) 式 中 的 Z 改 成 有 效 电荷 Zr. 小 /Tis 的 积 
分 可 按 例 题 1 的 方法 算出 ;由 于 巷 定 亩 方程 
1 Zu Te Pe 
( = = = -本 Zooyi， 
峭 吕 让 的 积分 就 可 化 成 妇 ]ri 的 积分 . 结果 得 
人 wapavnam = 2 -222 + BZ 


作为 Zr 的 函数 ,这 个 表 式 当 Zr = - 汇 时 具有 家 小 值 . 它 所 对 应 的 能 量 值 为 
So 
£=-(2-16)， 
对 灸 原子 ,上 式 给 出 -=2.85. 
要 注意 的 是 ,具有 以 上 Zui 值 的 波 浮 数 (1) ,不 但 对 具有 (1) 式 形状 的 所 有 函 
数 讲 来 是 最 佳 的 ,而 且 对 只 依赖 于 mi +r, 的 各 种 函数 讲 来 也 是 最 佳 的 . 
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用 自 洽 场 法 对 原子 中 的 电荷 分 布 及 电场 进行 数值 计算 ,是 一 件 极 其 繁重 的 
工作 ,尤其 是 对 复杂 原子 . 但 是 ,对 复杂 原子 我 们 有 另 一 种 近似 方法 ,这 个 方法 的 
优点 是 简单 ;但 它 的 结果 显然 要 比 自 洽 场 法 的 精度 差 很 多 . 

这 个 方法 0 所 依据 的 事实 是 这 样 的 ,在 拥有 大 量 电子 的 复杂 原子 中 ,大 多 数 
的 电子 具有 比较 大 的 主 量 子 数 . 这 样 的 条 件 下 ,可 以 应 用 准 经 典 近似 . 因此 ,可 以 


DD E.Fermi 和 L.Thomas,1927. 
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对 其 中 的 单 电 子 态 应 用 “ 相 空 间 ”(§ 48) 的 概念 . 
处 于 物理 空间 dV 体积 元 内 动量 值 小 于 p 的 电子 ,对 应 的 相 空间 体积 等 于 


生 mp?dy. 这 个 体积 中 的 “ 相 格 ”, 亦 即 可 能 态 的 数目 ,等 于 D472 dk ,这 些 态 中 的 


3(27)”" 
电子 数 在 任何 时 刻 都 不 能 超过 下 列 数值 : 


A pn 
idV =2;dy 
3(27)” 37 


(每 一 “ 相 格 "中 只 能 装 进 自 旋 相 反 的 两 个 电子 ). 在 基态 原子 中 ,每 一 个 dy 体 
积 元 内 的 电子 必须 填 满 ( 相 空间 内 的 ) 动 量 值 从 零 直 到 某 一 极 大 值 p, 为 止 的 
相 格 . 此 时 ,电子 动能 在 每 一 点 都 取 尽 可 能 小 的 数值 . 如 果 把 dy 体积 元 内 的 电 
子 数 写成 ndV(n 为 电子 数 密度 ) ,那么 ,各 点 处 电子 动量 的 极 大 值 p 与 n 的 关 
系 为 





2 





在 电子 数 密度 为 n 的 地 方 ,一 个 电子 的 最 大 动能 值 因 而 等 于 
可 1 
其 次 , 设 w(r) 为 静电 势 ,假定 它 在 无 穷 远 处 等 于 零 . 电子 的 总 能 量 为 


zr -9 显然 ,每 个 电子 的 总 能 量 一 定 等 于 负 值 ,否则 它 会 运动 到 无 穷 远 处 去 . 


我 们 用 - wo 代表 每 点 处 电子 总 能 量 的 极 大 值 ,po 是 一 个 正 的 常数 ;如 果 wo 不 是 
常数 的 话 , 电 子 就 会 从 po 较 小 之 处 运动 到 we 较 大 之 处 . 因此 我 们 可 写 出 


2 


(3mn). (70.1) 


P=p-p, (70.2) 
把 (70.1) 和 (70.2) 式 等 同 起 来 , 即 得 
n=[2(9 -po)] (70.3) 


这 就 是 原子 内 各 点 的 电子 数 密度 与 势能 的 关系 式 . 

9=yo 时 ,密度 等 于 零 ;在 p < po 的 整个 区 域内 ,显然 也 应 令 n 等 于 零 , 否 
则 (70.2) 式 将 会 给 出 负 的 动能 极 大 值 . 因此 ,方程 式 p = po 确定 了 原子 的 边界 . 
但 是 ,在 总 电荷 为 零 的 球 对 称 电荷 分 布 的 外 面 并 不 存在 电场 . 因此 在 中 性 原子 的 
边界 上 应 该 有 wp =0. 由 此 得 出 结论 ,对 中 性 原子 讲 来 ,常数 p。 一 定 要 等 于 零 . 反 
之 ,离子 的 常数 wo 并 不 等 于 零 . 


外 本 节 采 用 原子 单位 制 . 
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下 面 我 们 考虑 中 性 原子 ,因而 令 w = 0. 根据 静电 学 中 的 泊 松 方程 ,我 们 有 
Vip =4mn; 把 (70.3) 式 代入 这 个 式 子 , 即 得 托马斯 - 费 米 方法 的 基本 方程 ; 


Vip -3 207 (70.4) 
基态 原子 的 电场 分 布 是 由 上 式 的 球 对 称 解 确定 的 ,这 个 解 应 该 满足 以 下 的 


边界 条 件 :r=0 时 ,9 必须 变 成 核 库仑 场 , 即 pr 一 Z; 而 当 盖 *o 时 ,必须 有 pr 一 0. 
引进 下 式 定 义 的 新 变量 x 代替 变量 r; 








7 人 5 = 于 ( 王 ) ”=0.885， (70.5) 
并 引进 下 列 新 的 未 知 函 数 Dx 代替 p: 
| -和 ( 双 “) -= Xe (70.6) 
我 们 得 到 方程 式 
sa = (70.7) 


其 边界 条 件 为 *=0 时 X=1 以 及 x=%m 时 X=0. 这 个 方程 不 再 含有 任何 参量 , 因 
而 定义 出 一 个 普 适 的 x(*) 函数 . 表 2 给 出 了 (70.7) 式 数值 积分 后 所 得 的 x 函 
数值 . 

X(x) 函数 是 单调 递减 的 ,并 且 只 在 无 穷 远 处 等 于 零 @. 换 句 话说 ,托马斯 - 
费 米 模型 中 的 原子 并 不 存在 边界 ,形式 上 延伸 到 无 穷 远 处 . 

导数 Xx'(7) 在 r=0 处 的 值 等 于 Xx'(0) = -1.59. 因此 当 *-0 时 Xx(*) 函数 具 
有 X=s1 -1.59x 的 形式 ,相应 的 势 p(7) 为 : 


p(n) = -1.802", (70.8) 


第 一 项 是 核 场 的 势 ,第 二 项 是 电子 在 原点 的 势 (通常 的 单位 制 中 为 -1. 80me? 坟 -> ， 
2 ) ,把 (70.6) 代 入 (70.3) 中 


"=2y( 守 ), AD) = (Xt) : (70.9) 


四 在 通常 的 单位 制 中 ， 
Ze, PIG me 

0.885 hr 

@@ 方程 (70.7) 具 有 一 个 精确 解 X(x) =144x 习 , 它 在 无 穷 远 处 等 于 零 ,但 是 不 满足 x=0 处 的 边界 
条 件 . 它 可 以 当 作 Xx(*) 函数 在 * 值 很 大 时 的 一 个 渐 近 式 . 这 个 表 式 只 有 当 * 值 很 大 时 才能 给 出 很 好 的 精 
确 值 ,可 是 ,托马斯 - 费 米 方程 在 远 距 离 处 一 般 讲 来 不 再 适用 ( 见 后 ). 


8(r) = 
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表 2 x(x) 函数 的 值 
































x x(x) x xX(x) x xX(x) 
0.00 1.000 1.4 0.333 6 0.0594 
0.02 0.972 1.6 0.298 ~ 0.0461 
0.04 0.947 1.8 0.268 8 0.0366 
0.06 0.924 2.0 0.243 9 0.0296 
0.08 0.902 于 0.221 10 0.0243 
0.10 0.882 2.4 0.202 1 0.0202 
0.2 0.793 2.6 0.185 12 0.0171 
0.3 0.721 2.8 0.170 13 0.0145 
0.4 0.660 3.0 0.157 14 0.0125 
0.5 0.607 3.2 0.145 15 0.0108 
0.6 0.561 3.4 0.134 20 0.0058 
0.7 0.521 3.6 0.125 25 0.0035 
0.8 0.485 3.8 0.116 30 0.0023 
0.9 0.453 4.0 0.108 40 0.0011 
1.0 0.424 4.5 0.0919 50 0.00063 
1.2 0.374 5.0 0.0788 60 0.00039 
我 们 看 到 , 按 托马斯 - 费 米 模型 ,不 同 原子 中 的 电荷 密度 分 布 是 相似 的 ,并 
以 2 “为 特征 长 度 (在 通常 的 单位 制 中 为 起 Lme:Z'” , 即 玻 尔 半径 除 以 Z 2). 如 


果 以 原子 单位 量度 距离 ,那么 ,电子 数 密度 达到 最 大 值 的 那个 距离 对 所 有 的 Z 
都 是 一 样 的 . 因此 可 以 这 样 说 ,原子 序 为 Z 的 原子 中 大 多 数 的 电子 与 原子 核 的 
距离 约 为 2- 的 数量 级 . 数值 计算 表明 ,原子 中 电子 总 电荷 的 一 半 处 于 半径 为 
1.332Z -2 的 球 内 . 

同样 的 考虑 表明 ,原子 中 电子 的 平均 速度 (与 能 量 的 平方 根 同一 数量 级 ) 约 
为 2 的 数量 级 . 

托马斯 - 费 米 方程 在 远离 原子 核 以 及 靠近 原子 核 处 都 不 能 适用 . 它 在 近 距 
离 处 的 适用 范围 ,由 不 等 式 (49. 12) 所 限制 ;距离 更 小 时 , 准 经 典 近似 在 核 库 仑 
场 内 不 再 成 立 . 令 (49. 12) 式 中 的 a = Z ,我 们 求 得 距离 > 的 下 限 为 1ZZ. 在 复杂 
原子 中 , 当 r 很 大 时 准 经 典 近似 也 不 能 成 立 . 容易 证 明 , 当 r~1 时 ,电子 的 德 布 
罗 意 波长 与 距离 本 身 成 为 同一 数量 级 , 准 经 典 条 件 无 疑 遭 到 破坏 . 这 一 点 ,由 估 
计 (70.2),(70.4) 式 各 项 之 值 可 以 确信 ;实际 上 ,由 于 (70.4) 式 不 含 Z, 这 个 结 
论 无 需 计算 就 能 明显 看 出 来 . 
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由 此 可 见 ,托马斯 - 费 米 方程 的 适用 范围 ,局 限 在 大 于 1/2Z 和 小 于 1 的 距离 
内 .事实 上 在 复杂 原子 中 , 绝 大 多 数 的 电子 实际 上 都 是 处 于 这 个 适用 范围 内 . 

后 一 种 情况 表明 ,托马斯 - 费 米 模型 中 原子 的 “外 边界 "位 于 r~1 处 ,也 就 
是 原子 的 线 度 并 不 依赖 于 Z. 与 此 相应 ,外 电子 的 能 量 亦 即 原子 的 电离 势 也 与 Z 
无 关 @. 

借助 于 托马斯 - 费 米 方法 ,可 以 算出 总 的 电离 能 E, 即 移 掉 中 性 原子 内 全 部 
电子 所 必需 的 能 量 . 为 此 目的 ,我 们 有 必要 算出 具有 托马斯 - 费 米 分 布 的 原子 内 
电荷 的 静电 能 ;我 们 所 求 的 总 能 量 等 于 这 个 静电 能 的 一 半 ,因为 在 按 库仑 定律 作 
用 的 多 粒子 系统 中 , 它 的 平均 动能 等 于 平均 势能 的 - 1/2( 根 据 位 力 定理 , 见 《 力 
学 》,$10). 忆 和 2 的 依赖 关系 可 以 根据 以 下 的 简单 考虑 事先 确定 :在 电荷 为 了 
的 核 场 内 运动 的 Z 个 电子 ,在 与 核 的 平均 距离 为 2-“ 处 的 静电 能 ,与 Z x 2/ 
Z =2 成 正比 . 数值 计算 的 结果 为 =20.82”” eV. 这 个 对 Z 的 依赖 关系 与 
实验 数据 很 符合 ;可 是 系数 的 经 验 值 接近 于 16. 

我 们 已 经 提 到 过 ,常数 p。 取 不 等 于 零 的 正 值 时 对 应 于 电离 原子 . 如 果 我 们 
通过 gp -po=2X/r 来 定义 x 函数 ,所 得 的 x 方程 就 和 原先 的 (70.7) 式 相同 . 但 
是 ,我 们 现在 感 兴趣 的 不 是 在 无 穷 远 处 等 于 零 的 中 性 原子 那样 的 解 ,而 是 在 有 限 
值 x =xo 处 等 于 零 的 解 ; 这 样 的 解 , 对 任意 一 个 x。 值 讲 来 ,都 是 存在 的 . 在 x =x。 
点 处 ,电荷 密度 和 x 一 起 等 于 零 , 但 是 势能 仍 保持 有 限 值 . ze 值 可 按 以 下 方式 与 


电离 度 相 联 系 . 按照 高 斯 定理 ,半径 为 -的 球 内 的 总 电荷 等 于 - =Z[X(*) - 


2W'《(*)] ,把 x=i 代 和 人 上 式 , 即 得 离子 的 总 电荷 :3; 由 于 XY(xo) =0, 故 
z= 一 Zxoy'(xo). (70.10) 
图 23 中 的 粗 长 曲线 代表 中 性 原子 的 x(*) 曲线 ;这 条 曲线 的 下 面 是 两 条 电离 度 
不 同 的 离子 的 曲线 . 图 中 的 z/2Z 值 等 于 x=x。 处 曲线 的 切线 在 纵 轴 上 的 截 距 . 
(70.7) 式 尚 有 任何 处 都 不 等 于 零 的 解 ;这 些 解 在 无 穷 远 处 是 发 散 的 . 它 可 
看 作对 应 于 负 的 常数 go 值 . 图 23 中 也 画 出 了 两 条 这 样 的 x(*) 曲线 ;它们 位 于 中 
性 原子 的 曲线 之 上 . 在 曲线 的 x =xi 点 处 我 们 有 
X(z) -xx (zi) =0， (70.11) 
在 x*<x, 的 球 内 总 电荷 等 于 零 (在 图 上 ,这 一 点 显然 就 是 切线 通过 原点 的 那个 
点 ). 如 果 在 *, 点 处 把 曲线 截断 ,我 们 就 定义 了 一 个 界面 电荷 密度 不 等 于 零 的 中 
性 原子 的 x(x). 在 物理 上 ,这 相当 于 束缚 在 某 一 给 定 有 限 体积 内 的 “压缩 " 原 


外 ”当然 ,这 个 模型 不 能 反映 元 案 周 期 表 内 出 现 的 原子 线 度 及 其 电离 势 对 Z 的 周期 性 依赖 关系 . 此 
外 ,经 验 数据 还 表明 , 当 Z 增 大 时 ,原子 线 度 缓慢 而 稳定 地 增长 ,同时 电离 势 碱 小 . 
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EX 
托马斯 - 费 米 方程 没有 计 及 电子 间 的 交换 作用 . 这 种 作用 的 效应 要 比 Z 22 
小 一 个 数量 级 . 因此 ,在 托马斯 - 费 米 方法 中 计 及 交换 作用 时 ,还 需 同时 计 及 同 
一 数量 级 的 其 它 各 种 效应 .四 
习 题 


试 求 托马斯 - 费 米 模型 的 中 性 原子 中 电子 间 静 电 作用 能 量 与 电子 和 核 相互 
作用 能 量 间 的 关系 ， 

解 :电子 所 产生 的 场 势 p. 可 以 从 总 势 中 减 去 核 势 ZLr 而 得 到 . 因此 ,电子 
间 的 相互 作用 能 量 为 


1 了 fn 1 
0 = -到 | wondr = 互 | ay- 二 | endy= 
i 
= | ar 4 f" ys 
[我 们 已 用 (70.3) 式 以 n 表 达 p]. 另 一 方面 ,电子 与 核 的 相互 作用 能 以 ,和 它们 
的 动能 了 等 于 
n 
局 = -Zav, 
本 
7=2[ 矿 G4np dpdy = [nay, 
把 这 些 表 式 与 前 式 比较 ,得 关系 式 
@@” 这 种 方法 对 研究 高 度 压缩 物质 的 物 态 方程 可 能 有 用 处 . 


加 这 已 由 A.C.Komnanenn,E.C. Tasnoscxun,(g*3T®31 ,927,1956) 和 1. A. Kupxuun( RITO32, 
115,1957) 作 出 - 
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1 5 
= -FUn-6T 


同时 ,按照 位 力 定理 ( 见 《 力 学 》$ 10) ,对 按 库仑 定律 相互 作用 的 多 粒子 系统 而 
言 ,我 们 有 27= -U= -UU... 结果 得 


Us = -TU 


$71 近 核 处 的 外 电子 波 函 数 


我 们 已 经 看 到 ,根据 托马斯 - 费 米 模型 ,复杂 原子 (2 很 大 ) 中 的 外 电子 主 
要 处 于 离 核 "~ 1 的 距离 处 @. 但 是 ,原子 的 很 多 性 质 主要 取决 于 原子 核 附近 的 
电子 密度 ;我 们 将 在 $72 和 8$ 120 中 考虑 这 些 性 质 . 为 了 确定 这 个 密度 的 数量 
级 ,我 们 来 追究 " 从 远 距 离 (r ~ 1) 变 到 近 距 离 时 ,原子 内 电子 波 函 数 yw(7) 的 
变化 . 

在 r~1 的 区 域内 , 核 场 受到 其 余 电子 的 屏蔽 ,因而 势能 

U(r) Sa 
r 
这 个 场 内 电子 能 级 的 能 量 值 E ~1. 在 电荷 为 Z 的 场 内 , 当 距 离 具 有 玻 尔 半径 的 
数量 级 + ~ 去 时 , 核 场 可 以 看 成 是 未 屏 项 的 :0 = - 世 在 过 渡 区 域 1/2 <<r <<1 


内 ,势能 1U1 已 比 电子 能 量 E 大 很 多 ,并 且 条 件 
和 本 了 


np dr 
(p 为 动量 ) 得 以 满足 ,因此 电子 的 运动 是 准 经 典 的 . 球 对 称 的 准 经 典 波 函数 为 


1 1 1 
ly 1 To 当 广 <<r <<1 时 . 人 


式 中 系数 的 数量 级 ( ~1) 是 由 r ~1 时 少 ~1 的 波 函数 “衔接 "条 件 确定 的 . 
r~1/Z 时 ,根据 (71.1) 式 (把 U= -Zr 代入 式 中 ) 的 数量 级 , 即 得 近 核 处 
的 波 函 数 的 值 :®@ 





w (去 ) -vZ， (71.2) 


根据 有 心力 场 内 的 波 函 数 一 般 性 质 ( $ 32) , 当 距 离 进一步 减 小 时 ,yw(7) 或 者 在 
数量 级 上 保持 为 常数 (对 s 电子 ) ,或 者 开始 减 小 ( 当 1z0 时 ). 


四 ”在 这 一 节 内 ,我 们 采用 原子 单位 . 
@ 为 了 求 出 此 式 中 的 系数 ( 当 r~1 区 域内 的 波 函 数 为 已 知 时 ), 尚 需 利用 +r<1/Z 区 域内 的 
(36.25) 式 . 


$72 原子 能 级 的 精细 结构 * 247 





电子 处 于 "< 去 区 域内 的 概率 为 


wy -去 (71.3) 


当然 ,(71.2),(71.3) 式 只 确定 了 这 些 量 随 Z 值 的 增 大 而 作出 的 系统 性 变 
化 ,并 没有 计 及 从 一 个 元 素 过 渡 到 下 一 个 元 素 时 的 非 系 统 性 变化 . 


$572 原子 能 级 的 精细 结构 


关于 电子 相对 论 性 相互 作用 的 公式 推导 ,属于 本 教程 下 一 卷 的 内 容 ( 见 第 
四 卷 ,8$33 和 § 83). 这 里 只 把 与 原子 谱 项 有 关 的 效应 做 一 些 一 般 介 绍 . 我 们 发 
现 ,原子 哈密 顿 量 中 的 相对 论 项 可 以 分 成 两 类 ,其 中 的 一 类 含有 粒子 自 旋 算 符 的 
线性 项 , 另 一 类 则 包含 它 的 二 次 项 . 前 一 类 相当 于 电子 轨道 运动 和 它 的 自 旋 间 的 
相互 作用 ( 称 为 自 旋 轨 道 作 用 ). 后 一 类 相当 于 电子 自 旋 间 的 相互 作用 ( 自 旋 - 
自 旋 作用 ). 这 两 类 相互 作用 ,相对 于 we 而 言 (电子 速度 与 光速 之 比 ) ,具有 相 
同 的 数量 级 (二 级 的 ) ;但 在 实际 上 , 自 旋 轨道 作用 在 重 原子 中 远 超过 自 旋 - 自 
旋 作 用 . 这 是 因为 自 旋 轨道 作用 随 着 原子 序 Z 的 增 大 而 迅速 增 大 ,然而 自 旋 间 
作用 基本 上 不 依赖 于 Z( 见 后 ). 

自 旋 轨道 作用 的 算 符 形式 为 

六 = 汪 网 (72.1) 


( 立 是 对 原子 中 的 所 有 电子 求 和 ) , 式 中 的 .是 电子 自 施 算 符 ,4, 是 某 种 " 轨 


道 " 算 符 , 也 就 是 作用 在 坐标 函数 上 的 一 个 算 符 . 在 自治 场 近似 中 ,4, 算 符 与 电 
子 轨道 角 动量 算 符 忆 成 正比 ,此 时 可 把 久 写 成 
= Tai, 5， (72.2) 

求 和 式 中 的 系数 可 以 通过 自治 场 中 的 电子 势能 U(7) 表 成 如 下 的 形式 : 
四 
机 
由 于 | V(r) | 随 r 的 增 大 而 减 小 ,所 有 的 a。 >0. 

把 相互 作用 (72. 1) 看 作 微 扰 时 ,为 了 计算 其 能 量 ,我 们 必须 把 它 对 未 扰 态 
求 平均 . 这 个 能 量 的 主要 贡献 此 时 来 自 近 核 区 ,对 电荷 为 Ze 的 核 , 这 个 区 域 的 距 
离 具 有 玻 尔 半径 ( ~ ) 的 数量 级 . 在 这 区 域内 , 核 场 几乎 不 受 屏蔽 ,因而 势 


ZFme 
能 为 


(72.3) 


a, 





248 第 + 章 原 于 





于 是 
PU 4 /Tme! 
“元 2 和 
上 式 乘 以 核 附近 发 现 电子 的 概率 w 即 得 a 的 平均 值 . 按照 (71.3)w ~ Z ,因此 
最 后 求 得 电子 的 自 旋 轨道 相互 作用 能 为 
ls 全 me 
hic rr 

这 就 是 说 , 它 和 原子 内 的 外 电子 的 基本 能 量 ( - me*/ 记 ) 相差 一 个 (Ze*/hc)? 因 
子 . 这 个 因子 随 着 原子 序 的 增长 而 迅速 增长 ,对 于 重 原子 达到 1 的 数量 级 . 

算 符 (72. 2) 对 电子 未 扰 态 的 具体 平均 是 分 两 步 进行 的 . 第 一 步 , 先 对 总 角 
动量 和 总 自 旋 的 绝对 值 给 定 为 上 和 5 但 其 方向 不 确定 的 那些 电子 态 求 平均 .六 
经 过 这 样 的 平均 以 后 还 是 一 个 算 符 , 但 是 这 个 算 符 现在 不 是 通过 单个 电子 的 算 
符 表达 出 来 ,只 能 通过 标志 整个 原子 的 算 符 表达 出 来 . 这 些 算 符 就 是 志和 8 我 
们 把 经 过 平均 以 后 的 自 旋 轨道 作用 算 符 记 作 六 ,. 它 对 $ 呈 线 性 ,具有 下 列 形 式 ， 

太 =45 .， (72.4) 

式 中 的 4 是 标志 所 给 (未 分 裂 ) 谱 项 的 一 个 常数 , 亦 即 依赖 于 S 和 了 但 和 原子 总 
角 动 量 ] 无 关 的 一 个 常数 〇 . 

为 了 算出 简 并 能 级 (具有 给 定 的 S 和 工 值 ) 的 分 裂 值 ,必须 求解 算 符 (72.4) 
的 矩阵 元 所 组 成 的 久 期 方程 . 但 在 目前 情况 下 ,我 们 早已 知道 了 使 V, 和 矩阵 旦 对 
角形 式 的 正确 零 级 近似 波 函 数 . 这 就 是 总 角 动 量 / 具有 定 值 的 状态 波 函 数 . 对 这 
样 的 态 求 平均 ,相当 于 把 $ .过 算 符 换 成 它 的 本 征 值 ,根据 普遍 公式 (31.2) ,这 
个 本 征 值 等 于 

元 $= 广 [J(J+1) -L804 


由 于 上 和 5 值 对 一 个 多 重 线 的 各 个 组 分 讲 来 都 是 一 样 的 ,我 们 所 关心 的 又 只 是 
它们 的 相对 位 置 ,因此 ,可 把 多 重 分 裂 的 能 量 写成 以 下 形式 : 


了 4JG+D， (72.5) 


外 为 了 弄 清 这 个 算 符 的 含义 ,我 们 注意 到 ,量子 力学 中 的 平均 化 相当 于 取 某 个 合适 的 对 角 和 矩阵 元 ， 
部 分 平均 化 相当 于 取 一 组 矩阵 元 ,这些 矩 阵 元 对 描述 系统 状态 的 一 部 分 量子 数 讲 来 是 对 角 的 . 例如 ,在 目 
前 情形 下 , 算 符 (72.2) 的 平均 相当 于 构造 一 个 矩阵 , 它 由 和 矩阵 元 (nM'pa's | Yu |nMiMs) 所 组 成 ,其 中 
Mi,M', 和 MMs ,MW'* 具 有 各 种 可 能 的 数值 ,但 对 其 余 量 子 数 (我 们 用 “代表 这 组 量子 数 ) 则 是 对 角 的 . 与 此 


相应 ,(72.4) 中 的 5 和 工 算 符 可 以 看 作 和 矩阵 《M's | S|Ms》 和 (WM'| 工 |M,) ,其 矩阵 元 已 由 (27.13) 式 给 
出 . 在 以 后 的 某 些 处 理 中 ,同样 需要 这 种 分 步 平均 化 的 手段 . 
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两 个 相 邻 组 分 (量子 数 为 和 J -1 的 组 分 ) 的 间距 因而 为 
AE,,., =AJ, (72.6) 
这 个 公式 称 为 朗 德 间距 定 则 (1923 ). 

常数 4 可 以 是 正 的 ,也 可 以 是 负 的 .4 >0 时 ,多 重 能 级 的 最 低 组 分 具有 最 小 
的 / 值 , 即 J= 以 -31; 这 样 的 多 重 线 称 为 正 多 重 线 . 如 果 4 <0, 多 重 线 的 最 低 组 
分 则 为 J=L+5 的 能 级 ;这 样 的 多 重 线 称 为 倒 多 重 线 . 

如 果 一 个 原子 只 有 一 个 未 满 壳 层 ,对 这 种 原子 的 基态 讲 来 , 容易 确定 4 的 
符号 . 如 果 这 个 未 满 壳 层 中 所 装 的 电子 数 没 有 超过 一 半 , 则 按 洪 德 定 则 ( 8$ 67) ， 
其 中 所 装 的 nn 个 电子 的 自 旋 相互 平行 ,使 得 总 自 旋 具 有 最 大 可 能 值 S = w/2. 把 
$s。=S/n 代入 (72.2) 并 把 a,( 对 同一 壳 层 内 的 所 有 电子 讲 来 ,a 是 相同 的 ) 移 到 
求 和 号 外 , 即 得 

= 
亦 即 4=a/25 >0. 如 果 该 壳 层 填充 过 半 , 则 在 (72.2) 式 中 事先 加 进 一 个 对 空位 
(未 满 壳 层 中 的 空 穴 ) 求 和 之 项 ,随即 把 它 减 去 . 由 于 满 壳 层 的 = 0, 结 果 使 六 
算 符 具有 只 对 空 穴 求 和 的 形式 
六 =- Sabi, 
原子 的 总 自 旋 和 总 轨道 角 动 量变 成 S= - 》 $5。 和 LL=- 4. 再 用 以 前 的 方 


法 , 即 得 4= -a/25, 即 A<0. 

根据 以 上 的 分 析 , 对 于 只 含 一 个 未 满 壳 层 的 原子 讲 来 ,可 以 得 出 一 个 简单 的 
规则 ,用 以 给 出 该 原子 的 基态 J 值 . 如 果 这 个 未 满 壳 层 中 的 电子 数 没有 超过 该 过 
层 所 能 容纳 的 最 大 电子 数 的 一 半 , 则 了 = 1L -5S1; 如 果 该 沉 层 超过 了 半 满 , 则 J = 
了 +S. 

我 们 早已 指出 过 , 自 旋 - 自 旋 作 用 不 同 于 自 旋 轨 道 作 用 , 它 基本 上 不 依赖 于 
2. 它 是 电子 间 的 一 种 直接 作用 ,显然 不 会 包含 核 场 . 

对 自 旋 - 自 旋 作用 算 符 求 平均 ,与 (72.4) 式 相 类 似 ,得 到 的 表 式 将 是 $ 的 
二 次 式 . 信和 (§ . 工 )* 都 是 $ 的 二 次 式 . 前 者 的 本 征 值 与 了 无关, 不 会 给 出 谱 项 
的 分 裂 . 因此 ,可 把 它 略 去 ,而 写成 

,=B(S. £). (72.7) 

其 中 的 8 是 一 个 常数 . 这 个 算 符 的 本 征 值 中 含有 与 无 关 的 项 ,以 及 与 
J(J+1) 成 正比 的 项 ,最 后 ,还 有 与 (J+1)? 成 正比 的 一 项 . 其 中 的 第 一 项 并 不 
引起 分 裂 , 我 们 不 感 兴趣 ;第 二 项 可 以 包括 在 (72. 5) 式 内 ,只 是 改变 了 一 下 常数 
4. 最 后 ,第 三 项 给 出 的 能 量 为 
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BF (T+1). (72.8) 


$ 66 一 $ 67 中 讨论 的 原子 能 级 构造 方案 ,是 以 下 列 假定 为 基础 的 , 即 把 电 
子 的 轨道 角 动 量 相 加 成 为 原子 的 总 轨道 角 动 量 工 ,并 把 它们 的 自 旋 相 加 成 为 总 
自 旋 5. 我 们 早已 指出 过 ,这 种 做 法 ,只 有 当 相对 论 效应 很 小 时 才 是 合理 的 ;更 确 
切 地 说 ,精细 结构 的 间距 必须 远 小 于 三 和 $ 值 不 同 的 那些 能 级 之 间 的 间距 . 这 样 
的 近似 , 称 为 罗素 - 桑 德 斯 情形 ,也 称 为 “LS 耦合 ”… 

但 在 实际 上 ,这 种 近似 的 适用 范围 是 有 限 的 . 轻 原子 的 能 级 是 按 LS 看 合 排 
列 的 ,但 当 原子 序 增 大 时 ,原子 中 的 相对 论 相互 作用 增强 起 来 ,罗素 - 桑 德 斯 近 
似 就 变 得 不 适用 了 @. 还 应 注意 的 是 ,这 种 近似 特别 不 适用 于 高 激发 的 能 级 ,此 
时 ,原子 中 的 一 个 电子 处 于 n 值 很 大 的 态 中 ,从 而 基本 上 远离 原子 核 ($68). 这 
个 电子 和 其 它 运动 电子 间 的 静电 作用 比较 弱 ; 可 是 , “原子 实 "中 的 相对 论 相互 
作用 并 不 因此 减 小 . 

在 相反 的 极端 情形 下 ,相对论 作用 远 超过 静电 作用 (更 精确 地 说 , 远 超 过 依 
赖 于 上 和 S 的 那 部 分 能 量 ). 这 个 时 候 , 我 们 不 能 把 轨道 角 动 量 和 自 旋 分 开 来 处 
理 ,因为 它们 不 再 守恒 . 每 个 单 电子 用 它 的 总 角 动 量 j 来 标志 ,由 j 相 加 成 为 原子 
的 总 角 动 量 /. 原子 能 级 的 这 种 构造 方式 称 为 "六 耦合 ". 实际 上 ,我 们 并 没有 在 
纯 态 中 碰 到 过 方 耦合 ,但 是 介 于 LS 和 六 耦合 之 间 的 各 种 耦合 方式 , 曾 在 极 重 原 
子 的 能 级 中 观测 到 @@. 

还 有 一 种 独特 的 耦合 方式 , 曾 在 某 些 高 激发 态 中 观测 到 , 此 时 的 “原子 实 ” 
仍 可 处 于 罗素 - 桑 德 斯 态 中 ,也 就 是 以 了 上 和 3 值 为 标志 的 态 中 ,但 是 它 与 高 激发 
电子 间 的 耦合 则 是 方 型 的 ;其 原因 仍 是 由 于 这 个 电子 的 静电 作用 比较 弱 . 

氢 原 子 能 级 的 精细 结构 具有 某 些 特殊 性 . 它 将 在 本 教程 的 第 四 卷 中 作出 精 
确 计算 ( 第 四 卷 , $34). 这 里 只 须 指出 ,当主 量子 数 n 给 定 后 ,能 量 只 与 电子 的 
总 角 动 量 j 有 关 . 因此 , 它 的 能 级 简 并 度 并 没有 完全 消除 掉 ; 对 一 个 具有 给 定 n 
和 j 值 的 能 级 讲 来 ,就 有 轨道 角 动 量 为 1=j +1/2 的 两 个 态 ( 除 非 j 值 等 于 n- 


方 ,这 是 给 定 后 的 最 大 j 值 ). 例如 ,n =3 的 能 级 分 列 成 为 三 个 能 级 ,其 中 的 
中 ,及 态 属于 一 个 能 级 ,p} 和 册 态 属于 另 一 个 能 级 ,d; 则 属于 第 三 个 能 级 . 


D H.N.Russell,F. A. Saunders,1925. 

加 ”但 是 必须 指出 ,尽管 描述 这 个 耦合 方式 的 定量 公式 不 适用 了 ,但 按 这 种 耦合 方案 给 出 的 能 级 分 
类 ,对 较 重 的 原子 特别 是 对 它 的 那些 最 低 态 (包括 基态 ) 而 言 , 仍 可 能 有 意义 . 

图 关于 各 种 耦合 方案 及 其 定量 方面 的 问题 , 详 见 下 书 :E. U. Condon, G. H. Shortley; The Theory of 
Atomie Spectra ，Cambridge University Press, 1935. 
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元 素 按 原子 序 的 递增 次 序 排列 以 后 ,呈现 出 性 质 上 的 周期 性 变化 ,要闻 明 
这 种 变化 的 本 质 ,必须 研究 原子 的 各 个 电子 壳 层 逐步 被 填充 时 的 特点 . 周期 系 的 
理论 是 由 玻 尔 到 提出 的 . 

从 一 个 原子 过 渡 到 下 一 个 原子 时 ,电荷 增加 1, 并 有 一 个 电子 添 和 人 壳 层 中 . 
初 想 起 来 ,每 个 相继 添 人 的 电子 , 它 的 结合 能 似 应 随 原子 序 的 增 大 而 单调 地 递 
增 .但 实际 变化 却 完全 不 是 这 样 . 

基态 氢 原 子 中 ,只 有 一 个 处 于 1s 态 的 电子 .下 一 个 元 素 氮 的 原子 中 ,添加 了 
另 一 个 1s 电子 ,可 是 氨 原 子 内 每 个 ls 电子 的 结合 能 要 比 氧 原子 内 的 电子 结合 
能 大 很 多 . 这 是 一 种 自然 的 结果 ,因为 氢 原 子 内 电子 所 处 的 电场 不 同 于 添加 到 
He “离子 内 的 一 个 电子 所 处 的 电场 . 这 两 个 电场 在 远 距 处 近似 地 相同 ,但 在 近 核 
处 ,Z =2 的 He “离子 的 电场 则 比 2 = 1 的 氢 核 场 强 得 多 . 在 锂 原子 (Z =3) 中 ,第 
三 个 电子 只 能 填 人 2s 态 ,因为 1s 态 中 不 可 能 同时 存在 比 两 个 多 的 电子 . 对 一 个 
给 定 的 Z 值 而 言 ,2 能 级 高 于 ls 能 级 ;但 这 两 个 能 级 都 随 核电 荷 的 增加 而 下 降 . 
但 从 2 =2 过 渡 到 2Z=3 时 ,前 一 种 效应 是 主要 的 ,所 以 Li 原子 中 第 三 个 电子 的 
结合 能 远 小 于 氨 原 子 中 电子 的 结合 能 . 再 往 下 ,从 Be(Z =4) 原子 到 Ne(Z =10) 
原子 , 先 填 人 一 个 2s 电子 ,再 陆续 填 人 6 个 2p 电子 . 这 些 电子 的 结合 能 ,由 于 核 
电荷 的 增 大 而 平均 地 增 大 . 再 下 一 个 电子 的 添 人 , 轮 到 Na(Z =11) 原 子 , 它 只 能 
填 到 3s 态 , 由 于 这 个 填 人 更 高 壳 层 内 的 效应 要 大 于 核电 荷 增 大 的 效应 ,所 以 结 
合 能 再 次 显著 地 下 降 . 

电子 壳 层 的 上 述 填充 图 像 反 映 了 各 元 素 构成 的 整个 系列 的 特征 . 全 部 电子 
态 可 以 分 成 若干 个 依次 被 填充 的 组 , 当 每 组 中 的 各 态 依次 被 填充 时 ,结合 能 平均 
地 增 大 ,但 当 轮 到 下 一 组 的 态 开始 被 填充 时 ,结合 能 又 显著 地 下 降 . 

图 24 是 用 光谱 学 数据 绘 出 的 元 素 电离 势 ; 这 些 电离 势 确定 了 一 个 元 素 过 渡 
到 下 一 个 元 素 时 所 填 人 电子 的 结合 能 . 

各 种 不 同 的 态 按 下 列 方 式 分 成 若干 个 依次 被 填充 的 组 : 


D lH.Mennenees,1869. 
@ N. Bohr,1922. 
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6s,4f,5d,6p- 
Ts,6d,5f… … 

第 一 组 被 H 和 He 填充 完毕 ;第 二 组 和 第 三 组 的 填充 相当 于 周期 表 中 的 前 两 个 
( 短 ) 周 期 ,每 个 周期 含有 8 个 元 素 . 随后 是 两 个 长 周期 ,每 个 周期 含有 18 个 元 
素 ,还 有 一 个 包括 稀土 元 素 在 内 的 长 周期 , 共 含 32 个 元 素 . 最 后 一 组 的 态 对 自然 
界 的 现 有 元 素 (以 及 人 造 的 超 铀 元 素 ) 讲 来 还 未 被 填 满 . 

为 了 理解 每 组 的 态 被 陆续 填充 时 元 素性 质 上 的 变化 ,指出 d 和 f 态 不 同 
于 s 和 p 态 的 下 列 特性 是 十 分 重要 的 . 对 重 原子 内 的 一 个 电子 讲 来 ,有 心力 场 
(由 静电 场 及 离心 场 相 加 而 成 ) 的 有 效 势 能 曲线 ,在 原点 附近 有 一 个 急剧 的 近 
平 垂直 的 下 降 , 降 到 某 一 很 深 的 极 小 值 后 ,再 回升 起 来 ,然后 渐 近 地 趋 于 零 . 对 
于 s 态 和 p 态 ,这 些 曲线 的 上 升 部 分 彼此 靠 得 很 近 . 这 就 表明 ,这 些 态 中 的 电 
子 与 原子 核 的 距离 差不多 相等 . 反之 ,d 态 特 别 是 了 态 的 曲线 要 向 左 移 得 很 多 ; 
这 些 曲 线 所 确定 的 “经 典 通 区 " , 比 具有 同一 电子 总 能 量 的 各 s 态 和 p 态 更 为 
靠近 原子 核 . 换 句 话说,d 态 和 f 态 的 电子 ,大 体 上 要 比 s 态 和 Pp 态 的 电子 更 加 
靠近 原子 核 . 

原子 的 许多 性 质 (包括 元 素 的 化 学 性 质 , 见 § 81) 主要 取决 于 电子 壳 层 的 外 
党 层 . 从 这 一 点 讲 来 ,d 态 和 f 态 的 上 述 特 点 是 非常 重要 的 . 例如 , 当 4f 态 开始 填 
充 时 ( 见 下 面 的 稀土 元 素 ) ,新 添 入 的 电子 要 比 先 填 人 的 电子 更 加 靠近 原子 核 ， 
结果 ,使 这 些 新 添 电子 对 元 素 的 化 学 性 质 差不多 不 发 生 影响 ,所 有 的 稀土 元 素 就 
有 十 分 相似 的 化 学 性 质 . 

含有 闭合 4 壳 层 和 闭合 f 壳 层 (或 者 完全 不 含 这 些 壳 层 ) 的 元 素 , 称 为 主 族 
元 素 ;d 和 f 态 正在 填充 中 的 元 素 称 为 过 渡 族 元 素 . 我 们 最 好 把 这 两 族 元 素 分 开 
来 考虑 . 

先 考虑 主 族 元 素 . 所 和 氨 具 有 下 列 基态 

iH:1s’S,,,, ,He:1s’'S, 

(化 学 符号 左下 角 的 数字 代表 原子 序 ). 其 余 主 族 元 素 的 电子 组 态 见 表 3. 
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表 3 主 族 元 素 中 原子 的 电子 组 态 
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每 个 原子 的 闭合 壳 层 见 表 中 该 行 及 以 上 各 行 的 右 端 . 它 的 未 满 沉 层 的 电子 
组 态 见 同 列 之 首 ,这 些 态 中 电子 的 主 量子 数 见 同行 的 左 端 . 整个 原子 的 基态 见 表 
底 . 例如 , 铝 原子 的 电子 组 态 为 13*2s*2p"3s*3p?P,. 

基态 原子 的 上 和 $ 值 可 按 洪 德 定 则 ( $ 67 ) 确定 (电子 的 组 态 为 已 知 ) ,J/ 值 
则 按 $72 中 指出 的 规则 确定 . 

惰性 气体 的 原子 ( He,Ne,Ar,Kr,Xe,Rn) 在 表 中 占有 特殊 的 地 位 :每 个 原子 
正好 是 把 (73. 1) 中 列举 的 一 个 组 态 完全 填 满 . 它们 的 电子 组 态 具 有 异常 的 稳定 
性 (它们 的 电离 势 在 其 所 属 的 系 内 都 是 最 大 的 ). 这 就 产生 了 这 些 元 素 的 化 学 
情 性 . 

我 们 看 到 , 主 族 元 素 中 不 同 态 的 填充 次 序 是 极 有 规则 的 :对 每 一 个 主 量子 数 
n 而 言 , 总 是 先 填 s 态 再 填 p 态 . 这 些 元 素 的 离子 的 电子 组 态 也 是 很 有 规则 的 
(直到 把 d 或 人 壳 层 中 的 电子 电离 掉 为 止 ) :每 个 离子 具有 和 前 一 个 原子 相应 的 
组 态 . 例如 ,Mg 离子 具有 Na 原子 的 组 态 ,Mg ”离子 具有 Ne 原子 的 组 态 . 

现在 来 考虑 过 渡 族 元 素 . 3d,4d,5d 壳 层 正在 填充 中 的 元 素 分 别称 为 铁 族 ， 
铝 族 和 铂 族 元 素 . 表 4 中 列 出 了 这 几 族 元 素 的 电子 组 态 及 原子 谱 项 ,它们 是 从 光 
谱 学 数据 得 知 的 . 由 表 4 可 知 ,d 壳 层 的 填充 要 比 主 族 元 素 中 s 和 P 壳 层 的 填充 
不 规则 得 很 多 . 表 中 有 一 个 主要 特征 是 s 态 和 d 态 间 的 “竞争 "现象 . 这 表现 于 下 
列 事实 , 当 p 增加 时 ,往往 不 按 正规 次 序 填 成 ds 组 态 ,而 出 现 中”s 型 或 由 型 
的 组 态 . 例如 , 铁 族 元 素 中 ,Cr 原子 的 组 态 是 3d 4s 而 不 是 3d 4s ;在 含有 8 个 d 
电子 的 Ni 之 后 ,立刻 是 4 壳 层 被 完全 填 满 的 Cu 原子 ( 铜 原子 因此 放 在 主 族 
中 ). 这 样 的 不 规则 性 也 能 在 离子 的 谱 项 中 观察 到 :这 些 离子 的 电子 组 态 , 一 般 
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讲 来 ,与 前 一 个 原子 的 组 态 并 不 完全 一 致 . 例如 ,V* 离子 具有 3d* 的 组 态 ( 不 是 
人 i 原子 的 3d'4s" 组 态 ) ; Fe "离子 具有 3d*4s 的 组 态 ( 不 是 Mn 原子 的 3d’4s* 组 
态 ). 我 们 可 以 指出 ,在 晶体 及 溶液 中 所 有 自然 状态 的 离子 ,它们 的 未 满 壳 层 中 
只 含 d 电子 (不 含 s 或 p 电子 ). 例如 ,晶体 或 溶液 中 找到 的 铁 离 子 只 有 Fe*'* 和 
Fe … ,它们 的 组 态 分 别 为 345 和 3d:. 

表 4 铁 族 ,把 族 和 铀 族 元 素 中 原子 的 电子 组 态 














铁 族 
| | 
A | 3 3d:4s | 3d’4s’ | 3d’4s | 3d’4s* | 3d’4s’ | 3d’4s* | 3d'4s* 
Dy | °F, ‘Fa |'s, ‘Ss “D， “Fo “PR 
一 一 L 
色 族 
eS | ozZr |.Nb |oMo |oTe |uRu | Rh | wpd 





Kr 这 层 + | 4as: | aarss? | aarss | aasse | 4as: | aarss | 4arss | 4ar 














D,, ™F, “Dis 's, “Sy Fs Fw So 
铂 族 
a 
sla 
Xe 壳 层 + se 
‘Ds 
I 
vio on | "at | se | 
Xe 学 层 +4f + | 5d6s | sage | sges: | sa'6s | sd6e | sdr6s | sarew | sares 


























Dy | °F, ‘Fn | "Du “Sw, D, “Fn DD, 


类 似 的 情况 也 出 现在 45 壳 层 的 填充 中 ,这些 元 素 称 为 稀土 族 元 素 ( 表 5)@. 
4f 壳 层 的 填充 也 是 不 太 规则 的 ,其 特点 是 4f,5d 和 6s 态 间 的 “竞争 ”. 


外 有 些 化 学 书 上 往往 把 Lu 也 算 在 稀土 元 素 内 . 但 这 是 不 正确 的 ,由 于 Lu 中 的 4f 壳 层 已 被 填 满 ; 因 
此 必须 按 表 4 所 示 放 在 铂 族 内 . 
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表 5 稀土 族 元 素 中 原子 的 电子 组 态 





| | | | | ks 





4f5d6s’ | 466s | 4f6s | 4f°6s* | 456s | 4P6s 
'G, “ha 1 ‘Ha | Fo ‘Sn 





Xe 壳 层 + 
Wea | | | 





405d6s | 496s | 4f"6s’ | 4f06s | 4f26s3 | 4f2682 | 4f'*6s’ 
DD | “Ha | 1 Tsa | "He | “Fn 'S, 
































最 后 一 族 过 渡 元 素 是 从 钢 开 始 的 . 与 稀土 族 元 素 相 类 似 , 钢 族 元 素 填充 着 
6d 和 5f 帝 层 ( 表 6). 
作为 本 节 的 结束 ,我 们 来 讨论 一 下 托马斯 - 费 米 方法 的 一 个 有 趣 应 用 . 我 们 
看 到 ,p 壳 层 中 的 电子 首先 出 现在 第 五 号 元 素 B( 硼 ) 中 ,d 电子 首先 出 现在 Z = 
21 的 Se( 镜 ) 中 ,电子 首先 出 现在 2 =58 的 Ce( 希 ) 中 . 这 些 2 值 可 用 托马斯 - 
费 米 方法 预言 出 来 ,其 法 如 下 . 
表 6 钢 族 元 素 中 原子 的 电子 组 态 








复杂 原子 内 轨道 角 动量 为 1 的 电子 是 以 下 列 有 效 势能 运动 的 D: 

1 2 
es) 

2 

第 一 项 是 托马斯 - 费 米 势 p(7) 所 描述 的 电场 中 的 势能 . 第 二 项 是 离心 能 ,因为 
运动 是 准 经 典 的 ,所 以 其 中 的 K1+ 1) 已 改 为 (1+ 二 】 . 由 于 原子 中 的 电子 总 能 
量 是 负 的 ,如 果 U1(7) 对 所 有 的 讲 来 都 有 以 (r) >0(Z 和 1 为 给 定 ) ,那么 该 原 
子 中 显然 不 可 能 存在 具有 所 给 ! 值 的 电子 . 如 果 固 定 1 值 而 变 Z ,我们 发 现 , 当 Z 


值 足 够 小 时 ,实际 上 到 处 都 有 U,(r) >0. 当 2 值 增 大 达到 某 一 值 时 ,U, = U(r) 
曲线 开始 和 横 轴 相 接触 ;Z 值 再 大 时 ,就 会 出 现 U,(r) <0 的 区 域 . 因此 具有 给 定 





U(r)= -92(r) + 





@ 和 $70 一 样 ,我 们 采用 原子 单位 . 
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7 值 的 电子 首次 在 原子 中 出 现时 所 需 的 Z 值 ,是 由 VU,(7) 曲线 与 模 轴 相 切 的 条 件 
确定 的 ,也 就 是 由 以 下 两 式 确定 的 : 








把 (70.6) 式 的 势 代 人 上 式 ,得 下 列 方程 : 





1 

273 到 

pe (1+ ) 
i 


(73.2) 





了 


1 
zs) ~X(#) 本 ( 生 | (1+3) y 


第 一 式 的 两 边 除 以 第 二 式 的 两 边 , 即 得 * 的 方程 式 


1 
X(*) EW 


然后 ,用 (73.2) 的 第 一 式 求 Z. 数 值 计算 后 ,得 
2Z=0.155(21+1)’, 
这 个 式 子 表 出 了 具有 给 定 1 值 的 电子 首次 在 原子 中 出 现时 的 Z 值 ; 其 误差 约 10%. 
如 果 把 系数 0. 155 改 成 0.17, 可 得 很 精确 的 结果 : 
Z=0.17(21+1)’, (73.3) 
1=1,2,3 时 ,上 式 四 会 五 人 取 最 近 整 数值 后 , 即 得 正确 值 5,21,58.1=4 时 ， 
(73.3) 式 给 出 Z =124; 这 表明 g 电子 要 在 第 124 号 元 素 中 才能 首次 出 现 . 
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原子 中 内 电子 的 结合 能 如 此 之 大 ,以 致 当 这 样 一 个 内 电子 跃迁 到 未 满 的 外 
壳 层 中 (或 脱离 原子 ) 时 ,这 个 受 激 原子 (或 离子 ) 相 对 子 电 离 来 讲 将 处 于 力学 上 
的 不 稳定 状态 ,伴随 着 这 种 电离 ,将 发 生 电子 壳 层 的 重建 并 形成 稳定 的 离子 . 但 
由 于 原子 中 电子 间 的 相互 作用 比较 弱 , 产 生 这 种 跃迁 的 概率 比较 小 ,因而 激发 态 
的 寿命 7 比较 长 . 由 于 能 级 “宽度 " ji/r 比较 小 ( 见 §44) ,我 们 就 有 理由 把 具有 
受 激 内 电子 的 原子 能 量 ,看 作 该 原子 的 一 些 “ 准 定 态 " 离 散 能 级 . 这 些 能 级 称 为 
X 射线 谱 项 中 . 


人 @@ 这 个 名 称 的 来 源 , 是 由 于 这 些 能 级 间 的 跃迁 引起 该 原子 发 射出 X 射线 . 
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X 射线 谱 项 的 分 类 ,主要 根据 移 去 电子 的 那个 封闭 壳 层 ,也 就 是 形成 “ 空 
穴 " 的 那个 电子 壳 层 而 定 . 至 于 这 个 电子 究竟 移 到 了 哪 一 个 外 壳 层 ,这 对 原子 的 
能 量 几乎 没有 什么 影响 ,因而 是 不 重要 的 . 

填 满 某 一 壳 层 的 一 组 电子 ,它们 的 总 角 动 量 等 于 零 . 去 掉 一 个 电子 以 后 ,这 


个 这 层 获得 某 一 角 动 量 j. 对 (n,1) 壳 层 讲 来 , 角 动 量 j 显然 可 取 1 二 两 个 值 . 因 


此 ,所 得 的 能 级 可 以 记 作 lsia,2sia2pia,2pia ,其 中 的 7 值 是 作为 下 标 附 记 在 
指示 空 穴 所 在 的 字母 下 的 . 但 在 习惯 上 ,常用 以 下 的 专门 记号 代表 这 些 能 级 ; 


ls 28, 2pia，2pia，3sip，3pip，3pia，3dm，3dia 
mn ee Mr MM WM Me 


n=4,5,6 的 能 级 相应 地 用 N,0,P 等 字母 标记 之 . 

nn 值 相同 的 那些 能 级 彼此 靠 得 很 近 ( 用 同一 大 写字 母 标记 之 ) ,而 与 不 同 
nn 值 的 那些 能 级 远离 . 其 原因 在 于 这 些 内 电子 离 核 相对 来 说 较 近 ,电子 所 处 的 场 
差不多 是 未 屏蔽 的 核 场 . 与 此 相应 ,它们 的 态 是 “类 氢 " 态 ,它们 的 能 量 在 一 级 近 
似 中 等 于 -2Z*/2n*( 用 原子 单位 ) ,也 就 是 只 和 nn 有 关 . 考虑 了 相对 论 效应 以 后 ,j 
值 不 同 的 谱 项 就 彼此 分 开 (参阅 $72 关于 氢 原 子 能 级 精细 结构 的 讨论 ) ,例如 ， 
LI 与 I 分开;M ,Mu 与 Ma ,Mn 分开 . 这 样 的 一 对 能 级 称 为 相对 论 双 线 ,/ 
值 相同 ! 值 不 同 的 谱 项 (例如 L 和 Lv ,M 和 M ) ,它们 的 分 裂 是 由 于 内 电子 所 
处 的 场 已 与 核 库仑 场 有 所 不 同 ,也 就 是 这 时 计 及 了 该 电子 与 其 它 电 子 的 相互 作 
用 . 这 样 的 一 对 能 级 称 为 屏蔽 双 线 . 其 余 电子 在 核 附近 产生 的 势 是 电子 * 类 氧 " 
能 量 的 主要 修正 项 , 它 与 2.? 成 正比 [ 见 (70.8)]. 但 由 于 这 个 修正 项 既 和 n 无 
关 , 也 和 1 无 关 , 它 并 不 影响 到 能 级 间距 . 因此 ,能 级 差 的 主要 修正 项 来 自 一 个 电 
子 与 其 邻近 电子 间 的 相互 作用 . 由 于 内 电子 间 的 间距 + ~ 1/Z( 在 电荷 为 Z 的 声 
内 的 玻 尔 半径 ) ,上 述 作用 的 能 量 为 ~1/r ~ Z. 考虑 了 这 个 修正 后 ,在 同样 的 精 
度 内 ,可 以 把 X 射线 谱 项 的 能 量 写作 - (2 -8)*/2r ,其 中 的 8=8(n,1) 是 一 个 
比 Z 小 很 多 的 量 ,可 看 作 核电 荷 的 屏蔽 值 . 

除了 电子 壳 层 内 一 个 “ 空 穴 "的 X 射线 谱 项 外 ,也 可 能 存在 两 个 和 三 个 “ 空 
穴 " 的 谱 项 . 由 于 内 电子 的 自 旋 轨 道 作用 很 强 , 故 空 穴 的 相互 看 合 为 广 看 合 . 

X 射线 谱 项 的 宽度 取决 于 重建 电子 壳 层 从 而 填充 该 空 穴 的 各 种 可 能 过 程 的 
总 概率 . 在 重 原子 中 ,最 重要 的 过 程 是 空 穴 从 所 给 这 层 路 迁 到 更 高 这 层 ( 也 就 是 
电子 相反 的 路 迁 ) ,从 而 辐射 出 X 射线 光量 子 的 过 程 . 这 种 “辐射 "跃迁 的 概率 
(及 其 所 对 应 的 那 部 分 能 级 宽度 ) 随 着 原子 序 的 增 大 而 极 快 地 增长 ( 约 正比 于 
2) ,但 对 给 定 的 Z 则 随 上 路 迁 能 级 的 增高 而 减 小 . 

对 于 较 轻 原子 ( 和 较 高 能 级 ) ,无 辐射 跃迁 占有 重要 的 甚至 优势 的 地 位 ,此 
时 空 穴 被 更 高 能 量 的 电子 所 填补 , 它 所 释放 的 能 量 ,可 以 把 原子 中 的 另 一 个 内 电 
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子 剥 离 出 去 ( 称 为 俄 软 效应 ) ,此 过 程 的 结果 ,使 该 原子 处 于 具有 两 个 空 穴 的 态 
中 .这 个 过 程 的 概率 及 其 所 贡献 的 那 部 分 能 级 宽度 ,在 一 级 近似 (相对 于 1/2) 下 
与 原子 序 无 关 @( 参 阅 例题 ). 


习 题 


当 原 子 序 足够 大 时 , 求 X 射线 谱 项 的 俄 歌 宽 度 依赖 于 原子 序 的 极限 定律 . 
解 : 俄 葡 跃迁 概率 与 下 列 答 阵 元 的 平方 成 正比 : 
mM= fw ws vwwsdydy,, 

其 中 的 由 汪 和 Wi 光 ' 是 参与 跃迁 过 程 的 那 两 个 电子 的 初 末 态 波 函 数 ,而 =e*/ 
ma 是 它们 的 相互 作用 能 量 . 当 2 足够 大 时 ,内 电子 的 波 函 数 可 看 成 类 氢 波 函数 ， 
并 可 略 去 其 余 电子 对 核 场 的 屏蔽 (在 原子 内 部 对 积分 式 M 有 贡献 的 那个 区 域 
内 ,电离 电子 的 波 函数 也 是 类 握 的 ). 如 果 把 所 有 的 量 表 成 库仑 单位 (常数 a = 
Ze , 见 8$36) 后 ,再 进行 计算 , 则 在 积分 式 M 内 依赖 于 Z 的 唯一 量 是 了 = 1ZZri， 
因而 M~1/Z. 跃迁 概率 以 及 能 级 的 俄 加 宽度 AE 将 和 ZZ 成 正比 . 化 回 到 通常 
单位 制 ( 能 量 的 库仑 单位 是 -Z?me*/ 有 各) 中 ,可 知 AE 与 Z 无 关 . 
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经 典 理论 中 ,多 粒子 系统 的 电学 性 质 是 用 它 的 各 种 不 同 量 级 的 多 极 矩 描述 
的 ,这 些 多 极 矩 通过 各 个 粒子 的 坐标 及 电荷 表达 出 来 . 量子 理论 中 ,这 些 量 的 定 
义 在 形式 上 和 经 典 定义 相同 ,但 是 现在 必须 把 它们 看 作 算 符 . 

第 一 个 多 极 矩 是 偶 极 矩 ,其 定义 为 下 列 矢 量 : 


d= >er， 
式 中 对 所 有 粒子 求 和 ,为 简洁 计 , 略 去 了 代表 粒子 编号 数 的 下 标 . 这 个 算 符 的 矩 
阵 , 和 任 一 极 矢量 的 矩阵 一 样 ( 见 $30) ,只 有 宇 称 相 异 的 状态 之 间 的 跃迁 矩阵 
元 才 不 等 于 零 . 所 有 的 对 角 和 矩阵 元 因而 都 等 于 零 . 换 句 话说 , 任 一 多 粒子 系统 
(例如 一 个 原子 ) 的 偶 极 矩 ,在 定 态 中 的 平均 值 都 等 于 零 @. 
对 1 为 奇数 的 所 有 2 极 矩 讲 来 ,以 上 结论 显然 也 是 成 立 的 . 这 种 多 极 矩 的 各 
个 分 量 是 坐标 的 ! 次 ( 奇 次 ) 多 项 式 , 它 们 和 一 个 极 矢量 的 分 量 一 样 , 当 坐标 反 演 


外 举例 来 说 ,Kk 能 级 的 俄 软 宽度 约 为 1 eV, 更 高 能 级 的 俄 炊 宽度 可 达 ~ 10 eV. 

回 为 各 免 误 解 起 见 ,我 们 着 重 指出 ,这 里 所 指 的 是 封闭 的 多 粒子 系统 ,或 在 球 对 称 外 电场 中 的 多 粒 
子 系统 ,举例 来 说 ,如 果 把 原子 核 看 作 是 “固定 "的 ,那么 ,上 述 论 断 对 原子 中 的 多 电子 系统 讲 来 是 成 立 的 ， 
但 对 分 子 中 的 多 电子 系统 讲 来 并 不 成 立 . 

我 们 还 假定 ,除了 总 角 动 量 的 方向 简 并 以 外 ,不 存在 其 它 的 附加 (“偶然 " ) 能 级 简 并 . 否则 就 会 构造 
出 没有 确定 宇 称 的 定 态 波 函 数 ,它们 的 偶 极 矩 对 角 和 矩阵 元 不 一 定 等 于 零 . 
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时 ,要 变 一 个 符号 . 因而 适用 同样 的 宇 称 选择 定 则 . 
系统 的 四 极 矩 定义 为 下 列 对 称 张 量 : 
Qu = >e(3xxk -5ur)， (75.1) 
它 的 对 角 项 之 和 等 于 零 . 要 计算 四 极 矩 在 系统 (譬如 说 原子 ) 某 态 中 的 值 ， 
(75. 1) 式 的 算 符 需 要 对 相应 的 波 函 数 求 平均 . 这 种 平均 最 好 分 两 步 进行 (参考 
YY, 
我 们 用 6 代表 对 总 角 动 量 给 定 为 ] 值 (但 不 是 对 它 的 分 量 值 M,) 的 各 个 电 
子 态 求 平均 后 所 得 的 四 极 矩 算 符 . 
这 个 平均 后 的 算 符 , 必 须 能 用 描述 整个 原子 状态 的 物理 量 算 符 表达 出 来 ,这 
样 的 算 符 只 有 “矢量 "f. 因此 6 必 旦 下列 形式 : 
O37 (hi thj ， (75.2) 
括号 内 的 表 式 是 这 样 构成 的 ,使 它 对 称 于 下 标 i 和 上 并 且 缩 并 后 等 于 零 ; 关 于 系 
数 @ 的 含义 留 在 以 后 说 明 . 式 中 的 各 个 j. 算 符 , 应 该 理解 成 为 我 们 所 熟知 的 各 
个 /矩阵 ($27 和 $54) , 它 是 由 M, 值 不 同 的 各 个 态 构成 的 . 算 符 户 当 然 可 用 它 
的 本 征 值 J(J+1) 来 代替 . 
由 于 角 动 量 / 的 三 个 分 量 不 能 同时 具有 定 值 ,对 张 量 ,的 各 个 分 量 讲 来 情 
况 也 是 这 样 . 对 于 0. 分量, 我 们 有 


Wa =72 (人 - 3 
在 及 =J(J+1) 和 J 了 =MM, 的 态 中 ,0, 也 具有 定 值 : 


30 
0 = T0277 [™ -101+1)]. {9538 
当 MM,=J 时 ( 当 角 动 量 "完全 " 沿 : 轴 方向 时 ) ,我 们 得 0。 = 0; 这 个 0 通常 简称 


为 四 极 矩 . 
J=0 时 ,所 有 的 角 动 量 矩 阵 元 等 于 零 , 因 此 (75.2) 式 的 算 符 也 等 于 零 . 这 个 


算 符 当 /= 立时 也 恒 等 于 零 . 这 是 因为 凡是 = 二 的 角 动 量 分 量 短 阵 都 等 于 


(55.7) 式 的 泡 利 矩 阵 . 把 它们 代入 (75.2) 式 直接 相 乘 后 即 能 证 明 这 一 点 . 
上 述 情况 不 是 偶然 的 ,而 是 下 列 普遍 规则 的 一 个 特例 :2' 极 矩 张 量 (; 为 偶 
数 ) 只 对 系统 总 角 动 量 


/> 了 (75.4) 


的 态 才 不 等 于 零 . 2 极 矩 张 量 是 一 个 1 秩 不 可 约 张 量 ( 见 《 场 论 )，8$41) ,条 件 
《75. 4) 来 自 这 种 张 量 的 矩阵 元 的 角 动量 选择 定 则 , 亦 即 其 对 角 和 矩阵 元 不 等 于 零 
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的 条 件 ( $ 107). 我 们 早已 指出 , 字 称 选择 定 则 要 求 ! 必须 是 偶数 . 

应 该 注意 的 是 , 电 多 极 矩 都 是 一 些 * 轨 道 " 量 ;它们 的 算 符 中 不 含 自 旋 算 符 . 
因此 ,如 能 略 去 自 旋 轨 道 作 用 ,使 得 工 和 SS 分 别 守恒 ,那么 ,多 极 矩 矩阵 元 所 服从 
的 选择 定 则 ,对 量子 数 工 以 及 对 量子 数 J 讲 来 都 是 一 样 的 . 


习 是 
1. 在 原子 能 级 的 不 同 精细 结构 组 分 中 ( 即 在 L 和 5 值 已 定 而 J 值 不 同 的 各 


种 态 中 ) , 求 其 四 极 和 给 算 符 之 间 的 关系 . 
解 :在 给 定 了 上 和 3S 值 的 态 中 ,四 极 和 给 算 符 作 为 纯粹 的 “轨道 " 量 只 依赖 于 算 


符 忆 ,因此 仍 可 用 (75.2) 式 表 出 ,但 应 把 站 政 为 天 (但 具有 不 同 的 0 常数 ). 这 个 
算 符 再 对 具有 给 定 了 值 的 态 求 平 均 后 , 即 得 (75.2) 式 的 算 符 : 


人 = = [i th -了 /CO+Da] = 
AT 
= 元 到 [2 -52+Das] ， (1) 


需要 求 出 系数 0 与 0, 的 关系 . 为 此 我 们 把 (1) 式 左 乘 放 同时 右 夹 用 (并 对 
和 上 大 求 和 ) ,并 把 对 角 算 符 化 成 本 征 值 . 此 时 ,有 
人 

按 (31.4) 式 ,有 

2J. 工 =J(J+1) +L(L+1) -5S(S+1). 
利用 下 列 公式 : 

[isbl =iewb, [hb =iet., 
再 用 类 似 于 29 例题 中 的 做 法 ,可 把 乘积 JLLj, 化 成 
NR ss 到 。 

同 理 有 

Ms do rt 
结果 可 从 (1) 式 求 出 下 列 关系 : 


O30 DT LD -2101+DLCL+ID 
WE (THI) I +3) LL 1) (2 


nn 
St 于 时， QQ 


名 L-1)(2L+3) 
J Ns Qt L(2L+1) “ 





(3) 


* 262. 第 二 章 原 于 





2. 一 电子 (电荷 为 - |e|) ,其 轨道 角 动量 为 1, 试 把 这 电子 的 四 极 矩 用 电子 
到 中 心 的 距离 的 方 均值 表示 出 来. 
解 :我 们 必须 把 下 式 
Qs= -|elr(3c0os’0 -1)= -|elr(3n: -1) 
对 角 动量 给 定 为 人 投影 值 为 m=1 的 态 求 平均 .其 中 角 因子 的 平均 值 可 按 829 
例题 所 得 的 公式 直接 求 出 (该 式 中 的 应 改 为 1) ,结果 得 


= 21 
Q=|elrairs (4) 


这 个 量 的 符号 与 电子 电荷 的 符号 相反 ,这 是 必然 的 :因为 角 动量 沿 z 轴 方 向 


的 粒子 主要 运动 于 z=0 平面 的 附近 ,从 而 有 cos*0 < 173. 
对 于 j=1+t1/2 的 电子 ,用 (3) 式 得 


Jel 
Qi= le (5) 


3， 试 求 基态 原子 的 四 极 给 ,该 原子 满 壳 层 外 共有 了 个 电子 全 都 处 于 轨道 角 
动量 为 1 的 等 效 态 中 . 
解 :由 于 满 沉 层 的 总 四 极 矩 等 于 零 , 该 原子 的 四 极 乱 算 符 为 ; 
3|elr 3 
ey [hb -Sit+ Da ] ， 
式 中 对 所 有 个 外 电子 求 和 [其 中 应 用 了 (4) 式 ] 
先 假定 <21+1, 也 就 是 该 沉 层 半 满 或 不 到 半 满 . 根据 洪 德 定 则 ( 8 67) ,此 
时 了 个 电子 的 自 族 全 都 平行 (因而 S = z/2). 这 表明 原子 的 自 旋 波 函数 是 对 称 
的 ,因此 坐标 波 函 数 对 这 些 电子 而 言 是 反对 称 的 . 由 此 可 见 , 所 有 的 电子 必须 具 
有 不 同 的 m 值 ,于 是 最 大 可 能 的 Mi 值 (以 及 和 它 相等 的 了 上 值 ) 等 于 


4 
了 = (人 )。 = m=3v(21 -vr+1). 





所 求 的 0 就 是 Mi =L 时 的 0。 本 征 值 . 因此 有 


上 


a :U1+D) 
Or 
把 求 和 式 算出 后 , 即 得 
21(21-2v+1) 二 
=120-102243J|e| 人 


最 后 ,再 用 (2) 式 把 Qi 变换 到 Qi- 

当 原 子 的 外 壳 层 超过 半 满 时 ,把 电子 换 成 “ 空 穴 "加 以 考虑 ,就 可 以 化 回 到 
以 上 的 情况 ;结果 仍 得 (6) 式 ,但 需 改 变 符号 (“ 空 穴 "的 电荷 为 + |e|) ,此 时 式 
中 的 b 不 再 是 电子 数 , 而 是 该 光 层 中 的 空位 数 . 
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8$76 电场 中 的 原子 


如 果 把 原子 放 和 人 外 电场 中 , 它 的 能 级 会 有 所 改变 ; 这 种 现象 称 为 斯 塔 克 
效应 . 

处 于 均匀 外 电场 中 的 原子 ,是 轴 对 称 场 ( 核 场 加 上 外 场 ) 中 的 一 个 多 电子 系 
统 ,因此 严格 讲 来 ,原子 的 总 角 动 量 不 再 守恒 ;只 有 总 角 动 量 J 沿 外 场 方向 的 投 
影 M, 才 是 守重 的 . M, 值 不 同 的 态 ,将 具有 不 同 的 能 量 , 亦 即 外 电场 解除 了 对 角 
动量 空间 方向 的 简 并 性 . 但 是 ,这 种 解除 并 不 完全 ,M, 值 只 差 一 个 符号 的 两 个 态 
仍然 简 并 . 实际 上 ,均匀 外 电场 中 的 原子 ,对 通过 对 称 轴 的 任 一 平面 讲 来 ,具有 反 
射 对 称 性 (这 个 对 称 轴 就 是 通过 原子 核 而 平行 于 外 场 方向 的 轴 , 我 们 在 以 后 把 
它 取 作 := 轴 ). 因 此 ,通过 这 样 的 相互 反射 而 得 到 的 两 个 态 ,一 定 具 有 相同 的 能 
量 . 可 是 ,对 通过 某 轴 的 一 个 平面 反射 以 后 ,相对 于 该 轴 的 角 动 量 就 要 改变 符号 
( 绕 此 轴 的 正 旋转 方向 变 成 负 旋转 方向 ) . 

我 们 假定 外 电场 足够 弱 , 它 所 产生 的 附加 能 量 远 小 于 该 原子 的 能 级 间距 , 包 
括 精 细 结 构 的 间距 . 此 时 ,我 们 就 可 用 $38 和 $39 中 所 讲 的 微 扰 论 去 计算 外 电 
场 中 的 能 级 移动 . 这 里 的 微 扰 算 符 就 是 电子 系统 处 于 均匀 电场 多 中 的 能 量 , 它 等 
和 

V=-d. B=-&d, (76.1) 

式 中 的 d 就 是 该 系统 的 偶 极 矩 . 在 零 级 近似 下 ,能 级 是 简 并 的 (对 总 角 动量 的 方 
向 而 言 ) ;但 在 目前 情形 下 ,这 种 简 并 性 并 不 重要 ,我 们 在 应 用 微 扰 论 时 ,可 以 把 
它 当 作 非 简 并 能 级 来 处 理 . 这 是 因为 d.( 和 任 一 矢量 的 = 分 量 一 样 ) 的 矩阵 中 只 
有 M, 值 不 变 的 那些 路 迁 矩 阵 元 才 不 等 于 零 ( 见 §29) ,所 以 M, 值 不 同 的 态 ,在 
微 扰 论 的 应 用 中 是 彼此 独立 的 . 

一 级 近似 下 的 能 级 移动 由 微 扰 项 的 相应 对 角 矩 阵 元 所 确定 . 但 是 偶 极 矩 的 
所 有 对 角 和 矩阵 元 全 都 等 于 零 ( 875). 所 以 电场 中 的 能 级 位 移 是 场 量 的 二 次 效 
应 @. 

既然 是 场 的 二 次 效应 ,能 级 已 ,的 位 移 AE, 必 呈 下 列 形式 : 


AE. = -地 a (76.2) 
式 中 的 ab" 是 二 秩 对 称 张 量 ;把 场 的 方向 取 作 = 轴 方 向 , 即 得 
AE,= -a (76.3) 


名 氨 原 子 是 一 个 例外 , 它 的 斯 塔 克 效应 与 场 成 线性 关系 ( 见 下 节 ). 处 于 高 激发 态 的 其 它 元 素 的 原 
子 (因而 是 类 氧 的 , 见 $68) ,在 足够 强 的 电场 中 与 氢 原子 的 情形 类 似 . 
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ae" 也 就 是 外 场 中 的 原子 极 化 张 量 :把 一 般 公式 (11. 16) 中 的 参量 和 取 作 东 


分 量 ,并 令 该 式 中 的 入 = 甩 - 雪 d,, 我 们 得 到 原子 在 电场 中 的 感 生 偶 极 矩 的 平均 
值 : 





7 _0AE, 
Cs EE 
把 (76.2) 式 代入 ,得 
dm =aln GB. (76.4) 
极 化 率 必须 用 微 扰 论 的 一 般 规则 算出 . 按照 二 级 近似 公式 (38. 10) ,我 们 有 
a = (76.5) 


原子 的 极 化 率 与 其 状态 (未 受 扰 态 ) 特 别 是 与 量子 数 M, 有 关 . 它 与 M, 的 关 
系 可 表 成 一 般 公式 . 对 各 种 不 同 的 Wi 值 而 言 ,aw 的 数值 可 看 作 下 列 算 符 的 本 
征 值 : 


CO =a.as+B, (jh + hj, 35a ), (76.6) 

这 是 依赖 于 矢量 /的 两 秩 对 称 张 量 的 最 一 般 形 式 ( 参 考 $75). 按 (76. 3) 和 
(76.6) ,我 们 有 

AE. = -30° {a +28, [1 -#771+1) ]}: (76.7) 

上 式 对 所 有 的 Wi 值 求 和 后 , 曲 括号 内 的 第 二 项 等 于 零 , 所 以 第 一 项 等 于 分 

裂 能 级 的 “重心 "移动 量 . 此 外 ,按照 (76.7) 式 ,J = 二 的 能 级 并 不 分 裂 ,与 克拉 未 


定理 ( $ 60 ) 一 致 . 

如 果 原 子 处 于 非 均匀 外 场 中 (此 场 在 原子 尺度 范围 内 变化 很 小 ) ,由 于 原子 
的 四 极 矩 作用 ,会 产生 一 个 与 场 量 成 线性 关系 的 能 级 分 裂 效应 ; 系统 与 场 之 间 的 
四 极 矩 作用 算 符 ,与 四 极 矩 能 量 的 经 典 表 式 (《 场 论 ), 842) 具 有 相同 的 形式 : 


人 (76.8) 
式 中 的 w 是 电场 的 势 , 微 商 取 在 原子 位 置 处 . 
习 题 


1. 试 求 多 重 能 级 各 组 分 的 斯 塔 克 分 裂 与 了 的 关系 . 

解 :此 题 的 求解 最 好 改变 一 下 微 扰 次 序 ; 先 考虑 没有 精细 结构 的 能 级 的 斯 塔 
克 分 裂 ,然后 再 引进 自 旋 轨 道 作 用 . 由 于 原子 的 自 旋 不 和 外 电场 作用 ,对 轨道 角 
动量 给 定 为 了 的 能 级 讲 来 ,其 斯 塔 克 分 裂 可 由 (76.2) 式 确定 ,但 是 式 中 的 Gu 应 
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该 通过 算 符 世 表 出 ,正如 (76.6) 式 的 Gi 通过 算 符 了 表 出 一 样 : 
人 = tb (Lb tbl -3 ). 

各 处 的 指标 nn 都 已 略 去 . 引入 自 旋 轨 道 作 用 后 的 原子 态 应 该 用 总 角 动 量 ] 标志. 
把 算 符 @A 对 具有 某 一 给 定 J 值 的 各 态 求 平均 (但 不 对 其 分 量 MM 求 平均 ) ,这 与 
$75 例题 1 中 所 作 的 平均 ,在 形式 上 完全 一 样 . 结果 又 回 到 (76.6) 和 (76.7) 式 ， 
式 中 的 ,BB 常数 可 通过 a,b 常数 表 戌 : 
3(J.Z)[2(J .ZL) -1] -21(1+1)L(L+1) 

J(J+1)(2J-1)(2J+3) ” 
上 式 确定 了 分 裂 值 与 J 的 关系 (当然 不 是 与 上 和 5 的 关系 ;LL 和 5 是 未 分 裂 谱 项 
的 标志 ,常数 a 和 4b 也 和 它们 有 关 ). 


2. 试 求 双重 能 级 自 族 5= 廊 ) 在 任意 ( 非 副 ) 电 场 中 的 分 弄 . 


解 :如 果 分 裂 值 不 小 于 双重 组 分 之 间 的 间距 ,那么 电场 的 微 扰 与 自 旋 轨 道 作 
用 必须 同时 加 以 考虑 , 亦 即 微 扰 算 符 为 以 下 两 项 之 和 


P= 4 -二 Za{fa+26[ 它 -二 CCC+D]} 
[参考 (72.4) 和 上 题 ], 略 去 与 分 裂 无 关 的 常数 项 ,这 个 算 符 可 改写 成 [ 见 
(29.11)] 


a=a, B=6 





P= 二 408. + 下， +287] -682 请， 
对 每 个 给 定 的 H=M1/ 值 ,这 个 算 符 的 本 征 值 由 久 期 方程 的 根 所 确定 ,该 方程 由 
这 个 算 符 相对 于 1MiMs》= | W 寺 十， + 二 》 诸 态 的 径 阵 元 所 组 成 . 按 (27. 12) 式 
我 们 有 





DP 
) -le 


1 
2 
CR Ne [re 


故 能 级 移动 ( 见 $39. 例题 1) 为 











AB= -22 全 (144 于 ) +0520082 tA (1) 
式 中 略 去 了 对 双重 能 级 的 各 个 分 裂 组 分 全 都 相同 的 项 . 这 个 公式 ( 根 号 前 带 有 
还 负 号 ) 适 用 于 所 有 | 人 |<L- 广 的 能 级 . 当 |MM| = 上 + 少时 只 有 一 个 1M,M,) 态 ， 


266 - 第 十 章 原 子 





此 时 的 能 级 移动 由 相应 的 对 角 短 阵 元 给 出 , 即 
AE= (4+65) (2 去 ) - ve (L 十) ， (2) 
这 个 结果 等 于 根 号 前 只 取 一 种 符号 的 (1) 式 . 


3， 试 求 册 对 称 电场 中 能 级 的 四 极 撼 分 裂 下 . 
解 :在 对 称 于 z 轴 的 场 内 ,我 们 有 


g 
i 
Ee oy Oz 


其 余 的 二 级 导数 都 等 于 零 . 四 极 矩 能 量 算 符 (76.8) 变 成 
I Qa 交 _ 忆 入 
(Ot 00) = -3h), 
把 算 符 换 成 它们 的 本 征 值 , 便 得 能 级 移动 


| 本 
AE =a F702 -0 + 34 


4. 计算 基态 复原 子 的 极 化 率 . 
解 :由 于 s 态 的 球 对 称 性 , 极 化 张 量 是 一 个 标量 (a = au ) 按 (76.5) ,我 
们 有 


EA 
a= -2e》' 一 
2 Eo-E, 


电子 的 偶 极 矩 为 d, =ez,, 为 基态 能 量 . 我 们 按 下 列 定义 引入 辅助 算 符 


mdb 
de” 


z= 


式 中 的 mn 是 电子 质量 . 5 








。 
a= 5 b= me (1) (1) 
ep 
根据 (9.2) 式 ， 
madb 


Py = Bi -bh)y,, 


zo = 
把 好 ,还 数 记 作 5(T) yo， 注意 到 业 。 满 足 方程 有 ij。 = Eo。 ,其 中 


~ 让 
H= -一 V2z+UCr)， 
2m 


加 ”这 个 问题 对 任意 场 而 言 , 见 $ 103 ,例题 6- 
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我 们 得 5(r) 的 微分 方程 
了 ov25+Y8 “Vo =izy,, 
用 b=f(r)cos 0 代入 (9 是 球 坐 标 系 中 的 极 角 ,而 z=reos 9) ,上 式 化 成 
HY i (2) 
上 式 之 解 必须 满足 r-*0 和 rw 时 ,为 有 限 的 条 件 . 
对 于 基态 气 原 子 ,由 -= 六 ee( 一 mas) ,as = 及 /me? 是 玻 尔 半径 . 满足 上 述 


条 件 的 (2) 式 之 解 为 /= -iras (on + 到 . 接 (1) 式 现在 可 得 了 


a eo 0 = 了 (Do= So. 
5. 在 力 程 为 a 的 势 阱 中 ,计算 一 个 束缚 s 态 电子 的 极 化 率 , 已 知 ax <<1 而 


K= V2mlEo1/ 上 ,Eo 为 电子 结合 能 . 
解 :根据 条 件 ak <<1, 我 们 在 计算 (zB)w 和 矩阵 元 时 ,可 以 略 去 阶 内 区 域 ,而 
在 整个 空间 采用 阱 外 区 的 下 列 波 函 数 : 


A 

a 

(上 式 的 归 一 化 也 采用 了 条 件 ak <<1, 见 8$133). 例题 4 中 的 (2) 式 现在 变 成 
1- i 

上 式 满足 边界 条 件 之 解 为 /= -ir/2k. 用 上 题 (1) 式 ,算出 


me 
= 
4 x« 
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氢 原 子 能 级 不 同 于 其 它 原子 的 能 级 , 它 在 均匀 电场 中 的 分 裂 与 场 强 成 正比 
(线性 斯 塔 克 效 应 ) . 这 是 由 于 和 氧 原子 谱 项 中 存在 着 偶然 简 并 ,1 值 不 同 (对 一 个 
给 定 的 主 量子 数 ”而 言 ) 的 态 具有 相同 的 能 量 . 这 些 态 之 间 的 偶 极 矩 跃迁 矩阵 
元 并 不 等 于 零 ,因此 即使 在 一 级 近似 下 由 久 期 方程 得 出 的 能 级 移动 也 不 为 零 @. 

为 计算 方便 计 , 最 好 选取 这 样 一 组 未 扰 波 函数 ,使 得 微 扰 矩阵 对 每 组 相互 简 





四 ”这 个 结果 在 $77 中 将 用 不 同 的 方法 导出 . 
加 ”以 下 的 计算 中 ,不 考虑 氨 原 子 能 级 的 精细 结构 . 因此 所 加 的 电场 虽然 不 能 太 强 (使 得 微 扰 论 能 够 
应 用 ) ,但 也 不 能 太 弱 ,使 得 斯 塔 克 分 裂 能 大 于 精细 结构 . 相反 的 情况 见 第 四 卷 ,$52 ,例题 . 
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并 的 态 是 对 角 的 . 我 们 发 现 ,只 要 把 氢 原 子 在 抛物 坐标 内 进行 量子 化 就 能 做 到 这 
一 点 : 抛物 坐标 中 的 氢 原 子 定 态 波 函 数 消 ,s 已 由 (37. 15) (37. 16) 给 出 . 

微 扰 算 符 @( 电 场 乞 中 的 电子 能 量 ) 为 环 = 丈 上 -9)/2; 该 电场 沿 正 = 轴 方 
向 ,电子 所 受 的 力 则 沿 负 = 轴 方向 .我 们 只 对 能 量 不 改变 ( 即 主 量子 数 不 改变 ) 
的 那些 几 玉 m-a'ima'am' 路 迁 算 阵 元 感 兴趣 . 容易 证 明 ,其 中 只 有 以 下 的 对 角 矩 
阵 元 不 等 于 零 ( 式 中 已 作 震 代 :& = npi 为 =np) : 


[we Baar = [GE -7) oe dpdédn = 


= fips) (pi -Adpidp (77.1) 


这 个 微 扰 矩阵 ,对 量子 数 m 讲 来 ,显然 是 对 角 的 ,由 于 nn 相同 n, 不 同 的 /函数 
的 相互 正 交 性 ( 见 后 ) , 它 对 量子 数 n, ,n, 讲 来 也 是 对 角 的 . (77. 1) 式 中 对 dp 和 
dp 的 积分 可 以 分 开 ; 积 分 式 的 具体 计算 见 本 书 数学 附录 $f[ 积 分 式 (f.6)]. 经 
过 简单 计算 以 后 , 求 得 能 级 的 一 级 近似 修正 值 为 @ 


EY =36n( nm -m2). (看 到 
在 通常 单位 制 中 , 即 为 
2 
0 = 了 (mi = lelg Es 


分 裂 能 级 的 两 个 极端 组 分 相当 于 nn, =n -1,na =0, 以 及 m =0,n, = -1. 这 两 个 
极端 组 分 间 的 间距 按 (77.2) 式 等 于 
38%(n -1), 
这 就 是 说 ,斯 塔 克 效应 的 能 级 总 分 裂 大 致 和 成 正比 . 能 级 的 分 裂 随 着 主 量子 
数 的 增 大 而 增 大 ,这 是 十 分 自然 的 :电子 离 原子 核 愈 远 ,原子 的 偶 极 矩 就 愈 大 . 
线性 效应 的 存在 ,表明 未 扰 态 中 的 原子 具有 偶 极 矩 , 其 平均 值 等 于 


二 = -Inn nn). (77.3) 


这 个 式 子 与 下 列 事实 相 一 致 ;由 抛物 量子 数 所 确定 的 态 中 ,原子 的 电荷 分 布 对 
z=0 的 平面 是 不 对 称 的 ( 见 $37). 例如 mw >m 时 ,电子 主要 是 在 z>0 的 一 边 ， 
因此 该 原子 的 偶 极 矩 与 外 场 相反 (电子 带 负电 ) 

上 节 中 已 经 讲 过 ,一 个 均匀 电场 不 能 把 简 并 性 完全 解除 : 它 总 是 留 下 双重 简 
并 , 这 两 个 简 并 态 ,其 角 动 量 沿 电场 方向 的 分 量具 有 不 同 的 符号 (目前 情况 下 ， 


器 本 节 中 采用 原子 单位 
回 这 个 结果 是 由 K. Schwarzschild 和 P. Epstein 用 旧 量 子 论 得 到 (1916) ,以 后 由 W. Pauli 和 下， 
Schrsdinger 用 量子 力学 得 到 (1926)- 
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这 两 个 态 的 角 动 量 投影 等 于 +m). 但 是 从 (77.2) 式 可 以 看 出 , 氧 原子 的 线性 斯 
塔 克 效应 中 , 连 我 们 所 讲 的 那 种 简 并 度 也 还 没有 达到 :能 级 移动 值 (n 和 n,n， 
为 给 定 ) 与 m 及 ,无 关 . 在 二 级 近似 中 , 简 并 度 将 得 到 进一步 的 解除 ,特别 是 对 
mm = 司 的 那些 态 讲 来 线性 斯 塔 克 效应 根本 不 存在 ,这 个 时 候 , 二 次 效应 的 计算 是 
更 加 需要 的 . 

应 用 通常 的 微 扰 论 公式 计算 二 次 效应 很 不 方便 ,因为 这 个 算法 需要 涉及 一 
个 复杂 形式 的 无 穷 级 数 的 求 和 . 我 们 改 用 下 列 稍 加 修改 后 的 方法 . 

均匀 电场 中 的 氢 原 子 薛 定 雇 方程 呈 下 列 形式 : 


(去 w+e+ 士 - 瑟 )y=0 


它 和 区 =0 的 方程 式 一 样 ,可 以 在 抛物 坐标 中 分 离 变 量 . 把 $ 37 中 的 (37.7) 式 代 
入 上 式 , 得 到 以 下 两 个 方程 : 
dh 
Ss (全 J4= -6A， 
4 
(7 反 ]+ HT 47 + 有) 大 = -BA， 
Bi +B, =1 
上 式 和 (37. 8) 式 的 差别 ,在 于 多 出 了 含有 多 的 项 . 我 们 把 以 上 两 式 中 的 能 量 忆 
看 作 具 有 某 一 给 定 值 的 一 个 参量 ,把 B, 和 ,看 作 式 左 相应 算 符 的 本 征 值 ;容易 
证 明 ,这 两 个 算 符 都 是 自 思 的 . 从 以 上 两 式 解 出 的 B, 和 B, 是 E 和 名 的 函数 , 然 
后 ,根据 条 件 B, +B, =1 得 出 和 儿 的 关系 . 
作为 (77.4) 式 的 近似 解 ,我 们 可 以 把 含有 多 的 项 看 作 微 扰 项 . 在 零 级 近似 
下 (=0) ,上 式 有 下 列 熟知 的 解 : 


(77.4) 


=Vef,n(é2), f=Vsfsn (ne), (77.5) 
其 中 的 /函数 和 (37. 16) 式 相同 ,能 量 E 已 经 换 成 下 列 参 量 : 
se=V-2E, (77.6) 
相应 的 B, 和 p, 值 为 [根据 (37. 12) 式 ,该 式 中 的 n 须 以 1/s 代替 ] 
pr” = (n+l),, p= (m+ lel+t)s. (77.7) 


2 2 
作为 任意 自 辐 算 符 的 一 套 本 征 函 数 ,s 值 给 定 以 后 m, 值 不 同 的 那些 /函数 ,都 是 
彼此 正 交 的 ; 这 一 事实 ,我 们 在 以 前 讨论 线性 效应 的 时 候 早 已 利用 过 . 在 
(077.5) 式 中 ,那些 函数 已 按 下 列 条 件 归 一 化 ; 
fl, [fami 
忆 和 及 的 一 级 修正 值 是 由 微 扰 项 的 对 角 和 矩阵 元 确定 的 . 
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Bp =§ | eid, p= -至 三 mad 
计算 后 ,得 出 
B0 = +6m |m| +m? +6n, +3|m| +2). 
把 上 式 中 的 n, 换 成 a, 并 改变 符号 后 , 即 得 Bp:" 的 表 式 . 
根据 微 扰 论 的 一 般 公式 ,在 二 级 近似 中 ,我 们 有 : 


i | ys): 
BY 16 Bm) penny 


(后 ) ,矩阵 元 中 出 现 的 积分 在 数学 附录 $f 中 有 所 计算 . 不 等 于 零 的 矩阵 元 只 有 
(Fmt = (En = -二 (2m + ml) Vat Tn), 





0 a a mm -l)(nm +iml)(n, +iml-1). 
前 式 分 母 中 的 差 值 为 
BY (nm) -Bo Cn) =e(m mm) 
结果 算得 
Bt ee a dy 


16e: 
[4m +17(2|mln, +2n? + |m| +2n,) +18]. 
上 式 中 的 m 改 为 mm 后 ,可 得 B;” 的 表 式 . 把 所 得 的 这 些 表 式 一 起 代入 关系 式 
Bi +B, =1 中 , 即 得 下 列 方程 : 


2 
9 +51(m -mm)2 -9m2 +19] + 
16e 


3 
+ 二 及 二 (mm -本 ) =1. 


用 逐步 近似 法 求解 上 式 ,可 得 能 量 E = - 立 e? 的 二 级 近似 式 ,结果 如 下 : 


和 
E= -2 +2 -m)- 


-1 -3m ns)? 9m +19], (77.8) 


式 右 第 二 项 就 是 熟知 的 线性 斯 塔 克 效应 ,第 三 项 就 是 所 求 的 二 次 效应 @ 第 三 项 
永远 是 负 的 ,也 就 是 说 ,二 次 效应 总 是 使 谱 项 下 移 . (77. 8) 式 对 2 微 商 后 ,可 得 


D G.Wentzel,l. Waller,P. Epstein,1926. 


$77 电场 中 的 氢 原 子 “271 . 





偶 极 矩 的 平均 值 ; 对 n, =n, 的 那些 态 讲 来 , 它 等 于 
因此 基态 氨 原 子 (n =1,m =0) 的 极 化 率 为 9/2( 也 可 参见 $ 76 ,例题 4). 

氢 原 子 谱 项 的 能 量 绝对 值 随 着 主 量子 数 ”的 增 大 而 很 快 地 增 大 ,而 斯 塔 克 
分 裂 也 随 之 增 大 . 因此 , 当 外 电场 足够 强 的 时 候 , 高 激发 能 级 的 斯 塔 克 分 裂 可 以 
和 该 能 级 本 身 的 能 量 值 差不多 大 小 ,以 致 微 扰 论 无 法 应 用 了 ,研究 这 个 问题 是 很 
有 趣 的 . 为 此 可 以 利用 这 样 的 事实 ,n 值 很 大 的 态 都 是 准 经 典 的 . 

作 下 列 替换 : 


4 
= 号 ( 17m -9mz? +19) 芝 (77.9) 





帮 =AE， 记 =/VT， (77.10) 
可 以 把 (77.4) 式 化 成 以 下 形式 : 
dx /EB m-l_%g 
et 
a 2 
站 Krisiny 
A 
WN 


每 一 个 这 样 的 方程 ,在 形式 上 等 同 于 一 个 一 维 的 薛 定 坦 方程 ,粒子 的 总 能 量 相当 
于 全 ,而 势能 分 别 相当 于 下 列 函 数 : 





和 
0 = -tt 
C00 
B: m -1 %¥ 
Wn) 


图 25 和 图 26 分 别 表明 这 两 个 函数 的 大 致 形状 (m >1). 根据 玻 尔 - 索 末 非 
量子 化 规则 (48.2) ,我 们 有 : 


A tw 
CE 
CE a 
全- 4 
4 
图 25 图 26 


@D。 微 扰 论 用 于 高 能 级 的 要 求 ,是 微 扰 项 小 于 该 能 级 本 身 的 能 量 值 (电子 的 结合 能 ) ,而 不 是 小 于 能 
级 之 间 的 间距 . 因为 在 准 经 典 情形 下 ( 它 恰好 和 高 激发 态 相对 应 ) ,只 要 外 场所 给 的 力 小 于 未 扰 系 统 中 作 
用 于 粒子 上 的 力 , 就 可 以 算 作 小 的 微 扰 ;这 个 条 件 和 上 述 条 件 等 价 - 
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六 [入 - we] 上 = (wm jn 
Pl -ft 


式 中 的 n, 和 ns 都 是 整数 @. 这 两 个 式 子 隐 含 地 确定 了 参量 B, ,B, 和 5 的 关系 . 再 
加 上 关系 式 B, +B, =1, 就 能 给 出 电场 中 移动 能 级 的 能 量 值 . (77. 13) 式 中 的 积 
分 可 以 化 成 一 些 椭圆 积分 ;这 些 方程 式 只 能 用 数值 方法 求解. 

强 电场 中 的 斯 塔 克 效 应 由 于 另 一 现象 而 复杂 化 ,这 就 是 原子 在 外 电场 中 的 
电离 现象 @. 电子 在 外 场 中 的 势能 受 , 当 :一 - wm 时 ,可 取 任意 大 的 负 值 . 该 电子 
在 原子 内 的 势能 加 上 爱 以 后 ,结果 使 电子 的 运动 区 域 增 大 (该 电子 的 总 能 量 忆 
是 负 的 ) ,除了 原子 的 内 部 区 域 以 外 ,还 包括 沿 阳极 方向 的 远离 原子 核 的 区 域 . 
这 两 个 区 域 被 一 个 势 又 所 隔 开 , 势 垒 的 宽度 随 着 的 增 大 而 递减 . 然而 在 量子 
力学 中 ,粒子 穿 透 势 垒 的 概率 并 不 等 于 零 . 在 目前 情形 下 ,电子 穿 过 势 又 从 原子 
内 部 逸 出 的 现象 ,就 是 该 原子 的 电离 过 程 . 弱电 场 中 的 这 种 电离 概率 小 得 几乎 等 
于 零 . 但 是 这 个 概率 将 随 用 的 增 大 而 指数 式 地 增 大 ,在 足够 强 的 电场 中 就 不 可 
忽视 @. 





(77.13) 


习 题 


1. 试 求 拨 原 子 ( 基 态 ) 在 下 <<1( 在 通常 单位 制 中 为 多 <<m?|e|s/ 所 ) 的 电 

场 中 (每 单位 时 间 ) 的 电离 概率 @. 
解 :在 抛物 坐标 中 “ 沿 坐标 轴 ” 有 一 个 势 全 (图 26) ;电子 沿 2 一- % 方 向 
从 原子 中 被 “ 拉 出 ”, 相 当 于 它 进 入 了 刀 值 很 大 的 区 域 . 为 了 求 出 电离 概率 ,必须 
研究 刀 值 很 大 时 (以 及 专 值 很 小 时 ) 波 函 数 的 形式 (下 面 将 看 到 ,在 求人 迄 出 电子 
总 概率 流量 的 积分 式 时 ,小 的 专 值 是 重要 的 ). 基态 电子 的 波 函 数 (无 外 场 时 ) 为 
y =e tee/VT, (1) 


@ 详细 的 研究 表明 ,把 UV， 和 Us 中 的 m? -1 改 成 m* 后 ,可 得 更 精确 的 结果 . 这 样 一 来 ,整数 wu 和 n; 
就 等 于 抛物 量子 数 . 

@® C.Lanczos,1931. 

回 ”这 一 现象 提供 了 一 个 例证 ,说 明 小 的 微 扰 为 什么 有 可 能 改变 能 谱 的 性 质 . 即使 是 一 个 弱 的 电场 
多 ,也 足以 产生 一 个 势 铝 和 一 个 远离 原子 核 的 电子 经 典 运动 区 . 严格 讲 来 ,其 结果 是 使 电子 的 运动 成 为 无 
限 运动 ,从 而 使 能 谱 由 离散 变 成 连续 . 但 是 ,用 微 扰 论 方法 求 得 的 形式 解 仍 有 它 的 物理 意义 :这 样 给 出 的 
能 级 是 属于 这 样 的 一 些 态 , 这 些 态 虽然 不 完全 是 定 态 ,但 "差不多 "都 是 定 态 . 处 于 这 样 的 一 个 态 中 的 原 
子 ,将 在 很 长 时 间 内 维持 在 这 个 态 中 . 

可 是 ,用 微 扰 论 计算 能 级 的 斯 塔 克 分 裂 时 ,所 得 的 级 数 并 不 是 严格 收 合 的 , 它 只 是 一 个 渐 近 级 数 :从 
该 级 数 的 某 一 项 开始 ( 微 扰 愈 小 ,此 项 出 现 得 愈 晚 ) ,其 后 的 项 不 是 减 小 而 是 增 大 . 

@ ”本题 采 用 原子 单位 . 
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当 有 外 场 存在 时 ,在 我 们 感 兴趣 的 区 域内 业 和 的 关系 可 以 看 作 和 (1) 式 相同 ， 
至 于 它 和 也 Ne 


lab ee © 
[RE= -地 ,m=0,8, = 二 的 (77. 11) 第 二 式 ] ,其 中 多 =Vny. 邻 吕 为 委 的 菜 个 


值 (在 势 全 内 ) ,满足 1 <<mo <<175, 当 姓 7 时 , 波 函 数 是 准 经 典 的 另 一 方面 ， 
由 于 (2) 式 呈 一 维 薛 定 诅 方 程 的 形式 ,我 们 可 以 应 用 (50.2) 式 , 作为 边界 条 件 , 光 
在 刀 =9o 处 应 该 变 成 (1) 式 的 波 函 数 ,我 们 就 得 到 势 笃 之 外 的 下 列表 式 : 


(i) 





其 中 


| 本 
p(n)= Ee i 


pe 邻 n 为 方程 p(n) =0 
的 根 ,我 们 有 





wr log ( -6 -2 Iplan -nm )- (3) 
7 >>1 时 ,我 们 在 上 式 指数 前 的 系数 中 令 
lml= 去 ， py VY 机 
Ws i se 


d 
= ey 7 i 
x 六 二 = | -== 友 le 让 -m] 
其 中 Dm 1 相 比 可 略 去 ) 可 得 


es 
ll -7 3 (4) 
通过 委 直 于 z 轴 的 一 个 平面 的 总 概率 流量 ( 即 铁 求 的 电离 概率 世 ) 为 
上 [yw2npap, 
为 该 平面 内 的 国 柱 半径 . 对 于 大 的 刀 ( 以 及 小 的 专 ) 我 们 可 令 


pd v 机 = 志 及 由 


并 把 下 列 电子 速度 代入 ， 
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我 们 有 
w= | lx VB -ldé, 
故 最 后 得 
w= 入 exp ( - 记 ) (5) 


用 通常 的 单位 制 时 , 则 得 
4mlel? 2m2|e 
op ( 32h ) 
2. 求 短程 力 势 阱 中 的 一 个 束缚 s 态 电子 被 电场 拉 出 的 概率 . 假定 电场 很 
弱 , 满 足 |e|@ << 甩 Kk*/m, 其 中 k= V2mlE1/h,E 为 阱 中 电子 的 结合 能 ,m 为 电 


子 质量 2D. 
解 : 和 例题 1 一 样 ,对 于 弱电 场 ,重要 的 是 远 距 离 (kr >>1) 的 情况 . 阱 中 电 
子 的 束缚 态 波 函 数 (无 电场 Z) 在 该 处 具有 渐 近 式 


式 中 人 是 一 个 与 势 了 形状 有 关 的 无 量 纲 常数 加 ,用 抛物 坐标 时 ， 
7= 半 (6+ 们 ， 


在 >> 专 区 内 波 函 数 具 有 下 列 形式 : 


| -Dx(é+n)], (6) 


下 面 求 解 时 质量 、 长 度 和 时 间 的 单位 分 别 取 mm 和 


(6) 式 是 二 函数 和 人 函数 的 乘积 . 当 有 电场 存在 时 ,由 各 的 关系 可 以 取 作 
与 (6) 式 相同 (参见 例题 1). 为 了 求 出 少 和 人 刀 的 关系 ,我 们 采用 抛物 坐标 中 的 巷 
定语 方程 . 与 库仑 场 情 形 不 一 样 , 势 阱 之 场 束 碱 很 快 ,因此 对 本 题 至 为 重要 的 远 
距离 处 此 场 可 以 忽略 . 于 是 荃 定语 方程 分 离 变量 后 又 得 (77. 11) 式 ,在 该 式 中 现 


在 必须 令 已 = - 户 和 m=0, 且 其 分 离 参 量 现在 满足 条 件 
Bi +B, =0. 
参量 忆 , 应 取 广 [使 得 当 《多 很 小 时 峭 ~e- 纪 能 够 大 致 满足 (77. 11) 式 的 第 一 个 方 


@ IO.H.Iewkoa,T. @. [pyrapes,1964 
回 例如 , 当 势 阱 半径 很 小 ,以 致 满足 ax <<1 时 , 则 有 4=1/V3T; 见 $133. 
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程 ] ;从 而 = - 方 少 是 和 的 表 数 ,满足 下 列 方程 : 


Ey 下 
林 作 和 (二 二 + 玫 驱 jx=0， X= 





an 4 2n 4 
和 (2) 式 一 样 解 此 方程 ,(3) 式 改 成 
2 _44° |p,| 
Ixl i p( - -区 - 2 上 lpldn— m): 
其 中 
人 
p(n)= 关 i 
其 次 ,(4) 式 改 成 
放学 2 
| -|(- 元 外 
最 后 ,(5) 式 改 成 
w ™A’ Zexp ( 2 
用 通常 单位 制 时 ,得 


mle | 2 下心 
ep( onlay: 

3. a 区 = 入 cos wt 作用 后 ,脱出 阱 外 的 
概率 ( 求 出 指数 式 精度 即 可 ) ,假定 电场 的 频率 和 振幅 满足 下 列 条 件 : 

hw <<|E|, lel® << 下 ca]m. 

其 中 x= V2m[ET/i,|E| 为 阱 中 电子 的 结合 能 (1. B. Kenaat,1964) 中 

解 : 按 所 述 条 件 ,脱出 概率 w 是 一 个 指数 式 小 量 .为 了 仅仅 算出 它 的 指数 紧 
(不 要 求 算出 指数 因子 前 的 系数 ) ,只 需 考虑 沿 外场 方 向 (z 轴 方 向 ) 的 一 维 运动 
就 足够 了 . 


w= 


为 方便 计 , 电 场 最 好 用 一 个 条 势 (不 是 标 势 )4 =4 = -Sasin wt 来 描写 . 则 


阱 外 区 的 电子 哈密 顿 量 为 [ 见 (111.3) 式 ] 
e| 功 2 


2sin ot) , 





= 去 (- 二 


式 中 不 含 二 采用 下 列 无 量 岗 的 变量 和 参量 : 


外 ”这 可 作为 一 个 例子 ,说 明 带 单位 负电 荷 的 一 个 离子 被 强 光 所 电离 的 情况 ;这 里 的 势 阱 是 由 电子 
和 中 性 原子 实 相互 作用 而 产生 的 ,条 件 iu << | | 保证 了 电磁 波 的 场 可 作 经 典 处 理 . 


“276 第 十 章 原 子 





=hx 可 
Tn n=2xkz, = 


可 把 葵 定 启 方 程 写 成 下 列 形式 : 
Ld 2 
Te (w+) 网 

其 边界 条 件 为 , 解 更 (7 了 ,7) 当 7-*0 时 应 该 等 于 未 受 扰 的 阱 内 电子 波 函 数 ( 具 有 

能 量 E= -|E|): 








D0 时， We". (7) 

由 于 问题 是 准 经 典 的 ,我 们 令 具 有 指数 式 精度 的 解 轨 呈 W=exp(iS) 形式 ， 

5(m,7) 是 经 典 作 用 量 . 由 于 哈密 顿 量 与 坐标 无 关 , 沿 经 典 轨 道 的 广义 动量 
Pp，=P 是 守恒 量 . 故 


s=-[ H(ps7') dr' +np +A, Hp,7) =4 (p+ fsin 07) ， (8) 


趟 中 4 和 To 是 常数 . 根据 作为 坐标 函数 的 作用 量 的 含义 ( 见 《 力 学 》， 8 43),p 必 
须 取 轨 道 在 7 时刻 位 于 点 的 值 , 亦 即 把 p 作为 和 7 的 函数 由 运动 方程 95/6p 
= 常数 确定 : 


_『 8(Cpr') ，， 
ye] i (9) 


式 中 的 常数 选 得 使 7=7o 时 =0. (8) 式 和 (9) 式 给 出 了 作用 量 , 它 是 7。 和 4 这 
两 个 常数 的 函数 .为 了 获得 满足 (7) 式 条 件 的 解 (与 求 出 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 
通 解 一 样 ; 见 (力学 》,，§47 附注 ) ,我 们 必须 把 4 看 作 是 70 的 函数 ,而 To 作为 坐 
标 和 时 间 的 函数 ,由 下 式 定义 : 


uy (10) 


显然 有 4(ro) =7T0; 故 当 9=0 和 7=7To 时 ,我 们 有 5=7, 亦 即 S=7, 这 和 条 件 
(7) 完 全 一 致 .此 时 (10) 式 变 成 
有 (pro) +1=0, (11) 

(9) 式 和 (11) 式 一 起 确定 了 To(,7) 和 p(,7) 函数 ,从 而 [把 它们 代入 (8) 式 
后 ] 确 定 了 波 函 数 到 (77,T). 

所 求 概率 w 与 沿 z 轴 的 流 密度 成 正比 . 在 经 典 通 区 内 , 它 等 于 v.| 玉 |*. 经 典 
通 区 开始 点 的 坐标 值 ,等 于 Im 5 不 再 增长 时 的 点 . 在 该 点 处 (Im S/9m), =0, 由 
于 9S/am =p, 得 Im p=0; 再 根据 (9) 式 和 (11) 式 我 们 可 得 Re p =0. 根 据 这 一 条 
件 ,我 们 可 以 求 出 To 值 ,把 p=0 代入 (11) 式 后 ,得 

全 se0r = -a 

从 而 有 
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{ro =iarsinh y， 7 = = 妆 =2 扣 二 


“时 间 "ro 为 虚数 这 一 点 说 明了 这 个 过 程 是 经 典 不 可 能 的 . 
最 后 得 

w~exp{ -zm|[ 广 竺 AF sinzprrdr' +m]}， 
式 中 的 了 可取 任意 实数 值 ;积分 的 虚 部 不 受 影响 . 上 式 积 出 后 ,得 


w~exp{ - al }, AD) = (1+2 arinh yr, (12) 


J(Y) 本 数 的 极限 式 为 
A =Iy, (7 < 
AWD~n2y- 广 ， (7 >1) 


Y-*0 时 w 的 极限 值 ,相当 于 粒子 被 恒定 场 拉 出 阶 外 的 概率 . 
(12) 式 只 当 指数 旱 很 大 时 才能 应 用 .为 此 ,在 任何 情况 下 必须 具有 hw << 
15| 的 条 件 . 
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$78 双 原 子 分 子 的 电子 谱 项 


在 分 子 理论 中 ,原子核 质量 远大 于 电子 质量 这 一 事实 起 着 重要 的 作用 . 由 于 
这 种 质量 差别 ,分 子 中 原子 核 的 运动 速度 远 小 于 电子 速度 这 就 有 可 能 把 电子 的 
运动 看 作 是 电子 在 相隔 一 定 距离 的 一 些 固定 原子 核 之 间 的 运动 . 对 这 样 一 种 系 
统 求 出 的 能 级 U, ,就 称 为 分 子 的 电子 谱 项 . 电子 谱 项 与 原子 能 级 ( 它 是 一 组 数 
值 ) 不 同 , 它 不 是 一 组 数值 而 是 以 分 子 中 各 个 原子 核 间距 离 为 参量 的 一 个 函数 . 
以 中 还 包含 原子 核 之 间 相 互 作用 的 静电 能 量 , 所 以 以 ,实质 上 就 是 当 诸 固定 的 原 
子 核 具有 给 定 排列 时 的 分 子 总 能 量 . 

我 们 先 从 类 型 最 简单 的 分 子 一 一 双 原 子 分 子 考虑 起 , 它 可 以 供 我 们 进行 最 
完备 的 理论 研究 . 双 原 子 分 子 的 电子 谱 项 只 是 核 距 "这 一 个 参量 的 函数 . 

原子 谱 项 是 按 总 轨道 角 动 量 上 的 数值 加 以 分 类 的 ,这 是 原子 谱 项 分 类 工作 
中 的 一 个 首要 原则 .但 在 分 子 中 并 不 存在 电子 总 轨道 角 动 量 的 守恒 律 , 因 为 多 个 
原子 核 的 电场 并 不 是 一 个 有 心力 场 . 

可 是 在 双 原子 分 子 中 ,电场 对 两 个 原子 核 的 连 线 而 言 具 有 轴 对 称 性 . 由 于 轨 
道 角 动量 沿 该 轴 的 分 量 是 一 个 守恒 量 ,我 们 可 按 该 分 量 的 各 种 数值 对 分 子 的 电 
子 谱 项 进行 分 类 . 沿 分 子 轴 的 总 轨道 角 动 量 分 量 , 其 绝对 值 习惯 上 记 作 4;4 的 
取 值 0,1,2,…,A 值 不 同 的 各 个 谱 项 通常 用 大 写 的 希腊 字母 加 以 区 别 , 这 些 希 
腊 字 母 与 二 值 不 同 的 原子 谱 项 所 用 的 各 个 拉丁 字母 相对 应 .例如 4=0,1,2 时 
分 别称 为 了 ,II 和 A 谱 项 . 较 大 的 4 值 通常 可 不 考虑 . 

其 次 ,分 子 的 每 个 电子 态 是 由 该 分 子 中 所 有 电子 的 总 自 旋 5 加 以 标志 的 . 如 
果 5 不 等 于 零 ,对 总 自 旋 的 空间 方向 而 言 就 有 25 +1 重 简 并 了 . 和 原子 的 情形 一 


@ 在 这 里 我 们 略 去 了 来 自 相对 论 作 用 的 精细 结构 ( 见 后 面 $ 83 和 84). 
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样 ,数值 25 + 1 称 为 该 谱 项 的 多 重度 ,并 把 它 标记 在 该 谱 项 字母 的 左上 角 , 例 如 
本 代表 4 =1,5 =1 的 谱 项 . 

分 子 的 对 称 性 除了 能 绕 对 称 轴 旋 转 任意 角度 以 外 ,还 可 以 对 通过 对 称 轴 的 
任 一 平面 进行 反射 ,如 果 我 们 施行 这 样 的 一 次 反射 ,分 子 的 能 量 保持 不 变 . 可 是 ， 
反射 以 后 所 得 的 态 并 不 完全 等 同 于 原来 的 态 . 因为 ,对 通过 分 子 轴 的 一 个 平面 进 
行 一 次 反射 后 , 沿 该 轴 的 角 动 量 ( 它 是 一 个 轴 矢 量 ) 要 变 号 . 于 是 我 们 得 出 结论 ， 
A 值 不 等 于 零 的 所 有 电子 谱 项 都 是 双重 简 并 的 :每 个 能 量 值 对 应 两 个 态 ,这 两 个 
态 中 轨道 角 动量 沿 分 子 轴 的 投影 方向 是 相反 的 .在 4 =0 的 情形 中 ,分 子 态 对 反 
射 完 全 不 变 , 因 此 工 谱 项 并 不 简 并 ,反射 的 结果 工 谱 项 的 波 函数 只 是 改变 了 一 个 
常数 倍 . 由 于 对 同一 平面 的 两 次 反射 等 于 一 个 恒 等 变 换 , 这 个 常数 只 能 是 +1. 因 
此 我 们 有 必要 把 波 函数 反射 后 保持 不 变 的 工 谱 项 与 波 函 数 反射 后 变 号 的 工 谱 项 
区 分 开 来 . 前 者 记 作 荆 * ,后 者 记 作 工 

如 果 分 子 是 由 两 个 相同 原子 组 成 的 ,就 会 出 现 一 种 新 的 对 称 性 ,使 它 的 电子 
谱 项 多 出 一 个 标记 . 原子 核 全 同 的 一 个 双 原 子 分 子 , 在 原子 核 联 线 的 中 点 处 具有 
一 个 对 称 中 心 0( 我 们 把 它 取 作 原点 ). 因而 哈密 顿 量 对 分 子 中 所 有 电子 坐标 的 
同时 变 号 (原子 核 坐标 不 变 号 ) 保 持 不 变 . 由 于 上 述 变 换算 符 @ 也 和 总 轨道 角 动 
量 算 符 相对 易 ,我 们 就 有 可 能 把 具有 给 定 4 值 的 谱 项 按 其 宇 称 分 类 :电子 坐标 
变 号 时 , 偶 态 ( 记 作 5g) 的 波 函 数 保持 不 变 , 奇 态 ( 记 作 u) 的 波 函 数 改变 符号 , 代 
表 字 称 的 下 标 u 和 & 按 惯例 放 在 谱 项 字母 的 右 下 角 ,例如 II, ,I ,等 等 . 

下 面 是 一 个 经 验 事 实 , 绝 大 多 数 具 有 化 学 稳定 性 的 双 原子 分 子 的 电子 基态 
是 完全 对 称 的 :电子 波 函数 对 分 子 的 所 有 对 称 变换 一 律 保 持 不 变 . 绝 大 多 数 情形 
下 基态 的 总 自 旋 $ 还 等 于 零 . 换 句 话说 ,分 子 的 基 项 为 ' 5* ,如 果 该 分 子 由 两 个 
相同 原子 所 组 成 , 则 为 ' 王 .这些 规则 的 例外 有 0; 分 子 ( 基 项 为 "二 ) 和 NO 分 
子 ( 基 项 为 II). 


习 题 


对 于 H; 离子 的 电子 谱 项 的 薛 定语 方程 ,试用 椭 辆 坐标 分 离 其 变量 . 
解 :在 两 个 静止 质子 的 电场 中 , 单 电 子 的 薛 定 词 方程 为 (采用 原子 单位 ) 
人 
Vp+2 (E+ + )=0, 
椭圆 坐标 吉 , 由 下 式 定义 : 
加 ”还 有 一 个 对 称 面 , 即 分 子 轴 的 垂直 平分 面 .但 是 这 个 对 称 元 素 无 需 单独 考虑 ,有 了 对 称 中 心 和 对 


称 轴 后 就 能 自动 给 出 这 个 对 称 面 . 
回 不 要 和 分 子 中 所 有 粒子 坐标 的 同时 反 演 混 清 起 来 (参考 $86)- 
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第 三 个 坐标 p 就 是 绕 两 核 连 线 的 转角 ,RR 是 两 核 的 间距 ( 见 ( 力 学 ),§48). 这 个 
坐标 系 中 的 拉 普 拉 斯 算 符 为 
9 .39 1 时 


让 4 9 5 pd 
Re [ae ae onl! Tn] RE er 





令 
w=X(E)Y(n)e", 
我 们 得 下 列 丰 和 了 的 方程 
d 家 dX 1 3 A’ L 
le -二 + (本 ERE +2RE +4 -#1)*=0, 





: 
Sl) 
式 中 是 分 离 参 量 . 
每 个 电子 谱 项 E() 由 三 个 量子 数 描述 :4 以 及 两 个 " 袖 图 量子 数 "nt 和 ni， 
后 者 确定 了 函数 时 ( 专 ) 和 了 ( 刀 ) 的 零点 数目 . 


8$79 电子 谱 项 的 相交 


双 原 子 分 子 中 的 电子 谱 项 作为 核 距 的 函数 可 以 用 能 量 对 r 的 作 图 法 表 
出 ,考察 代表 不 同 谱 项 的 不 同 曲线 的 相交 问题 颇 有 意义 . 

设 U(r) 和 U,(7r) 是 两 个 不 同 的 电子 谱 项 . 如 果 它 们 相交 于 某 一 点 ,那么 函 
数 U, 和 U, 在 该 点 附近 就 会 有 接近 值 . 为 了 判断 怎样 才能 相交 ,最 好 对 问题 进行 
以 下 的 处 理 . 我 们 考虑 一 个 m 点 ,该 点 处 的 U(r) 和 VU,(7) 函数 值 十 分 接近 (我 
们 记 作 E, 和 6,) 但 是 并 不 相等 ,现在 来 看 一 下 该 点 位 移 一 个 很 短 的 距离 5r 后 能 
不 能 使 由 和 已 值 变 得 相等 . 能 量 E, 和 E, 是 核 距 为 ,的 场 内 多 电子 系统 哈密 顿 
量 所 的 两 个 本 征 值 . 如 果 使 距离 ,增加 5r, 哈 密 顿 量变 成 所 + 六 ,其 中 的 六 = 
5r “9 有 ,Var 是 一 个 小 的 改正 ,函数 U, 和 U, 在 ro。+6r 点 的 值 可 看 作 这 个 新 哈密 顿 
量 的 本 征 值 . 这 个 观点 使 我 们 可 以 用 微 扰 论 求 出 U,(r) 和 Us,(r) 谱 项 在 mm + Br 
点 的 值 , 少 看 成 算 符 所 的 一 个 微 扰 . 

可 是 ,通常 的 微 扰 论 方法 在 这 里 并 不 适用 ,因为 未 微 扰 问 题 中 的 能 量 本 征 值 
,和 E, 十 分 接近 ,其 差 值 一 般 讲 来 并 不 远大 于 微 扰 量 ,条 件 (38.9) 式 并 不 满足 . 
由 于 差 值 5 -E, 趋 于 零 时 变 成 有 简 并 的 本 征 值 情形 ,我 们 自然 可 试用 类 似 于 
$ 39 中 的 方法 去 解决 具有 相近 本 征 值 的 问题 

设 由, 如 是 未 微 扰 算 符 所 的 两 个 本 征 函数 ,属于 能 量 5, ,已 我 们 不 用 几 和 
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灿 而 用 下 列 线性 组 合作 为 零 级 近似 
= + cays. (79.1) 
把 上 式 代 入 受 微 扰 方 程 
(b+)y=Ey (79.2) 
得 到 
ol(E +V-Ey +e(E,+P-E)y,=0, 
对 上 式 分 别 左 乘 办 和 yw ,积分 后 得 到 两 个 代数 方程 
el(E,+V,-E)+eV,, =0, 
ciVa +e( E+ Vs, -E) 0 
由 于 算 符 六 是 自 纯 的 ,矩阵 元 ,和 ,是 实数 并 且 VW = Va. 以 上 两 式 的 相 容 条 
件 为 


(79.3) 


E+V,-E V, 
VV E,+V,-E 





[= 


E =3(E +E,+V + Vs) 





1 
# /$B th a) + Val (79.4) 


上 式 给 出 了 欲求 的 一 级 近似 能 量 本 征 值 . 

如 果 在 r。+ 6r 处 这 两 个 谱 项 的 能 量 值 相 等 , ( 即 谱 项 相交 ) ,这 就 意味 着 
(79,4) 式 给 出 的 两 个 E 值 相等 .为 此 必须 令 (79.4) 根 号 中 的 表 式 等 于 零 . 由 于 
它 是 两 个 平方 项 之 和 , 故 谱 项 存在 交点 的 条 件 是 

B=B +V, -Vs0, Vas (79.5) 
可 是 ,可 供 我 们 支配 的 决定 微 扰 六 的 只 有 一 个 任意 参量 , 即位 移 量 6r. 因此 
(79.5) 的 两 个 方程 一 般 讲 来 不 能 同时 满足 (假定 几 ,办 已 选 成 实 函 数 , 故 V ,也 
是 实 的 ). 

但 也 有 可 能 碰 到 V, 和 矩阵 元 恒 等 于 零 的 情形 ,此 时 (79.5) 只 留 下 一 个 方程 ， 
适当 选择 sr 可 使 该 方程 得 到 满足 . 这 种 情形 总 是 发 生 在 所 考虑 的 两 个 谱 项 具有 
不 同 对 称 性 的 时 候 . 这 里 所 讲 的 对 称 性 是 指 所 有 可 能 的 对 称 形式 : 绕 轴 转动 ,对 
平面 的 反射 , 反 演 , 也 指 电子 的 对 换 . 在 双 原子 分 子 中 ,这 意味 着 所 指 的 是 具有 不 
同 4 值 ,不 同 宇 称 或 不 同 多 重度 的 谱 项 ,或 者 是 指 (对 工 谱 项 而 言 ) 了 * 和 王 - 
谱 项 . 

上 述 论断 的 成 立 ,在 于 微 扰 算 符 ( 和 哈密 顿 量 本 身 一 样 ) 与 分 子 的 所 有 对 称 
算 符 相对 易 , 包 括 沿 轴 的 角 动 量 算 符 ,反射 和 反 演 算 符 以 及 电子 的 对 换算 符 . 
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$29 和 §30 中 曾经 证 明 , 对 于 一 个 与 角 动 量 及 反 演算 符 都 对 易 的 标量 算 符 
而 言 , 它 的 非 零 和 矩 阵 元 只 有 角 动 量 和 宇 称 都 相同 的 状态 之 间 的 跃迁 矩阵 元 . 
一 般 情形 下 , 当 所 对 易 的 算 符 为 任意 的 对 称 算 符 时 ,这 个 证 明 仍 能 成 立 . 我 
们 不 在 这 里 重复 这 个 证 明 , 因 为 $97 中 将 在 群 论 基础 上 给 出 另 一 个 普遍 
证 明 . 

因此 我 们 得 到 这 样 的 结论 , 双 原 子 分 子 中 只 有 对 称 性 不 同 的 谱 项 才能 相交 ， 
对 称 性 相同 的 谱 项 是 不 能 相交 的 (E. Wigner,J. von Neumann,1929). 如 果 在 某 种 
近似 计算 的 结果 中 ,我 们 得 到 了 对 称 性 相同 的 两 个 相 
交 谱 项 ,那么 在 下 一 级 的 近似 计算 中 它们 就 会 分 开 ,如 


图 27 的 实 线 所 示 . (4 
应 该 强调 的 是 ,这 个 结论 不 只 是 对 双 原 子 分 子 成 


立 ,而 且 是 量子 力学 的 一 个 普 放 定理 ;只 要 哈 秆 顿 量 中 | 


Un 


含有 某 个 参量 从 而 它 的 本 征 值 是 该 参量 的 函数 时 ,这 r 
个 结论 即 能 成 立 . 

采用 群 论 的 术语 ( 见 $96) , 谱 项 有 可 能 相交 的 一 2 
般 条 件 是 ,这 两 个 谱 项 应 该 分 属于 系统 哈密 顿 量 对 称 群 的 两 个 不 同 的 不 可 约 
表示 中 


多 原子 分 子 中 ,电子 谱 项 不 是 一 个 参量 而 是 若干 个 参量 的 函数 ,这 些 参量 就 
是 各 个 核 距 . 令 * 为 独立 核 距 数 . 在 具有 N 个 (N>2) 原 子 的 分 子 中 , 当 原 子 核 可 
任意 排列 时 ,这 个 数 * =3N -6. 从 几何 学 的 观点 看 来 ,每 个 U,(7,,…,r,) 谱 项 是 
s+1 维 空间 中 的 一 个 曲面 ,这 些 曲 面 的 交 区 可 以 有 不 同 的 维 数 , 从 0 维 ( 交 于 一 


点 ) 到 s -1 维 .除了 微 扰 六 现在 不 是 由 一 个 参量 而 是 由 s 个 参量 5r, ,… ,87, 所 确 
定 的 以 外 ,上 面 所 作 的 推导 全 部 有 效 . 即使 是 两 个 参量 ,(79. 5) 中 的 两 个 方程 式 
一 般 讲 来 总 能 得 到 满足 . 因此 得 出 这 样 的 结论 :多 原子 分 子 中 任意 两 个 谱 项 都 有 
可 能 相交 . 如 果 这 两 个 谱 项 具有 相同 的 对 称 性 , 则 其 交 区 由 (79. 5) 式 的 两 个 条 
件 所 确定 ,从 而 这 个 交 区 是 * -2 维 的 . 如 果 这 两 个 谱 项 具有 不 同 的 对 称 性 ， 
(79.5) 式 中 只 留 下 一 个 条 件 ,这 个 交 区 是 *- 1 维 的 . 

例如 s =2 时 , 谱 项 可 表 为 三 维 坐标 系 中 的 曲面 . 当 谱 项 的 对 称 性 不 同时 ,这 
些 曲面 的 交 线 是 一 条 直线 (* - 1 = 1) ,而 当 对 称 性 相同 时 , 则 交 于 一 点 (*-2 = 


人 @@ ”这 个 规则 的 表 观 例外 是 H; 离子 的 电子 谱 项 . 它们 由 角 动 量 分 量 4 以 及 两 个 椭圆 量子 数 w 和 
my 来 描述 ( 见 $78 ,例题 ), 由 于 这 些 量子 数 分 别 与 不 同 变量 的 函数 相 联系 ,这 就 无 法 阻止 4 值 相 同 而 ne 
和 nn 值 不 同 的 两 个 E(R) 谱 项 相交 ,即使 这 些 谱 项 对 旋转 和 反射 具有 相同 的 对 称 性 ,但 实际 上 ,该 系统 的 
薛 定 请 方程 中 变量 的 可 分 离 性 ,说 明了 它 的 哈密 顿 量 尚 有 来 自 几 何 性 质 以 外 的 更 高 对 称 性 ,相对 于 这 个 
完整 对 称 群 而 言 , np 和 m 值 不 同 的 态 具有 不 同 的 对 称 类 型 . 
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0). 在 后 一 种 情形 下 ,不 难 判明 交点 附近 的 曲面 形状 . 谱 项 

交点 附近 的 能 量 值 是 由 (79.4) 式 给 出 的 . 该 式 中 的 矩阵 元 

VW, ,Vs ,ia 是 位 移 8r ,67, 的 线性 函数 ,因而 也 是 距离 1, ,7, 本 > 
身 的 线性 函数 . 由 解析 几何 知道 ,这 样 的 一 个 方程 确定 了 一 

个 椭 贺 锥 面 . 因此 这 两 个 谱 项 在 交点 附近 可 以 表 成 任意 放 5 
置 的 一 个 双 椭圆 锥 面 (图 28). 
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当 我 们 增 大 双 原 子 分 子 内 原子 核 间 的 距离 时 ,其 极限 是 两 个 孤立 原子 (或 
离子 ). 因此 就 产生 了 分 子 的 电子 谱 项 与 分 开 后 所 得 的 原子 态 之 间 的 对 应 关系 
问题 (E. Wigner,E. Witmer,1928). 这 种 关系 并 不 是 单 值 的 :如 果 把 两 个 给 定 态 
的 原子 靠拢 起 来 ,所 得 的 分 子 可 以 具有 各 种 不 同 的 电子 态 . 

我 们 先 假定 该 分 子 是 由 两 个 不 同 原子 组 成 的 . 设 孤 立 原子 分 别处 于 轨道 角 
动量 为 L,L 自 旋 为 5,,5, 的 态 中 ,并 令 L 二 L,. 角 动量 沿 原 子 核 连 线 的 投影 值 可 
取 M = 一世， 一 b+1,…,b 和 MM = 一 LL 上 +1,…,L. 和 A 必 ,+M, 的 绝对 值 
确定 了 这 两 个 原子 靠拢 后 所 得 的 4 值 . 把 M, 和 M, 的 各 种 可 能 值 相 加 起 来 ,我们 
发 现 所 得 的 各 种 4 = 1M, + M,1 值 的 次 数 如 下 : 

A 








L,+L, -14 次 ， 

L-L, 2(2L, +1) 次 ， 
Li-L-1 2(2L,+1) 次 ， 
1 2(2L, +1) 次 ， 

0 2L,+1 次， 


我 们 记得 ,4 关 0 的 谱 项 都 是 双重 简 并 的 ,4 = 0 的 谱 项 都 是 无 简 并 的 , 因 
此 有 : 
A =L +L, 的 谱 项 共 1 个， 
A=L, +L, -1 的 谱 项 共 2 个 ， 


A =L, -上 的 谱 项 共 2L, +1 个 ， (80.1) 
A =L, -已 -1 的 谱 项 共 2L, +1 个 ， 


4=0 的 谱 项 共 2 +1 个; 
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一 共有 (2L, +1)(2L, +1) 个 谱 项 ,它们 的 4A 值 从 0 到 +L 

两 个 原子 的 自 旋 5, ,5, 按 角 动 量 相 加 的 一 般 规则 组 合成 为 分 子 的 总 自 旋 , 给 
出 下 列 各 个 可 能 的 5 值 : 

$=5,+5,,S, +5, -1,.…,|S, -5,|. (80.2) 
把 每 个 $ 值 和 (80.1) 中 的 各 个 4 值 组 合 起 来 , 即 得 所 合成 的 分 子 中 所 有 可 能 谱 
项 的 完整 的 清单 . 

对 于 工 谱 项 ,还 有 一 个 符号 问题 . 这 个 问题 是 很 易 解决 的 ,只 需 注意 到 当 
7 一 时 ,分 子 波 函 数 可 以 表 成 两 个 原子 波 函数 的 乘积 (或 乘积 之 和 ). A =0 的 角 
动量 既 可 以 从 不 等 于 零 但 有 M, = - Ma: 的 两 个 原子 角 动量 相 加 而 成 ,也 可 以 从 
Mi = Ma: =0 的 两 个 原子 角 动 量 相 加 而 成 . 我 们 用 yi ,wy 坟 代表 第 一 个 和 第 二 个 
原子 的 波 函 数 . 当 M = |M, | = |M, | 关 0 时 ,可 作 以 下 的 对 称 乘积 和 反对 称 乘积 : 

= +, 

= on pa. 
对 竖 直 平面 ( 即 通过 分 子 轴 的 一 个 平面 ) 的 反射 使 角 动 量 的 轴 向 投影 变 号 ,从 而 
使 gw? ,wr 分别 变 成 yw, 以 及 反之 . 此 时 函数 消 * 保 持 不 变 而 少 - 变 一 符 
号 ,前 者 对 应 于 了 * 谱 项 ,后 者 对 应 于 荆 - 谱 项 . 因此 对 于 每 个 W 值 ,得 到 一 个 
' 谱 项 和 一 个 王 - 谱 项 . 由 于 M 可 以 取 户 个 不 同 的 值 (CH =1,…,L) ,总 共有 
三 个 卫 * 谱 项 和 个 王 - 谱 项 . 

另 一 方面 , 若 Wi =M, =0, 分 子 波 函 数 的 形式 为 y=y4n yw. 为 了 判明 yt” 
函数 对 竖 直 平面 的 反射 所 具有 的 性 质 , 我 们 选取 一 个 坐标 系 , 它 的 原点 在 第 一 个 
原子 的 中 心 , 它 的 = 轴 沿 着 分 子 轴 . 我 们 注意 到 ,对 xz 竖 直 平面 内 的 反射 ,等 价 
于 对 原点 反 演 后 再 绕 y 轴 旋 转 180°. ysm 函数 经 过 反 演 后 要 乘 以 P,P, = +1 是 
第 一 个 原子 的 所 给 态 的 宇 称 . 其 次 ,无限 小 旋转 算 符 作用 于 波 函 数 后 所 得 的 结果 
(从 而 任 一 有 限 大 旋转 的 结果 ) ,完全 由 该 原子 的 总 轨道 角 动 量 所 决定 . 因此 只 
须 考虑 轨道 角 动量 为 (同时 角 动 量 的 :分量 m=0) 的 一 个 单 电子 原子 这 一 特殊 
情形 就 足够 了 . 把 结果 中 的 1 换 成 L, 即 得 对 于 任意 原子 的 解 .m=0 的 电子 波 函 
数 的 角 部 除了 一 个 常 系数 外 等 于 P,(cos 9)[ 见 (28.8)]. 绕 y 轴 旋 转 180° 相 当 
于 x 一 -x,y 一 y,z 一 -z 的 变换 ,或 者 相当 于 球 坐 标 中 一 ,0 一 7 -0,9 一 Tn 一 p 
的 变换 . 此 时 有 cos 9 一 -cos 9, 而 P,( cos 9) 函数 则 乘 以 ( - 1) 

由 此 得 出 结论 ,对 竖 直 平面 内 反射 的 结果 ,ws" 函数 要 乘 以 ( -1)“P. 同 理 
yo” 要 乘 以 ( -1)“P, ,因而 y=" yw” 波 函 数 要 乘 以 ( -1)"**P,P,. 谱 项 为 
开 * 或 了 ,要 看 这 个 因子 等 于 +1 还 是 -1 而 定 . 

总 结 所 得 结果 ,我 们 发 现 ,( -1)”*“P,P, = +1 时 在 总 数 为 2L, +1 个 的 并 
谱 项 (每 个 具有 适当 的 多 重度 ) 中 ,共有 L, +1 个 了 谱 项 和 工 个 于- 谱 项 ， 
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(=-1)” PP = -1 时 则 反之 . 
现在 考虑 两 个 相同 原子 所 组 成 的 分 子 . 把 原子 的 自 旋 和 轨道 角 动量 组 合成 
为 分 子 的 总 $S 和 4 的 规则 , 仍 和 不 同 原子 构成 分 子 时 的 情形 相同 . 所 不 同 的 是 
谱 项 具有 奇偶 性 . 在 这 里 必须 区 分 两 种 情况 ,要 看 这 两 个 被 结合 原子 是 处 于 相同 
状态 还 是 处 于 不 同 状 态 . 
如 果 这 两 个 原子 处 于 不 同 状态 ®, 它 的 谱 项 总 数 要 比 不 同 原子 的 情形 大 一 
倍 . 实际 上 ,对 原点 ( 即 分 子 轴 的 平分 点 ) 的 反射 使 得 两 个 原子 的 状态 相互 对 换 . 
把 分 子 波 函 数 相 对 于 原子 态 的 对 换 进行 对 称 化 或 反对 称 化 以 后 ,可 得 两 个 谱 项 
(具有 相同 的 A 和 5) ,其 中 的 一 个 是 偶 的 另 一 个 是 奇 的 . 因此 总 起 来 说 ,有 数目 
相同 的 偶 谱 项 和 奇 谱 项 . 
另 一 方面 ,如 果 这 两 个 原子 处 于 相同 状态 , 则 其 总 态 数 仍 和 具有 不 同 原子 的 
分 子 相同 . 至 于 这 些 态 的 字 称 问题 ,研究 后 @( 这 个 研究 由 于 太 繁 ,不 在 这 里 给 
出 ) 得 到 下 列 结果 : 
设 NN,,N, 为 具有 给 定 A 和 5 值 的 奇偶 谱 项 数 . 则 : 
4A 奇数 时 ,N, =N,; 
4 偶数 和 5 偶数 (S=0,2,4,…) 时 ,N, =N,+1; 
4 偶数 和 5 奇数 (S=1,3,…) 时 ,N, =N, +1. 
最 后 ,在 二 谱 项 中 还 应 区 分 守 *“ 和 工 -. 此 时 有 ， 
S 偶数 时 ,N* =N- +1=L+1， 
5 奇数 时 ,N=N7 +1=L+1; 
其 中 的 4 = L = 上 所 有 5 谱 项 的 宇 称 为 ( -1)’, 所 有 王 - 谱 项 的 宇 称 
为 (= 
除了 以 上 考虑 过 的 分 子 谱 项 与 一 *o 时 的 原子 谱 项 间 的 关系 问题 以 外 ,我 
们 还 可 以 提出 分 子 谱 项 与 一 *0 时 亦 即 两 个 原子 核 合 成 一 点 时 的 “复合 原子 " 谱 
项 间 的 关系 (例如 H, 分 子 谱 项 与 He 原子 谱 项 间 的 关系 ). 我 们 不 难 导出 以 下 的 
规则 . 从 自 旋 为 5 轨道 角 动 量 为 工 宇 称 为 尸 的 一 个 “复合 "原子 谱 项 出 发 ,把 其 
组 成 原子 分 开 后 ,可 得 自 旋 为 $ 角 动 量 的 轴 分 量 值 为 4 =0,1,…,L 的 各 个 分 子 
谱 项 ,每 个 4 值 有 一 个 谱 项 .分 子 谱 项 的 宇 称 则 和 原子 谱 项 的 宇 称 相同 (P= +1 
时 为 g,P= -1 时 为 4).A=0 的 分 子 谱 项 当 ( -1)*P = +1 时 为 了 * 谱 项 , 当 
( -1)*P= -1 时 为 谱 项 . 


外 特别 是 ,我 们 可 以 讨论 一 个 中 性 原子 和 一 个 电离 原子 的 结合 
加 参考 E. Wigner,E. Witmer. Zs.f. Physik ,51,859,1928. 
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习 是 
1. 试 求 基态 原子 结合 而 成 的 HH,,N,,0, ,Cl 分子 的 各 种 可 能 谱 项 . 
解 :根据 以 上 给 出 的 规则 ,可 得 下 列 可 能 谱 项 : 
Hi 分 子 (两 原子 处 于 *S 坟 ):' 了 2， 
a 


CL, 分子 (两 原子 处 于 *P 态 ) ;2' 了 7, ' ,I I As， 
ee 

人 办 而 洲 a, 
es 
TW 


谱 项 符号 前 的 数字 代表 该 类 谱 项 的 出 现 次 数 , 如 果 这 个 数 超过 1 的 话 . 

2. 同上 题 , 但 分 子 为 HC1,C0. 

解 :不 同 原子 结合 时 , 态 的 宇 称 也 很 重要 . 按 (31.6) 式 可 知 昌 ,0,C 原子 的 
基态 都 是 偶 的 ,而 C1 原子 的 基态 是 奇 的 (这 些 原子 的 电子 组 态 见 表 3). 根据 以 
上 所 给 规则 可 得 : 

HCI 分 子 (两 原子 处 于 ?SP. 态 ) ;2 二 ,2 

ork A TE i ee 
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原子 相互 结合 成 为 分 子 的 性 质 是 用 原子 价 概念 描述 的 . 每 种 原子 具有 一 定 
的 原子 价 , 当 原子 结合 时 ,它们 的 原子 价 必须 相互 匹配 , 亦 即 原子 的 每 个 价 键 必 
须 有 另 一 原子 的 一 个 价 键 和 它 相配 . 例如 甲烷 分 子 CH 中 ,四 价 碳 原子 的 四 个 价 
键 和 四 个 单价 氢 原 子 的 价 键 相 匹配 . 在 对 原子 价 作出 物理 诠释 时 ,我 们 从 两 个 氨 
原子 结合 成 Hs 分 子 这 一 最 简单 的 例子 开始 . 

考虑 两 个 处 于 基态 (?S) 的 氢 原 子 . 当 它 们 接近 时 ,最 终 系统 可 以 处 于 ' 工 * 
或 " 工 , 分 子 态 中 . 单项 对 应 于 反对 称 的 自 旋 波 函数 ,三 重 项 对 应 于 对 称 的 自 旋 
波 函 数 . 反之 ,坐标 波 函 数 对 ' 荆 谱 项 是 对 称 的 ,对 工 谱 项 则 是 反对 称 的 . 显然 ， 
H, 分 子 的 基 项 只 能 是 ' 工 谱 项 . 实际 上 ,反对 称 的 波 函 数 p(r,,r;) (7, 和 ,是 两 个 
电子 的 矢 径 ) 总 是 具有 节点 (因为 r, =7, 时 它 等 于 零 ) ,因此 它 不 可 能 是 该 系统 
的 最 低 态 . 

数值 计算 表明 ,二 电子 谱 项 确 有 一 个 很 深 的 极 小 值 ,相当 于 形成 一 个 稳定 
的 Hs 分 子 . 在 工 态 中 ,能 量 U(7) 随 着 原子 核 间 距 的 增 大 而 递减 ,相当 于 这 两 个 
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氢 原 子 的 相互 排斥 了 (图 29). 

因此 在 基态 中 , 氧 分 子 的 总 自 旋 S = 0. 我 们 
发 现 ,差不多 所 有 由 主 族 元 素 组 成 的 化 学 性 质 稳 
定 的 化 合 物 的 分 子 都 具有 这 种 性 质 . 在 无 机 分 子 
中 ,例外 的 有 双 原 子 分 子 0, (基态 为 * 奔 ) 和 NO 
(基态 为 "II) 以 及 三 原子 分 子 NO ,C10, (总 自 旋 


5 = 于). 过 渡 族 元 素 具有 特殊 的 性 质 ,我 们 将 在 


讨论 了 主 族 元 素 的 原子 价 性 质 以 后 再 去 讨论 它 . 
原子 相互 结合 的 性 质 因 而 和 它们 的 自 旋 有 关 
(W. Heitler, H. London ,1927 ). 进行 结合 时 ,原子 
的 自 旋 相 互 抵消 . 我 们 最 好 用 一 个 整数 , 即 原子 自 图 29 
旋 的 两 倍 ,作为 原子 结合 能 力 的 定量 标志 . 这 个 整 
数 就 等 于 该 原子 的 化 学 价 . 在 此 我 们 必须 记 住 ,同一 原子 可 以 具有 不 同 的 原子 
价 ,要 看 它 处 于 哪个 态 中 . 
让 我 们 用 这 个 观点 看 一 下 周期 表 中 的 主 族 元 素 . 第 一 族 元 素 ( 表 3 的 第 一 


列 , 碱 金属 族 ) 的 正常 态 中 自 旋 为 5 = 于 ,因而 它们 的 原子 价 等 于 1. 只 有 把 满 沉 


层 中 的 电子 激发 出 来 以 后 才能 得 到 自 旋 值 较 高 的 激发 态 . 但 这 种 激发 态 高 到 这 
样 的 地 步 ,以 致 激发 原子 无 法 组 成 稳定 的 分 子 . @ 

第 二 族 元 素 ( 表 3 第 二 列 ,碱土 金属 族 ) 的 原子 在 正常 态 具 有 S =0 的 自 旋 . 
因而 这 些 原子 处 于 正常 态 时 不 能 组 成 化 合 物 .但 有 一 个 激发 态 比较 接近 于 基态 ， 
它 的 组 态 不 是 而 是 未 满 沉 层 中 的 sp 组 态 ,具有 总 自 旋 $=1. 处 于 这 种 态 中 的 
原子 是 2 价 的 ,这 是 第 二 族 元 素 的 主 原子 价 . 


第 三 族 元 素 的 正常 态 具有 电子 组 态 sp 并 且 自 旋 5 = 但 把 封闭 s 壳 层 中 


的 一 个 电子 激发 以 后 ,可 以 得 到 一 个 激发 态 , 它 具有 组 态 spz 并 具有 自 旋 5 = 
3/2, 这 个 态 接近 于 正常 态 . 因此 这 一 族 元 素 可 以 有 3 价 和 !1 价 . 此 族 的 前 两 个 元 
素 ( 硼 \ 铝 ) 只 表现 为 3 价 元 素 . 随 着 原子 序 的 增 大 ,原子 价 为 1 的 趋势 就 逐渐 显 
示 出 来 , 镑 元 素 表现 为 3 价 和 1 价 的 机 会 相等 (例如 在 化 合 物 TiCl 和 TICl, 中 ). 
这 是 因为 对 前 几 个 元 素 讲 来 ,三 价 化 合 物 中 的 结合 能 大 于 单价 化 合 物 中 的 结合 





名 ”我们 在 这 里 不 讨论 原子 间 的 范 德 瓦 尔 斯 引力 ( 见 $89). 这 个 力 的 存在 使 得 * 三 谱 项 的 U(r) 曲线 
《在 远 距 处 ) 具有 一 个 极 小 值 .但 是 这 个 极 小 值 与 ' 三 曲 线 的 极 小 值 相 比 是 很 浅 的 ,在 图 29 所 示 的 尺寸 中 
这 个 极 小 值 无 法 表 出 . 

回 关于 Cu,Ag,Au 元 素 , 见 本 节 末 . 
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能 ,它们 之 间 的 差 值 超 过 了 该 原子 的 激发 能 量 . 

第 四 族 元 素 中 ,基态 具有 组 态 sp”, 自 旋 等 于 1, 它 的 邻近 激发 态 具 有 组 态 
sp 而 自 旋 等 于 2. 这 些 态 相当 于 2 价 和 4 价 . 它 和 第 三 族 一 样 ,前 两 个 元 素 ( 碳 ， 
硅 ) 主要 表现 为 高 原子 价 (例如 CO 等 为 例外 ) , 随 着 原子 序 的 增 大 而 显示 出 低 价 
趋势. 

第 五 族 元 素 的 原子 中 ,基态 具有 组 态 sp , 自 旋 为 $=3/2, 所 以 相应 的 原子 
价 等 于 3. 只 有 把 其 中 的 一 个 电子 激发 到 主 量子 数 更 高 的 壳 层 中 才能 得 到 自 旋 
更 高 的 激发 态 . 这 些 态 中 最 邻近 的 态 具 有 组 态 sp?s' 并 且 自 旋 S =5/2( 我 们 习惯 
地 用 s' 代 表 电子 的 一 个 s 态 , 它 的 主 量子 数 要 比 前 一 个 s 态 大 1). 这 个 态 的 激发 
能 量 虽 然 比较 高 ,但 是 这 样 的 激发 原子 仍 能 组 成 稳定 的 化 合 物 . 因此 第 五 族 元 素 
表现 为 3 价 和 5 价 (例如 氨 在 NH, 中 为 3 价 在 HNO, 中 为 5 价 ). 

第 六 族 的 元 素 中 ,基态 (组 态 为 sp’') 的 自 旋 等 于 1, 因 而 原子 是 2 价 的 . 激 
发 一 个 p 电子 后 得 到 自 旋 为 2 的 s*p's' 态 ,再 激发 一 个 s 电子 后 得 到 自 旋 为 3 的 
sp s'p' 态 . 处 于 这 两 种 激发 态 中 的 原子 都 能 组 成 稳定 分 子 ,因而 表现 出 4 价 和 
6 价 . 第 六 族 中 的 第 一 个 元 素 ( 氧 ) 只 表现 为 2 价 ,后 面 的 一 些 元 素 把 高 原子 价 也 
表现 出 来 (例如 硫 在 H:S,SO: ,SO, 中 分 别 为 2,4,6 价 ). 

第 七 族 (卤素 族 ) 中 ,基态 ( 组 态 sp* , 自 旋 S = 二 ) 原子 是 单价 的 . 但 是 以 下 的 
激发 态 可 以 形成 稳定 化 合 物 , 这 些 激发 态 的 组 态 分 别 为 呈 p's',s ps'p' ,sp s'p”， 
自 旋 分 别 为 3/2,5/2,7/2, 因 此 原子 价 为 3,5 ,7. 此 族 的 第 一 个 元 素 ( 气 ) 总 是 单 
价 的 ,但 是 以 后 的 元 素 还 表现 出 高 原子 价 (例如 毛 在 HCL, HCI0,, HCI0, , HCI0， 
中 分 别 为 1,3,5,7 价 ). 

最 后 是 惰性 气体 族 元 素 的 原子 ,其 基态 是 完全 封闭 的 壳 层 (因而 自 旋 5 = 
0) ,它们 的 激发 能 量 非常 高 .因此 原子 从 等于零, 这些 元 素 在 化 学 上 是 惰性 的 下 . 

以 上 所 作 的 论述 需要 给 予 如 下 总 的 说 明 . 当 我 们 讲 到 分 子 中 的 一 个 原子 具 
有 某 一 激发 态 的 原子 价 时 ,并 不 意味 着 把 这 个 原子 拉 到 远 距 离 处 以 后 一 定 能 得 
到 一 个 激发 原子 . 它 只 是 意味 着 这 个 分 子 中 的 电荷 密度 分 布 在 该 原子 的 原子 核 
附近 接近 于 一 个 孤立 激发 原子 的 电荷 密度 分 布 . 但 当 原子 核 之 间 的 距离 增 大 时 ， 
这 种 电荷 密度 分 布 很 有 可 能 趋 于 非 激发 原子 的 情形 . 


外 其 中 某 些 元 素 仍 能 与 气 和 氧 结合 成 稳定 化 合 物 . 它们 的 原子 价 可 能 与 封闭 壳 层 的 最 外 层 中 的 电 
子 跃 迁 到 能 量 较 近 的 未 满 { 态 或 d 态 中 有 关 . 

还 可 以 提 及 惰性 气体 原子 与 该 元 素 的 激发 原子 相互 作用 时 所 产生 的 相 吸 效应 . 这 种 效应 来 自 处 于 不 
同 状态 的 相同 原子 靠拢 时 可 能 态 数 的 加 售 ( 见 580). 在 这 里 ,激发 态 在 两 个 原子 之 间 的 交替 跃迁 作用 代 
替 了 产生 通常 原子 价 的 交换 作用 . He 分 子 就 是 这 种 分 子 的 一 个 例子 . 由 两 个 相同 原子 所 组 成 的 电离 分 


子 中 也 出 现 这 种 类 型 的 化 学 键 (例如 Hz ). 
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当 原 子 结合 成 为 分 子 时 ,原子 中 的 封闭 电子 壳 层 改变 得 很 少 . 可 是 未 满 壳 层 
中 的 电子 密度 分 布 可 能 会 有 很 大 的 改变 . 在 表现 得 最 明显 的 异 极 键 情形 下 ,所 有 
的 价 电子 都 从 原来 的 原子 跑 到 了 另 一 个 原子 ,以 致 我 们 可 以 把 这 个 分 子 说 成 是 
由 电荷 (以 。 为 单位 ) 等 于 其 原子 价 的 离子 所 组 成 . 第 一 族 的 元 素 是 正 电 性 的 : 
它们 在 异 极 化 合 物 中 失去 电子 而 构成 正 的 离子 . 当 我 们 转向 随后 的 几 族 时 ,元 素 
的 正 电 性 逐渐 不 明显 并 转变 为 负电 性 ,并 在 第 七 族 元 素 中 达到 最 高 程度 . 关于 异 
极 性 问题 ,我 们 需要 和 分 子 中 的 激发 原子 一 样 作出 同样 的 说 明 . 如 果 一 个 分 子 是 
蜡 极 性 的 , 它 并 不 意味 着 原子 拉 开 后 一 定 能 得 到 两 个 离子 . 例如 ,对 CsF 分 子 我 
们 的 确 可 以 得 到 Cs* 和 下 -离子 .但 对 NaF 分 子 所 得 的 却 是 Na 和 下 的 中 性 原子 
(因为 气 的 电子 亲 和 势 大 于 钨 的 电离 势 而 小 于 钠 的 电离 势 ). 

相反 的 极端 情形 是 同 极 键 , 同 极 分 子 中 的 各 个 原子 平均 说 来 保持 为 中 性 . 同 
极 分 子 不 同 于 异 极 分 子 , 它 并 没有 显著 的 偶 极 矩 . 异 极 型 和 同 极 型 的 区 别 完全 是 
定性 的 ,任何 中 间 类 型 都 有 可 能 出 现 . 

现在 来 讲 过 渡 族 元 素 . 名 族 和 铂 族 在 原子 价 的 性 质 方面 与 主 族 元 素 极为 相 
似 . 唯一 不 同 的 是 ,由 于 原子 内 的 d 电子 处 于 较 深 的 位 置 ,它们 和 分 子 中 的 其 它 
原子 的 作用 很 弱 . 结果 使 这 些 元 素 的 化 合 物 中 常常 出 现 “ 不 饱和 ”的 化 合 物 , 它 
们 的 分 子 具 有 不 等 于 零 的 自 旋 ( 实 际 上 都 不 超过 1/2). 每 一 种 元 素 都 可 以 呈现 
出 好 几 种 原子 价 , 这 些 原子 价 之 间 的 差 值 可 以 等 于 1 ,不 像 主 族 元 素 那样 只 能 相 
差 2( 主 族 元 素 的 原子 价 改变 是 由 于 电子 的 激发 ,这些 激发 电子 的 自 旋 原 来 是 成 
对 抵消 的 ,因此 激发 以 后 有 一 对 电子 的 自 旋 同 时 获得 释放 ). 

稀土 族 元 素 是 以 存在 未 满 上 + 电子 壳 层 为 特征 的 . 这 些 f 电 子 处 于 比 d 电子 更 
深 的 位 置 ,因而 它们 并 不 参与 原子 价 . 所 以 稀土 族 元 素 的 原子 价 只 由 未 满 沉 层 中 
的 s 和 Pp 电子 所 决定 .但 是 必须 注意 , 当 原子 受 激 以 后 f 电 子 有 可 能 转 入 s 和 Pp 
态 , 使 原子 价 增 加 1. 因此 稀土 族 元 素 所 表现 的 原子 价 其 差 值 也 等 于 1( 实 际 上 它 
们 都 是 三 价 和 四 价 的 ). 

钢 族 元 素 占有 特殊 的 地 位 . 钢 和 针 不 含 f{ 电 子 ,参与 它们 原子 价 的 是 d 电 
子 , 因 此 它们 的 化 学 性 质 不 像 稀土 元 素 而 像 名 族 和 铂 族 元 素 . 至 于 铀 , 虽 在 基态 
中 有 f 电 子 , 但 在 化 合 物 中 也 没有 f 电子. 最 后 ,Np,Pu,Am,Cm 原子 的 化 合 物 中 
虽 有 上 电子 ,但 是 参与 原子 价 的 电子 仍 为 s 和 d 电子 . 在 这 种 意义 下 ,它们 都 是 
类 铀 的 “未 配对 "的 s 和 d 电子 的 最 大 数目 分 别 等 于 1 和 5, 所 以 钢 族 元 素 的 最 
高 原子 价 等 于 6, 而 稀土 族 元 素 的 最 高 原子 价 (有 s 和 p 电子 参与 的 原子 价 ) 等 
学 143= 和 


外 某 些 稀土 族 原子 的 未 满 光 层 中 存在 着 4 电子, 这 种 电子 并 不 重要 ,因为 这 些 原子 参与 化 合 物 时 
实际 上 总 是 处 于 没有 d 电子 的 激发 态 . 
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铁 族 元 素 ,就 它们 的 原子 价 性 质 来 说 , 介 于 稀土 元 素 与 甸 族 铂 族 元 素 之 间 . 
这 些 原子 中 的 d 电子 处 于 比较 深 的 位 置 , 在 许多 化 合 物 中 它们 对 原子 价 键 没有 
贡献 . 因此 在 这 样 的 化 合 物 中 , 铁 族 元 素 类 似 于 稀土 元 素 . 在 这 一 类 化 合 物 中 ,有 
离子 型 的 化 合 物 (例如 FeCl, ,FeCl ) ,其 中 的 金属 原子 是 一 个 阳离子 . 和 稀土 元 
素 一 样 ,这 些 化 合 物 中 的 铁 族 元 素 可 以 有 好 几 种 原子 价 . 

铁 族 元 素 的 另 一 类 化 合 物 称 为 络 合 物 , 这 类 化 合 物 的 特点 是 分 子 中 的 过 渡 
族 元 素 不 是 一 个 简单 的 离子 而 是 一 个 复合 离子 中 的 一 部 分 (例如 KMn0, 中 的 


Mn0， 离子 ,K,Fe(CN)。 中 的 Fe(CN)。 “离子 ). 这 类 复合 离子 中 的 原子 要 
比 简单 离子 型 化 合 物 中 的 原子 挨 得 更 近 ,在 原子 中 d 电子 也 参与 了 价 键 . 因此 络 
合 物 中 的 铁 族 元 素 类 似 于 馈 族 和 铂 族 . 


最 后 必须 提 一 下 铜 , 银 , 金 等 元 素 ,它们 在 $73 中 放 在 主 族 元 素 内 ,但 在 某 
些 化 合 物 中 它们 类 似 于 过 渡 族 元 素 . 这 些 元 素 中 ,由 于 d 壳 层 的 电子 可 以 跃迁 到 
能 量 相近 的 p 壳 层 (例如 铜 中 的 3d 电子 跃迁 到 4p) ,原子 价 可 以 超过 1. 在 这 样 
的 化 合 物 中 ,原子 具有 未 满 d 壳 层 因而 类 似 于 过 渡 族 : 铜 类 似 于 铁 族 元 素 , 银 和 
金 类 似 于 包 族 和 铂 族 . 


习 题 
基态 氢 原 子 和 H 离子 结合 成 电离 分 子 H; , 试 求 核 距 尺 远大 于 玻 尔 半径 时 


H; 的 电子 谱 项 (1. 1. Jlaanay,1961;C. Herring,1961) 
解 :本 题 形式 上 类 似 于 §50 题 3, 在 这 里 对 原子 核 连 线 具 有 轴 对 称 性 的 两 个 


三 维 势 阱 (围绕 两 个 核 ) 代替 了 两 个 一 维 势 阱 . E。 = -证 能 级 四 (复原 子 的 基态 


能 级 ) 分 裂 成 为 U,(R) 和 U,(R) 两 个 能 级 (? 5 人 谱 项 和 ? 工 谱 项 ) ,相应 的 电子 
波 函 数 为 


Wi (192) = 直 [Wolss3y ,3) 2 yo -zy7;2)]. 


万 
它们 对 称 和 反对 称 于 平分 原子 核 连 线 的 x=0 平面 (两 核 在 * 轴 上 的 x*= + 了 
点 】 .其 中 的 Wo(x,yz) 是 一 个 势 阱 中 的 电子 波 函 数 . 与 $50 题 3 的 做 法 完全 类 
似 ,可 得 

Q@ 关于 H, 分 子 的 相应 问题 , 见 .TI. Topsxos, I. TI. Tlumaesckuti, IAH CCCP. 1963. T. 151. C. 822; 


C. Herring，M，Flicker。Physical Review，134A ,362 ,1964( 第 二 篇 文章 改正 了 第 一 篇 的 计算 错误 ). 
加 ”本题 采用 原子 单位 - 
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已。(CR) - 5, = {way (1) 
式 中 的 积分 是 对 x =0 平面 进行 的 了 
取 避 函数 ( 设 绕 核 1 运动 ,该 核 在 Y= 半 有 处 ) 的 形式 为 


0 =- 一 em， 2 
站 a (2) 
其 中 的 A Es 灿 浮 数 必须 满足 下 列 茉 定语 方程 
到 w+ ( - 立 5 证 + 二 + 二 = 0， 9 
a on i 
1 
Eo -RR; 


因为 Bo 本 身 含有 原子 核 的 库仑 排斥 能 1/R. 
由 于 Wo 函数 离开 x 轴 时 很 快 衰减 ,只 有 远 小 于 尺 的 y 和 z 区域 对 积分 式 
(1) 才 是 重要 的 . 当 y,z <<R 时 ,把 (2) 代 入 (3) 得 


a a a 
es 





式 中 略 去 了 组 变 函 数 a 的 二 阶 导数 并 已 令 靖 一 于 及 + 和 上 式 中 x 一 小 R( 即 在 术 


1 邻 区 ) 时 等 于 1 的 解 为 

2R 1 
= 二 ep ( 寺 - 王 小 
这 时 (1) 式 给 出 
v. ,= 于 ea2mridyr| = F2Re "ls 

wm 
分 裂 量 为 四 
U,-U,= -4Re 一 (4) 

在 足够 远 的 距离 处 ,这 个 表示 式 指数 式 地 衰减 到 小 于 H 原子 与 H* 离子 偶 

极 短 相 互 作用 的 二 级 近似 效应 . 由 于 基态 氢 原 子 的 极 化 率 等 于 9/2[ 见 


(77.9)] ,而 H' 离 子 的 场 为 罗 =1/R*, 相 应 的 相互 作用 能 等 于 -9/(4R'), 计 及 
此 式 后 得 


@@ 注意 所 求 的 效应 取决 于 这 样 的 距离 范围 ,在 此 范围 内 电子 以 同样 方式 和 两 核 作 用 . 
@@” 按 前 引文 献 ,H, 分 子 的 相应 结果 为 Us - U, = -1.64R22e 28. 
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二 
BB) = (5) 
仅 当 尺 =10.8 时 第 二 项 才能 与 第 一 项 差不多 .我们 还 要 指出 ,U, 谱 项 在 R= 


12.6 处 具有 一 个 极 小 值 , 它 等 于 -5.8 x10 疏 原子 单位 ( -1.6x10 eV)O. 
$82 双 原 子 分 子 单 重 谱 项 的 振动 和 转动 结构 


正如 本 章 初 所 指出 的 , 核 质 量 与 电子 质量 的 巨大 差别 ,使 我 们 有 可 能 把 确定 
分 子 能 级 的 问题 分 成 两 个 部 分 . 我 们 先 求 原子 核 为 静止 时 的 多 电子 系统 的 能 级 ， 
作为 核 距 的 函数 (电子 谱 项 ). 然后 可 以 考虑 对 一 个 给 定 电子 态 而 言 的 核 运 动 ， 
这 相当 于 把 核 看 作 是 按 U,(7r) 规 律 相互 作用 着 的 一 组 粒子 ,U, 是 相应 的 电子 谱 
项 . 分 子 的 运动 是 由 整体 平 动 以 及 原子 核 绕 质心 的 运动 合成 的 . 我 们 对 整体 平 动 
当然 不 感 兴趣 ,可 把 质心 看 作 是 固定 的 . 

为 讨论 方便 计 ,我 们 首先 考虑 分 子 总 自 旋 5 为 零 的 电子 谱 项 (单项 ). 
按 U(r) 规 律 作用 着 的 两 体 (两 个 核 ) 相 对 运动 问题 可 以 化 成 质量 为 M( 两 粒子 
的 折合 质量 ) 的 一 个 单 粒子 在 一 有 心力 场 U(r) 中 的 运动 . U(7r) 就 是 所 考虑 电子 
谱 项 的 能 量 . 有 心力 场 U(r) 中 的 运动 问题 又 可 以 化 成 势 场 中 的 一 维 运动 问题 ， 
该 势 场 的 有 效能 量 等 于 U(7) 与 离心 能 之 和 . 

我 们 令 天 为 分 子 的 总 角 动 量 , 它 由 电子 的 轨道 角 动 量 志 和 原子 核 的 转动 角 
动量 相 加 而 成 . 于 是 原子 核 的 离心 能 算 符 可 写成 

B(r) (天 一 大)2. 

我 们 引用 了 双 原子 分 子 理论 中 习 用 的 记号 : 


FE 
B(r) = (82.1) 


这 个 算 符 对 电子 态 (7 为 给 定 ) 平 均 以 后 ,所 得 的 离心 能 是 7 的 函数 , 它 出 现 于 有 
效 势能 U.(7) 的 表 式 中 : 

U(r) =U(r) +B(r)(K-L)’, (82.2) 
式 中 的 横 线 代 表 上 述 平均 . 

我 们 来 算出 对 某 个 态 的 平均 值 , 该 态 中 分 子 的 总 角 动 量 平方 具有 定 值 K? = 
K(K+1)( 式 中 为 整数 ) ,同时 电子 角 动量 沿 分 子 轴 (z 轴 ) 的 分 量具 有 定 值 
L =4. 展开 (82.2) 式 的 括号 ,我们 有 

U(r) =U(r) +B(r)K(K+1) -2B(r)L :K+B(r)L’, (82.3) 
最 后 一 项 不 含量 子 数 而 只 与 电子 态 有 关 , 它 可 以 合并 到 能 量 U0(7) 中 去 . 我 们 


加 ”这 个 极 小 值 来 自 范 德 瓦尔 斯 力 , 它 和 稳定 离子 Hz 的 基态 谱 项 U,(R) 的 极 小 值 相 比 是 极 浅 的 : 
后 一 个 极 小 值 为 -0.6 原子 单位 ( -16.3 eV) ,位 于 R=2.0 处 - 
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来 证 明 这 一 点 对 其 前 一 项 也 是 成 立 的 . 
$ 27 末 表 明 ,如 果 角 动量 沿 某 轴 的 分 量具 有 定 值 , 则 角 动 量 矢量 的 平均 值 

也 沿 该 轴 . 如 令 为 沿 z 轴 的 单位 矢量 , 则 有 工 = An. 经 典 力学 中 , 双 粒子 (例如 

原子 核 ) 系 统 的 转动 角 动 量 为 r xp, 其 中 + =rn 是 双 粒子 之 间 的 径 撩 ,p 是 相对 

运动 的 动量 . 这 个 角 动量 垂直 于 n. 量子 力学 中 ,这 一 点 对 原子 核 的 转动 角 动 量 

算 符 同 样 成 立 : 

(不 - 工 ) n=0, 或 尺 . n= n. 这 两 个 算 符 相等 ,它们 的 本 征 值 当然 也 相等 ， 


又 由 于 n* 工 =L,=A4, 我 们 有 
Kn=A, (82.4) 


因此 (82.3) 式 的 最 后 第 二 项 为 .KK=n. KA =A?, 它 与 无 关 . 重新 定义 U(r) 
函数 ,可 把 有 效 势能 最 后 写成 


Ux(r) =U(r) +B(r)K(K+1). (82.5) 
由 公式 K, =4 可 知 ,给 定 4 值 后 ,量子 数 的 取 值 只 能 是 
K>A. (82.6) 


求解 具有 (82.5) 式 势能 的 一 维 薛 定 谓 方程 ,可 得 一 组 能 级 . 我 们 把 这 些 能 
级 ( 具有 同一 K 值 的 能 级 ) 按 能 量 的 递增 次 序 加 以 编号 ,编号 数 为 wu= 0,1,2，…; 
2=0 对 应 于 最 低能 级 . 由 此 可 见 , 核 运动 使 每 个 电子 谱 项 分 裂 成 为 一 组 能 级 ,用 
和 vw 两 个 量子 数 加 以 标志 . 

这 些 能 级 (对 一 个 给 定 的 电子 谱 项 ) 的 总 数 可 以 是 有 限 的 或 无 限 的 . 如 果 电 
子 态 是 这 样 的 , 即 当 一 % 时 该 分 子 变 成 两 个 孤立 的 中 性 原子 ,那么 势能 U(7) 
[因而 还 有 WU (r) 在 r 一 = 时 要 比 1/r 趋 于 零 更 快 地 趋 于 某 一 极限 常数 值 
VU( % ) (两 个 孤立 原子 能 量 之 和 , 见 $89). 在 这 样 的 场 中 ,能 级 数 是 有 限 的 ( 见 
$ 18) ,尽管 在 实际 分 子 中 这 个 能 级 数 是 一 个 很 大 的 数值 . 这 些 能 级 是 这 样 分 布 
的 , 即 对 任 一 给 定 的 值 而 言 ,能 级 数 具 有 一 定 的 数值 (它们 的 v 值 不 同 ) ,当天 
增 大 时 具有 同一 K 值 的 能 级 数 减少 ,直到 某 一 值 根本 不 存在 能 级 为 止 . 

另 一 方面 ,如 果 rw 时 分 子 分 解 成 两 个 离子 , 则 在 远 距离 处 , U(r) - 
U( = ) 变 成 按 库仑 定律 ( ~1/7) 吸 引 的 离子 吸引 能 . 在 这 样 的 场 中 有 无 穷 多 个 能 
级 , 愈 来 愈 密 地 挤 向 极限 值 V( w ). 可 以 指出 ,对 大 多 数 基态 分 子 讲 来 都 属于 前 
一 种 情形 ,只 有 相当 少数 的 分 子 当 原 子 核 离 远 后 变 成 一 对 离子 . 

我 们 不 能 完整 地 算出 能 级 依赖 于 量子 数 的 一 般 表 式 . 这 样 的 计算 只 有 对 离 
基态 不 太 远 的 那些 低 激发 态 才 是 可 能 的 @. 这 些 能 级 所 对 应 的 K 和 w 量子 数 者 
很 小 . 实际 上 ,分子 光 谱 研究 中 经 常 考虑 的 也 就 是 这 些 能 级 ,因此 我 们 对 它们 特 
别 感 兴趣 . 


人 我们 总 是 指 属于 同一 电子 谱 项 的 那些 能 级 . 
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低 激发 态 中 的 核 运动 可 以 看 成 平衡 位 置 附近 的 小 振动 . 据 此 我 们 可 以 把 
LU(7) 展 成 上 =r 7. 的 震级 数 ,7. 等 于 U(r) 取 极 小 值 时 的 r 值 .由 于 U'(r ) =0, 展 
到 二 次 项 为 止 时 我 们 有 


U(r) = 局 + ME, 
其 中 VU. = U(r.) ,w. 是 振动 频率 . 


(82.5) 式 右边 第 二 项 (离心 能 ) 中 只 要 令 r=7, 就 足够 了 ,因为 该 项 中 已 经 
含有 小 量 K(K +1). 因而 有 


Us) = 以 +B.K(K+1) + 本 Ma， (82.7) 

其 中 的 B。 = 所 /(2HP) = 起 /(27) 称 为 转动 常数 (7 = Mr 是 该 分 子 的 转动 惯量 ). 

(82.7) 式 的 前 两 项 都 是 常数 ,第 三 项 相当 于 一 维 谐振 子 . 因此 我 们 可 以 立 
刻写 出 所 求 的 能 级 : 


E=U,+B.K(K+1) +ho, (v+)- (82.8) 
可 见 在 上 述 近似 下 ,能 级 由 三 个 独立 部 分 所 组 成 : 
EB 4B +B, (82.9) 
第 一 项 B. =U, 是 电子 能 量 ( 包 括 相 距 为 r=7, 的 原子 核 库 仑 能 ) ,第 二 项 为 
E,=B.K(K+1), (82.10) 
这 是 分 子 转动 0 的 转动 能 . 第 三 项 为 
5.=ho, (v+ 广 )， Ca 1 


它 是 分 子 内 原子 核 的 振动 能 . 根据 定义 ,v 是 具有 给 定 天 值 的 那些 能 级 按 能 量 递 
增 次 序 加 以 编号 的 编号 数 , 称 为 振动 量子 数 . 

对 一 个 形状 给 定 的 势能 曲线 U(r) ,频率 wo. 和 V 形 成 反比 . 因此 振动 能 级 间 
距 AE, 和 1/YVM 成 正比 . 转动 能 级 间距 AE, 的 分 母 中 含有 转动 惯量 1, 因此 和 1/M 
成 正比 .电子 能 级 及 其 间距 AE. 和 M 无 关 . 由 于 m/M(m 为 电子 质量 ) 在 双 原 子 


分 子 理论 中 是 一 个 小 参量 ,我 们 有 
AE, >> AE, >> AE,, (82.12) 


加 ”描述 双 原 子 分 子 (无 自 旋 ) 转 动 的 波 函 数 基本 上 和 一 个 对 称 陀螺 ( $ 103 ) 相同 . 与 陀螺 不 同 之 处 
是 ,分 子 的 转动 只 需 用 定义 分 子 轴线 方向 的 两 个 角度 (= w,B= 6) 来 描写 ,转动 波 函数 与 (103.8 ) 式 不 同 
之 处 在 于 量子 数 的 记号 并 且 少 了 一 个 ee/YV3T 因 子 . 按 (82.4) 式 .4 是 总 角 动量 天 沿 分 子 轴 ( $103 中 
的 《 轴 ) 的 分 量 ,我 们 必须 用 大 .MW 和 A( 这 里 证 =K.) 代 赫 J,M 和 大 因此 


Yo p10) =i /4 DI Cp.0,0). 
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上 式 给 出 颇 不 寻常 的 分 子 能 级 分 布 . 核 振 动 把 电子 谱 项 分 裂 成 为 一 组 相 靠 较 近 
的 能 级 . 这 些 能 级 又 由 于 分 子 的 转动 而 显示 出 精细 分 裂 @. 

下 一 级 近似 中 ,能 量 不 再 能 分 成 振动 和 转动 两 个 独立 部 分 ;出 现 了 同时 含有 
上 和 vw 的 转动 ~ 振动 项 . 计算 逐 级 近似 后 ,所 得 的 已 是 量子 数 K 和 ，" 的 一 个 震级 
数 展 式 . 

我 们 将 在 这 里 计算 (82.8) 式 的 下 一 级 近似 . 为 此 ,我 们 必须 把 U(r) 展开 至 
专 的 四 次 寡 为 止 (参考 $ 38 中 的 非 谐振 子 问题 ). 同样 地 ,离心 能 也 要 展 至 如 项 . 
这 样 得 到 

让 

2M 
3 让 
2Mr: 

现在 把 (82. 13) 中 的 最 后 四 项 当 作 微 扰 算 符 ,来 计算 对 (82. 8) 的 本 征 值 的 
改正 . 对 于 如 和 项 应 用 微 扰 论 的 一 级 近似 就 够 了 ,但 对 & 各 项 一 定 要 计算 二 
级 近似 ,因为 和 的 对 角 和 矩阵 元 都 等 于 零 . 所 有 要 计算 的 矩阵 元 都 已 在 8$23 
和 8$38 题 3 中 导出 . 所 得 的 结果 通常 表 成 下 列 形式 : 


E=Eu+ho, (v+) -sho (0+ ) +BK(K+1) 3 





Ur) =U + MOE + K(K+1) -af’ + bE - 





下 ; 
“MK+De+ K(K+1)é. (82.13) 





-DKR'(K+1)’, (82.14) 
其 中 的 
B,=B, -a. (0+ 广 ) =B -ace (82.15) 
xyB。,a。 肖 ,等 常数 与 (82. 13) 式 中 的 常数 有 以 下 关系 : 
让 4B: 
B.=77° = 
6 a 2 
oo (Wo na: -1 
3 昧 记 芷 要 
“ho (Bo) [二 二 名、 (82.16) 


@@ 作为 例子 ,下 面 给 出 几 个 分 子 的 U.,hw。 和 8. 值 (以 eV 为 单位 ) 


H; N, 0: 
=- 由 4.7 7.5 5.2 
hw, 0.54 0.29 0.20 


103 xB, 7.6 0.25 0.18 
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和 vw,K 无关 之 项 已 归 在 有 内 . 
习 题 
把 双 原 子 分 子 中 的 电子 运动 和 核 运 动 分 离开 来 , 试 确定 这 种 近似 的 准确 
程度 . 
解 :分 子 总 哈密 顿 量 可 写成 应 = 介 + 记 ,其 中 人 = 康 /21M 是 原子 核 相对 运动 
的 动能 算 符 (万 = -ih9/6r;r 是 连结 原子 核 的 径 矢 ;jMf 是 折合 质量 ). 哈密 顿 量 


应 ,中 包括 电子 的 动能 算 符 .电子 之 间 以 及 电子 与 原子 核 之 间 的 库 仓 势能 和 原子 
核 之 间 的 库 仓 能 @. 设 莅 定语 方程 


By=( +h)y=Ey (1) 
之 解 的 形式 为 
WV= XalT) pq,7) (2) 
其 中 的 函数 组 ps(9,r) 是 下 列 方程 的 正 交 归 一 化 解 ; 
hip gr) =U, (7) 9, (gsr). (3) 


4 代表 电子 举 标 全 休 ;U。(7) 是 哈密 额 量 和 ,的 本 征 值 , 它 依赖 于 参量 7 把 (2) 代 
入 (1) , 乘 以 p。(9g,r) 并 对 9 积分 ,得 
A A = - 三 (入 + 大 (4) 
其中 
Le 
而 phn = | ppdq,(p) 沁 是 对 电子 波 通 数 而 言 的 短 阵 元 ,对 角 元 p,, 由 于 对 称 


性 而 等 于 零 ， 

电子 波 函 数 p, 只 是 在 原子 尺度 内 变化 显著 ,它们 对 的 微 商 不 会 引进 大 的 
M/m 参量 (m 为 电子 质量 ). 因而 内 ,与 U,(r) 相 比 小 m/M 倍 , 可 以 略 去 . 如 果 把 
(4) 式 右边 看 作 一 个 小 的 微 扰 , 则 零 级 近似 波 函 数 X,(r) 为 下 式 之 解 : 


了 
p 
所 +0.(7) ] = EX (5) 
上 式 描述 U,(7) 场 中 的 核 运动 (v 是 这 种 运动 的 量子 数 ). 微 拢 论 的 适用 条 件 是 


加 ”哈密 顿 量 让 到 的 是 分 子 质心 为 静止 的 坐标 系 (P。 +P. =0,Pu 是 两 个 核 的 总 动量 ,P. 是 电子 总 动 
量 ). 其 中 没有 包含 质心 动能 P3/2(M, + fa ) = Pn/2( Mi + MM,). 与 电子 动能 相 比 ,这 一 项 确实 很 小 ,比例 
为 m/M. 
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| Cnv’ | + Ve, | mo) | << | 已 。 —E,, |. 
不 等 式 的 右边 是 不 同 电子 谱 项 的 能 量 差 , 此 量 对 小 的 m/M 参量 而 言 为 零 级 . 式 
左边 含有 核 波 函数 的 矩阵 元 . V", 中 含有 m/M 因子 , 它 确 是 很 小 . 在 六 ,的 矩阵 元 
中 ， 算 符 互 作用 于 Xe 画 数 ,使 它 乘 上 了 一 个 核 动量 的 数量 级 的 量 . 如 果 原 子 核 作 


小 振动 ,其 动量 ~ VNjia。; 由 于 频率 w. 和 VY 大 成 反比 , 乱 阵 元 (nv'1 访 ,1mv) 为 
(m/M) “数量级 


$83 ”多重 谱 项 . 情形 a 


现在 来 研究 自 旋 5 不 等 于 零 的 分 子 能 级 的 分 类 问题 . 在 零 级 近似 中 , 当 相 对 
论 效应 完全 略 去 以 后 ,分 子 和 任意 多 粒子 系统 一 样 , 它 的 能 量 与 自 旋 的 方向 无 关 
(此 自 旋 是 “自由 "的 ) ,结果 使 能 级 具有 (2S + 1) 重 简 并 . 但 当 考 虑 了 相对 论 效 
应 以 后 ,能 级 就 会 分 裂 ,从 而 使 能 量 成 为 自 旋 沿 分 子 轴 方 向 的 投影 值 的 函数 . 我 
们 将 把 分 子 中 的 相对 论 作用 称 为 自 旋 - 轴 作用 . 它 的 主要 部 分 (和 原子 的 情形 
一 样 ) 就 是 自 旋 和 电子 轨道 运动 间 的 相互 作用 @. 

分 子 能 级 的 性 质 及 其 分 类 ,明显 地 依赖 于 自 旋 轨 道 作用 和 分 子 转动 两 者 的 
相对 重要 性 . 后 者 所 起 的 作用 可 以 拿 两 个 相 邻 转动 能 级 的 间距 作 标志 . 与 此 相 
应 ,我 们 来 考虑 两 种 极端 情形 . 一 种 情形 是 自 旋 - 轴 作用 的 能 量 大 于 转动 能 级 之 
间 的 能 量 差 , 另 一 种 情形 则 相反 . 第 一 种 情形 通常 称 为 情形 a( 或 a 型 耦合 ) ,第 
二 种 情形 称 为 情形 b. (F. Hund ,1933 ) . 

情形 a 最 为 常见 . 卫 谱 项 是 一 个 例外 ,其 中 主要 属于 情形 5, 因为 自 旋 - 轴 
作用 效应 对 这 种 谱 项 讲 来 是 很 小 的 ( 见 后 )@. 对 于 其 它 的 谱 项 讲 来 ,情形 5 有 时 
在 极 轻 的 分 子 中 见 到 ,因为 这 种 情形 下 的 自 旋 - 轴 作 用 比较 弱 , 而 转动 能 级 的 间 
距 比较 大 (转动 惯量 比较 小 ). 

介 于 a 和 46 之 间 的 中 间 情 形 当 然 也 是 可 能 的 . 还 必须 注意 到 ,同一 个 电子 态 
当 转 动量 子 数 改变 时 可 以 从 情形 a 连续 地 变 到 情形 5. 原因 在 于 , 相 邻 转动 能 级 
之 间 的 间距 是 随 着 转动 量子 数 的 增 大 而 增 大 的 ,因此 即使 在 较 低 转动 能 级 时 属 
于 情形 a, 但 当 转 动量 子 数 增 大 后 ,转动 能 级 间距 就 有 可 能 大 于 自 旋 - 轴 作 用 的 
耦合 能 量 (情形 5). 

情形 a 的 能 级 分 类 原则 上 与 自 旋 为 零 的 谱 项 分 类 没有 多 大 的 区 别 . 我 们 首 


四 除了 自 旋 -轨道 作用 和 自 旋 - 自 旋 作 用 以 外 ,还 有 分 子 转动 与 电子 自 旋 及 轨道 运动 间 的 相互 作 
用 .但 是 这 一 部 分 的 作用 很 小 ,可 能 只 对 自 族 S= -的 谱 项 有 意义 ( 见 §84). 


加 “一 个 特殊 情形 是 9: 分子 的 电子 基 项 (* 工 谱 项 ). 它 的 耦合 情况 介 于 a 型 和 1 型 之 间 ( 见 $84 题 
3). 
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先 考虑 原子 核 静止 时 亦 即 完全 略 去 转动 时 的 电子 谱 项 . 除了 电子 轨道 角 动 量 的 
投影 值 4 以 外 ,现在 还 必须 考虑 总 自 旋 沿 分 子 轴 的 投影 值 ,我 们 用 三 代表 这 个 
投影 量 下 , 它 的 取 值 为 S,S -1,…, - 5. 当 自 旋 和 轨道 角 动量 在 分 子 轴 上 的 投影 
方向 一 致 时 ,我 们 令 王 取 正 值 (注意 4 代表 轨道 自动 量 投影 值 的 绝对 值 ). A 和 
三 相 加 起 来 给 出 沿 分 子 轴 的 电子 总 角 动量 : 

QQ=A+5; (83.1) 
它 的 取 值 为 4+S,4+3S-1,…,4-S. 由 此 可 见 , 轨 道 角 动量 为 4 的 一 个 电子 谱 
项 分 裂 成 为 25 + 1 个 具有 不 同 2 值 的 谱 项 ;和 原子 谱 项 的 情形 一 样 ,我 们 把 这 
种 分 裂 称 为 该 电子 能 级 的 精细 结构 或 多 重 分 裂 . 通常 把 2 值 标 在 谱 项 符号 的 右 


下 角 ; 例 如 A=1,5 = 方 时 我 们 得 到 *II,a ,了 ,a 两 个 谱 项 . 


考虑 了 原子 核 的 运动 以 后 ,每 一 个 这 样 的 谱 项 中 会 出 现 振动 和 转动 结构 . 各 
种 转动 能 级 是 用 分 子 总 角 动 量 量子 数 /的 数值 来 标志 的 ,这 个 总 角 动 量 包 括 了 
电子 的 自 旋 和 轨道 角 动 量 以 及 原子 核 的 转动 角 动 量 @. 7 可 以 取 从 |2| 值 开始 的 
各 种 整数 值 : 
J> |12|， (83.2) 
显然 这 是 (82.6) 式 的 推广 . 
现在 来 推导 情形 a 中 分 子 能 级 的 定量 公式 . 先 考虑 电子 谱 项 的 精细 结构 . 我 
们 在 §72 中 讨论 原子 谱 项 的 精细 结构 时 应 用 了 (72.4) 式 ,该 式 表明 自 旋 - 轨道 
作用 的 平均 值 与 原子 总 自 旋 沿 轨道 角 动量 矢量 方向 的 投影 值 成 正比 . 与 此 完全 
类 似 , 双 原子 分 子 中 的 自 旋 - 轴 作用 (对 原子 核 间距 给 定 为 r 时 的 电子 态 取 平 
均 ) 和 分 子 总 自 旋 在 分 子 轴 上 的 投影 值 王 成 正比 ,因此 可 把 所 分 裂 的 电子 谱 项 
写成 下 列 形式 : 
U(r) +4(r) 工 ， 
式 中 的 U(r) 是 原 谱 项 (未 分 裂 前 的 谱 项 ) 的 能 量 ,4(r) 是 的 某 一 函数 ,这 个 函 
数 与 原 谱 项 有 关 ( 特 别 是 和 4 值 有 关 ) 但 和 三 无 关 . 由 于 人 们 通常 采用 量子 数 0 
而 不 用 ,为 方便 计 , 我 们 可 把 4 王 改 成 42; 所 差 的 44 可 以 包括 在 U(r) 内. 因 
此 对 于 一 个 电子 谱 项 ,我 们 有 以 下 的 表 式 
U(r) +A(7r) 0. (83.3) 
注意 分 裂 谱 项 的 各 个 分 量 是 彼此 等 距 的 : 相 邻 分 量 (0 值 相差 为 1 ) 的 间距 
与 从 无 关 并 等 于 4A(7). 


@ 不 要 和 4 =0 的 谱 项 符号 混淆 起 来 ! 
回 符号 下 仍 保留 为 不 考虑 自 旋 时 的 分 子 总 角 动量 . 情形 e 中 量子 数 K 并 不 存在 . 因为 角 动 量 玉 即 
使 近似 地 讲 来 也 不 能 守恒 . 
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根据 一 般 考虑 很 易 证 明 工 谱 项 的 4 值 等 于 零 . 为 此 我 们 来 进行 时 间 反 号 操 
作 . 此 时 的 能 量 值 一 定 保持 不 变 , 可 是 分 子 态 中 沿 分 子 轴 的 自 旋 和 轨道 角 动 量 都 
要 反 向 .能 量 4(r) 工 中 的 工 就 要 变 号 ,如 果 能 量 保持 不 变 , 则 4(r) 必 须 变 号 . 如 
果 4 关 0, 我 们 对 4(r) 的 数值 不 能 作出 任何 结论 ,因为 4(r) 依赖 于 轨道 角 动 量 ， 
而 轨道 角 动量 本 身 也 要 变 号 .但 当 4 =0 时 ,我 们 可 以 肯定 4(r) 此 时 是 不 变 的 ， 
因此 它 只 能 等 于 零 . 由 此 可 见 , 对 工 谱 项 讲 来 ,一 级 近似 中 的 自 旋 - 轴 作 用 并 不 
产生 能 级 分 裂 ; 只 有 考虑 了 二 级 近似 中 的 自 旋 - 轴 作 用 或 者 是 一 级 近似 中 的 自 
旋 - 自 旋 作 用 以 后 ,能 级 才 会 分 裂 ( 与 :成 正比 ) 但 是 比较 小 . 这 就 是 前 面 提 到 
的 工 谱 项 往往 属于 情形 4 的 根据 . 

当 我 们 求 出 了 多 重 分 裂 以 后 ,分子 的 转动 就 可 以 当 作 微 扰 来 处 理 ,完全 类 似 
于 $82 开始 所 作 的 推导 . 原子 核 的 转动 角 动量 可 以 从 总 角 动 量 中 减 去 电子 的 轨 
道 角 动 量 以 及 自 旋 以 后 得 到 ,所 以 离心 能 算 符 现在 旦 下 列 形式 : 

B(r)(j-L-$)’, 
上 式 对 电子 态 求 平均 后 再 加 到 (83.3) 式 中 , 即 得 欲求 的 有 效 势能 U,(7) : 
U(r) =U(r) +4(r)2+B(r)(J- 工 -S): = 
=U(r) +4(r)Q2+B(r) [有 天 -2J.(E+S) + 
:站 +2L Sr]. 

本 的 本 征 值 是 JJ+1). 其 次 ,根据 和 § 82 中 相同 的 论证 ,我 们 有 : 


L=nA, S=nY, (83.4) 
还 有 (了 -上 -$$) .n=0, 因 此 有 本 征 值 : 
J .mn=(FE+S) :n=A+5 =0 (83.5) 


把 以 上 诸 值 代入 ,我 们 得: 
Ur) =U(r) +4(r)Q+B(r)[JCJ+1I) -207 +L +2L.S+5]. 
对 电子 态 平 均 时 采用 的 是 零 级 近似 波 函 数 0. 但 在 这 种 近似 中 自 旋 值 是 守恒 的 ， 
从 而 S* =S(S+1). 这 个 波 函 数 是 自 旋 函 数 和 坐标 函数 的 乘积 ;因此 角 动量 工 和 
5 的 平均 是 相互 独立 地 进行 的 ,我 们 可 得 
L:S=An.S=A5. 

最 后 ,轨道 角 动 量 工 的 平均 值 与 自 旋 无 关 , 它 是 标志 所 给 电子 谱 项 (未 分 裂 的 谱 
项 ) 的 一 个 ~ 的 函数 . 凡是 r 的 函数 但 与 /1, 工 无 关 的 项 都 可 以 包括 在 U(r) 中 , 凡 
是 与 (或 者 2) 成 正比 的 项 都 可 以 包括 在 表 式 4(r).2 中. 因此 可 得 下 列 有 效 势 
能 表 式 

U(r) =U(r) +4(r)2+B(r)TJCJ+1) -208]. (83.6) 


名 ”这 是 既 对 分 子 转动 效应 又 对 自 旋 - 轴 作 用 而 言 的 零 级 近似 - 
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利用 $ 82 中 从 (82.5) 式 开始 的 那 种 方法 ,我 们 可 以 求 出 目前 情形 下 的 分 子 
能 级 . 把 U(r) 和 4(7) 展 为 & 的 军 级 数 ,对 U(r) 只 展 到 的 二 次 备 为 止 ,但 对 上 
式 中 的 第 二 项 和 第 三 项 只 保留 零 次 寡 , 我 们 得 到 以 下 能 级 表 式 ， 


E=U,+A.Q+ ho. (0+ ) +8.CJC+D -20]， (83.7) 


式 中 的 4. =4(7.) 和 B. 是 标志 所 给 (未 分 裂 ) 谱 项 的 一 些 常数 . 继续 展 至 高 次 军 
以 后 ,可 得 含有 量子 数 的 高 次 过 项 的 一 个 级 数 ,我 们 就 不 在 这 里 写 出 来 了 . 


$84 多 重 谱 项 ' 情形 5 


现在 转向 情形 b. 此 时 分 子 的 转动 效应 超过 了 多 重 分 裂 . 因此 我 们 必须 首先 
考虑 转动 效应 而 略 去 自 旋 - 轴 作 用 ,然后 把 后 者 作为 微 扰 来 处 理 . 
自 旋 为 “自由 "的 分 子 中 ,守恒 的 不 但 有 总 角 动量 7, 而 且 还 有 (原子 核 角 
动量 与 电子 轨道 角 动 量 之 和 ) ,K 和 J 的 关系 为 : 
J=K+S, (84.1) 
量子 数 K 区 别 具 有 自由 自 旋 的 一 个 转动 分 子 中 某 一 给 定 电子 谱 项 的 各 个 不 同 
态 . 在 给 定 K 值 的 态 中 ,有 效 势 能 Uk(r) 显然 是 和 $ = 0 情形 时 的 (82.5) 式 一 
样 的 : 
Unx(r) =V(r) +B(r)K(K+1), (84.2) 
式 中 的 取 值 为 A,A +1,…. 
考虑 到 自 旋 - 轴 作用 以 后 ,每 一 谱 项 一 般 分 裂 成 为 25 + 1 个 谱 项 (或 者 是 
2K +1 个 谱 项 ,如 果 K<S$) ,它们 具有 不 同 的 总 角 动 量 JD. 根据 角 动量 相 加 的 一 
般 法 则 ,J 的 取 值 ( 当 天 给 定 后 ) 是 从 K+S 到 | 有 -S|: 
IK-S|<J<K+S. (84.3) 
计算 分 裂 能 量 (用 微 扰 论 的 一 级 近似 ) 时 ,需要 求 出 自 旋 - 轴 作 用 能 量 算 符 
对 零 级 近似 态 ( 相 对 于 自 旋 - 轴 作用 的 零 级 近似 态 ) 的 平均 值 . 在 目前 情形 下 ， 
这 意味 着 既 对 电子 态 又 对 分 子 转动 态 (r 为 给 定 ) 求 平均 . 我们 知道 ,第 一 个 平均 


的 结果 是 一 个 4()m .$ 形 式 的 算 符 , 它 与 自 旋 算 符 沿 分 子 轴 的 投影 上 .与 成 正 
比 . 再 把 这 个 算 符 对 分 子 转动 求 平 均 , 并 取 自 旋 矢 量 的 方向 为 任意 , 则 有 元 . $ = 
n， 有 平均 值 ? 是 一 个 矢量 ,从 对 称 性 角度 考虑 应 该 和 “矢量 " 度 的 方向 一 致 ,让 
是 标志 分 子 转动 的 唯一 矢量 . 因此 可 以 写作 

n= 常数 x 外 ， 
式 中 的 常数 很 容易 求 出 ,只 要 以 处 乘 等 式 的 两 边 并 注意 本 征 值 n .KK =A[ 见 


外 情形 5 中 , 自 旋 沿 分 于 轴 的 投影 . 5 并 不 具有 定 值 ,所 以 不 存在 量子 数 工 (或 2). 
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(82.4) 式 ] 及 有 =K(K+1), 即 有 


A i 


n RE S. 
最 后 ,根据 一 般 公式 (31.3) ,乘积 KS 的 本 征 值 等 于 : 
K.S= 了 [JJ+D -KCK+1) -8S(S+1)]. (84.4) 


结果 ,所 求 的 自 旋 - 轴 作用 能 量 平 均值 如 下 式 所 示 : 
4(D5KCAETDTLC+D -K(K+1) -SCS+1)] = 


=A(7) 7J-5)(1+S+1) -了 4(r)A， 


本 全 
2K(K +1) 
这 个 式 子 应 该 加 到 (84.2) 式 的 能 量 公式 中 . 其 中 的 六 4(7)A 项 与 K 和 J 无 关 可 


以 包括 在 U(r) 内 ,因此 有 效 势 能 的 表 式 最 后 为 
U(r) = U(r) +B(r)K(K+1) + 
C= (1+s+1) 
2K(K+1) 
按 通 常 方 式 展 成 &=r -7 的 短 级 数 以 后 , 即 得 情形 b 时 的 分 子 能 级 表 式 : 


E=U,+ho, (v+ 方 ) +B.K(K+1) + 


+4(r)4 (84.5) 


(1-5) (1+s+1) 
RD 

正如 上 节 所 指出 的 , 工 谱 项 的 自 旋 - 轴 作 用 在 一 级 近似 下 并 不 给 出 多 重 分 
裂 , 为 了 求 出 它 的 精细 结构 ,我 们 有 必要 考虑 自 旋 - 自 旋 作 用 , 它 的 算 符 是 电子 
自 旋 的 二 次 式 . 现在 我 们 感 兴趣 的 并 不 是 这 个 算 符 本 身 ,而 是 这 个 算 符 对 该 分 子 
的 电子 态 的 平均 结果 ,正如 我 们 对 自 旋 - 轴 作 用 算 符 所 作 的 那样 . 显然 ,从 对 称 
性 考虑 可 知 , 所 求 的 平均 算 符 应 该 和 总 自 旋 对 分 子 轴 的 投影 值 的 平方 成 正比 ,也 
就 是 说 可 以 写成 下 列 形式 : 


+A.A (84.6) 


a(r)(§. n)’, (84.7) 

式 中 的 a(r) 又 是 一 个 标志 所 给 电子 谱 项 的 距离 r 的 函数 . 对 称 性 的 考虑 中 还 多 

许 存在 一 个 与 8 成 正比 的 项 ,但 由 于 自 旋 的 绝对 值 是 一 个 常数 ,这 一 项 无 关 紧 

要 . 我 们 不 打算 在 这 里 推导 一 个 繁杂 的 普遍 公式 去 说 明 (84.7) 式 的 算 符 所 产生 
的 分 裂 , 本 节 的 题 1 中 将 推导 出 对 工 三 重 谱 项 的 公式 . 

工 双 重 谱 项 是 一 个 特殊 情形 . 根据 克拉 默 斯 定理 ( 8$ 60) ,在 总 自 旋 为 $ = 

172 的 多 粒子 系统 中 ,双重 简 并 是 永远 存在 的 ,即使 全 部 考虑 了 该 系统 中 的 内 在 
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相对 论 作 用 以 后 也 是 这 样 . 因此 不 管 在 任何 近似 中 ,即使 同时 考虑 了 自 旋 - 轴 作 
用 和 自 旋 一 自 旋 作 用 以 后 ,， 谱 项 仍 不 分 裂 . 

只 有 考虑 了 自 旋 与 分 子 转动 的 相对 论 作 用 以 后 ,才能 得 到 谱 项 的 分 裂 , 这 个 
效应 是 极 小 的 . 这 种 作用 的 平均 算 符 显 然 旦 YR * § 的 形式 , 它 的 本 征 值 由 
(84.4) 式 确定 ,该 式 中 应 令 5=1/2,J =K+1/2. 结果 对 * 工 谱 项 得 到 下 列 公 式 


E=U,+ho, (v0+ 广 ) +B.K(K+1) + 学 (K+ 地)， (84.8) 
有 一 个 常数 -二 y 已 包括 在 以 中 . 


习 题 
1. 求情 形 5 中 荆 谱 项 的 多 重 分 列 (H. A. Kramers ,1929 ). 
解 :所 求 的 分 裂 由 (84.7) 式 的 算 符 确定 ,这 个 算 符 须 对 分 子 转动 求 平均 . 我 
们 把 它 写成 qninsS$,$, 的 形式 ,其 中 的 a。 =a(m). 由 于 5S 是 守恒 矢量 ,我 们 只 需 
对 乘积 nin, 求 平均 .根据 29 例题 中 所 得 的 公式 ,我 们 有 
一 民居 +RR, 
0 
其 中 未 写 出 之 项 (与 64 成 正比 ) 所 给 出 的 能 量 与 /无关 ,不 会 产生 当前 讨论 的 那 
种 能 级 分 裂 . 分 裂 值 从 而 由 下 列 算 符 确定 : 
-RR RK, + KR,). 
由 于 6S 和 不对 易 , 故 有 
SiSiKK, =SIKSIK =(S: K)’. 
S .于 的 本 征 值 已 由 (84.4) 式 给 出 . 此 外 尚 有 
SSRR, = $8RR, +iS,Senk, = 
=(S. K)’ -去 SS - $,8,)ienk, = 
=(S .+ 本 cuean8 所 =(S K)’+S.K. 


三 重 项 5(S=1) 的 三 个 分量 对 应 于 =K,K+1. 求 得 这 些 分 量 间 的 能 
级 间距 为 : 
K+1 天 
CRH3 Pe bee adi 
2. 试 求 介 于 情形 a 和 bb 之 间 的 双重 谱 项 (Az0) 的 能 量 (E. Hil 和 J H. van 
Vleck ,1928). 


Bren -Br= - 
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解 :由 于 转动 能 量 和 自 旋 - 轴 作 用 能 量 已 假定 具有 同一 数量 级 ,在 微 扰 论 中 

两 者 必须 同时 考虑 , 故 徽 扰 算 符 的 形式 为 了 : 
V=BR +4m §. 

零 级 近似 波 函 数 最 好 采用 角 动 量 居 和 同时 具有 定 值 的 态 函 数 ( 即 情形 b 的 函 
数 ). 由 于 双重 谱 项 的 S=1/2, 当 J 给 定 以 后 ,量子 数 天 可 取 天 =J+172 两 个 值 . 
为 了 建立 久 期 方程 ,我 们 有 必要 算出 (mnSKJIVInSK'J) 短 阵 元 (mn 代表 确定 电子 
谱 项 的 其 余 量子 数 集合 ) ,其 中 的 下 和 K' 可 以 取 上 列 诸 值 . 算 符 配 的 给 阵 是 对 
角 的 ;对 角 短 阵 元 等 于 K(K+1). (mS) 的 答 阵 元 可 以 用 一 般 公式 (109.5) 算 
出 , 令 该 式 中 的 广 =S 凡 = 有 的 约 化 矩阵 元 由 (87.4) 式 给 出 ,计算 后 给 出 下 列 
久 期 方程 


Bm (7 (7 A (7 过) = 站 
pes 去 ) -4 人 


解 出 上 式 并 把 El 加 在 未 护 能 量 上 , 即 得 : 
B=U.+ho, (v+ 去 ) +B.J(J+1) + 


+,/B? (7+ 了 过) 一 4.8.4 + 本 用 ， 


常数 B./4 已 包括 在 U. 内 . 情形 a 相当 于 A。>>B.J, 情 形 5 时 不 等 式 则 反之 . 

3. 试 求情 形 介 于 a 和 1 之 间 的 ?了 三 重 能 级 的 各 个 分 量 的 间距 . 

解 : 和 题 2 一 样 ,转动 能 量 和 自 旋 - 自 旋 作 用 能 量 在 微 扰 论 中 要 一 起 考虑 . 
微 扰 算 符 的 形式 为 








V=B.R +a.(n. $)’. 
采用 情形 6 中 所 用 的 零 级 近似 波 函 数 ,《Kln* SIK') 短 阵 元 (此 矩阵 的 对 角 指 标 
全 已 略 去 ) 仍 可 按 (109.5) 和 (87.4) 式 算出 ,但 此 时 有 A =0,5 =1. 非 零 给 阵 


元 为 
S tl 要 
CI S11-1) = igri (JI SI+1)= 


J 给 定 后 上 KK 可 取 尺 =J ,J +1 诸 值 . 对 (KIVIK') 诸 矩阵 元 可 得 








四 对 转动 求 平均 之 前 必须 先 对 振动 求 平均 . 因此 我 们 把 B(r) 和 4(r) 函数 换 成 数值 B. 和 4.( 只 限 
于 上 展 式 的 第 一 项 ) ,而 未 扰 能 级 为 Eto) =U. + ho。 ( "去 ) 
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(JIFIJ)》 =B.J(J+1I) +a., 

J+1 

2 了 +1” 
J 


(J+1IVIJ+1) =B.(J+1)(J+2) hs 


(J-11V1J -1) =B.(J-1)J+a. 





(TIIVIT+1) = (T+11V1J -1) =a, 4D. 


我 们 看 到 ,在 K=J 态 和 =J +1 态 之 间 并 没有 跃迁 . 因此 其 中 的 一 个 能 级 
就 是 EE =《JIVIJ). 其 它 两 个 能 级 (E,,E,) 可 从 J 人 +1 态 的 跃迁 矩阵 元 所 组 成 的 
二 次 久 期 方程 中 解 出 . 我 们 只 对 三 重 项 各 个 分 量 的 相对 位 置 感 兴趣 ,可 以 在 E,, 
,EE, 三 个 能 量 中 一 律 减 去 一 个 常数 a.. 结果 得 

E,=B.J(J+1), 


Es3=B.(F +1+1) sr -at 


情形 5 时 (a 很 小 ) ,考虑 KK 值 相同 / 值 不 同 的 三 个 能 级 (=K,K+1) ,我 们 
仍 得 题 1 中 的 公式 . 
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除了 a 和 4 两 型 耦合 以 及 介 于 其 间 的 耦合 外 ,还 有 其 它 类 型 的 耦合 . 这 些 看 
合 型 式 的 来 源 如 下 . 量子 数 4 归根 结 底 是 由 分 子 中 两 个 原子 间 的 电 作用 而 来 
的 , 它 是 电子 谱 项 问题 中 轴 对 称 性 的 结果 (分 子 中 的 这 种 作用 称 为 轨道 角 动量 
与 分 子 轴 的 耦合 作用 ). 4 值 不 同 的 谱 项 间 的 间距 给 出 了 这 种 作用 的 一 个 尺度 . 
在 这 以 前 我 们 默认 了 这 种 作用 是 很 强 的 ,使 得 其 间距 远大 于 谱 项 的 多 重 分 裂 间 
距 和 转动 结构 间距 . 但 在 实际 上 也 存在 着 相反 的 情形 ,此 时 轨道 角 动 量 和 分 子 轴 
之 间 的 作用 差不多 等 于 甚至 小 于 其 它 的 效应 . 在 这 样 的 情形 下 ,不 管 怎样 的 近 
似 , 我 们 当然 不 能 说 轨道 角 动 量 在 轴 上 的 投影 值 是 守恒 的 ,量子 数 4 也 就 失去 

如 果 轨 道 角 动 量 与 轴 的 耦合 小 于 自 旋 - 轨道 耦合 ,就 称 为 情形 c. 它 出 现 于 
含有 稀土 族 原子 的 分 子 中 . 这 些 原子 的 特点 是 含有 一 些 角 动量 未 被 抵消 掉 的 也 
电子 . 由 于 了 电子 处 于 原子 的 较 深 处 ,它们 与 分 子 轴 的 作用 就 有 所 削弱 . 介 于 a 
型 和 < 型 之 间 的 耦合 情形 ,往往 在 重 原子 所 组 成 的 分 子 中 碰 到 . 

如 果 轨 道 角 动 量 与 轴 的 耦合 小 于 转动 结构 的 间距 ,就 称 为 情形 d. 这 种 情形 
出 现 于 最 轻 分 子 (H, ,He; ) 某 些 电 子 谱 项 的 高 转动 能 级 (J 值 很 人 的 能 级 ) 中 . 这 
些 谱 项 的 特点 是 分 子 中 存在 着 一 个 高 激发 电子 , 它 与 其 余 电子 (或 称 为 “分 子 
实 ") 的 作用 很 弱 , 以 致 它 的 角 动 量 并 不 沿 分 子 轴 方向 量子 化 (此 时 “分 子 实 ” 沿 
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轴 具 有 确定 的 角 动量 4x ). 

当 原 子 核 间 的 距离 增 大 时 ,原子 间 的 作用 减弱 ,最 后 小 于 原子 中 的 自 旋 - 
轨道 作用 . 因此 ,如 果 考虑 "足够 大 时 的 电子 谱 项 ,我 们 就 得 到 情形 c. 当 我 们 要 
弄 清 分 子 的 电子 谱 项 与 "下 am 时 所 得 的 两 个 原子 态 间 的 关系 时 ,必须 注意 这 

在 $80 中 我 们 已 经 讨论 过 这 样 的 关系 ,但 是 略 去 了 自 旋 - 轨道 作用 . 当 我 

们 把 谱 项 的 精细 结构 也 考虑 在 内 以 后 ,还 会 产生 两 个 孤立 原子 的 总 角 动量 值 
几 , 贱 与 分 子 的 量子 数 0 之 间 的 关系 问题 . 我 们 不 打算 重复 完全 类 似 于 §80 的 
讨论 ,下 面具 给 出 它 的 结论 ， 

如 果 分 子 是 由 不 同 原子 组 成 的 ,那么 , 角 动 量 为 几 和 几 ( 几 > 请 ) 的 两 个 原子 
结合 时 所 得 的 各 种 | 2| 值 仍 由 表格 (80. 1) 给 出 , 表 中 的 L ,1 应 改 成 儿 , 儿 , 同 
时 A 应 改 成 | 9|. 唯一 的 区 别 是 , 当 儿 + 为 半 整 数 时 10| 的 最 小 值 不 是 表 中 的 
0 而 是 1/2. 另 一 方面 , 当 几 + 几 为 整数 时 存在 着 27. +1 个 2=0 的 谱 项 ,这 些 谱 
项 的 符号 问题 尚 待 确定 (正如 略 去 精细 结构 后 对 谱 项 研 所 作 的 那样 ). 如 果 儿 和 
都 是 半 整 数 , 则 (2: + 1 ) 为 偶数 ,其 中 的 一 半 谱 项 为 0* 另 一 半 谱 项 为 0-. 如 
果 几 和 六 都 是 整数 , 则 有 J + 1 个 谱 项 为 0, 另 有 岂 个 谱 项 为 0- [如 果 
( -1)%"2PiP; =1] ,或 者 反之 [如 果 ( -1)”raPiPs = -1]. 

如 果 分 子 是 由 处 于 不 同 状态 的 相同 原子 组 成 的 ,结果 所 得 的 各 种 分 子 态 与 
异 原子 分 子 的 情形 完全 一 样 ,唯一 的 区 别 是 谱 项 总 数 增加 了 一 倍 ,并 且 每 个 谱 项 
在 奇 谱 项 和 偶 谱 项 中 各 出 现 一 次 . 

最 后 ,如 果 分 子 是 由 处 于 相同 状态 (具有 角 动 量 / = 人 =J) 的 相同 原子 所 
组 成 , 它 的 总 态 数 仍 和 异 原子 分 子 的 情形 相同 ,它们 的 字 称 分 布 却 是 这 样 的 ; 

7 整数 偶数 时 : N, = N. +1i 

/整数 奇数 时 : 。 N, = Ni 

J 半 整 数 0 偶数 时 :N=N,; 

了 半 整 数 0 奇数 时 : N, = Ne +1. 
同时 所 有 的 0* 谱 项 为 偶 , 所 有 的 0- 谱 项 为 奇 . 

当 原子 核 趋 近 时 ,e 型 耦合 往往 过 渡 到 a 型 耦合 @. 这 时 可 能 出 现下 列 有 趣 
情况 . 

我 们 已 经 讲 过 ,4 =0 的 谱 项 属于 情形 5, 从 a 型 的 分 类 观点 看 来 ,这 意味 着 
22 值 不 同 ( 而 4 都 等 于 零 ) 的 各 个 多 重 能 级 对 应 于 同一 个 能 量 . 但 是 这 样 的 能 级 


@@ ”把 两 个 原子 的 总 角 动量 ,和 J 相 加 成 为 角 动 量 人 2 时 ,2 的 符号 显然 是 不 重要 的 . 
加 “型 和 *e 型 谱 项 分 类 间 的 对 应 关系 ,不 能 一 般 地 推导 出 来 . 它 的 推导 必须 考虑 到 具体 的 势能 曲 
线 ,考虑 到 对 称 性 相同 的 能 级 不 能 相交 的 规则 ( §79). 
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有 可 能 由 两 个 处 于 不 同 精细 结构 态 中 的 原子 彼此 靠近 时 所 产生 . 

因此 就 有 可 能 发 生 两 对 不 同 精细 结构 态 的 原子 对 应 于 同一 个 分 子 谱 项 . 对 
了 =0 的 那些 谱 项 讲 来 ,也 有 可 能 发 生 同 样 的 情况 , 即 当 原子 核 趋 近 时 它们 变 成 
一 个 4 关 0( 因 而 三 = -4) 的 分 子 谱 项 ,这 样 得 到 的 能 级 是 双重 简 并 的 ,因为 情 
形 “中 的 谱 项 0* 和 0 (它们 可 以 来 自 两 对 不 同 的 原子 态 ) 具有 相同 的 能 量 中 


8$86 分子 谱 项 的 对 称 性 


$ 78 中 我 们 已 经 研究 过 双 原 子 分 子 谱 项 的 若干 对 称 性 质 . 这 些 性 质 刻 划 了 
波 函数 在 核 坐标 不 变 的 变换 下 所 具有 的 行为 . 例如 分 子 对 于 通过 分 子 轴 的 平面 
所 具有 的 反射 对 称 性 ,导致 了 5* 和 三 - 谱 项 的 区 别 ,相对 于 所 有 电子 坐标 同时 
变 号 的 对 称 性 (对 相同 原子 组 成 的 分 子 而 言 )@@, 导 致 了 谱 项 的 奇偶 分 类 . 这 些 对 
称 性 刻 划 着 各 个 电子 谱 项 ,属于 同一 电子 谱 项 的 所 有 转动 能 级 具有 相同 的 对 
称 性 . 

分 子 的 态 和 任 一 多 粒子 系统 的 态 一 样 ( 见 $30) ,还 以 反 演 (所 有 电子 坐标 
和 所 有 核 坐标 同时 变 号 ) 时 的 行为 为 标志 . 由 于 这 一 点 ,所 有 的 分 子 谱 项 可 以 分 
成 符号 正 (电子 坐标 和 核 坐 标 同时 反 号 时 波 函数 保持 不 变 ) 和 符号 负 ( 反 演 时 波 
函数 变 号 ) 两 类 @. 

4 关 0 时 ,每 一 个 谱 项 相对 于 角 动量 沿 分 子 轴 的 两 种 可 能 取向 讲 来 都 是 双重 
简 并 的 . 反 演 操 作 的 结果 角 动 量 本 身 并 不 变 号 ,但 是 分 子 轴 反 了 向 ( 原子 已 易 
位 ) ,从 而 角 动 量 沿 分 子 轴 的 取向 也 反 了 过 来 . 属于 所 给 能 级 的 两 个 波 函 数 因此 
在 反 演 中 进行 相互 变换 ,而 且 我 们 总 是 可 以 把 它们 线性 组 合成 一 个 对 反 演 不 变 
的 函数 和 一 个 反 演 时 变 号 的 函数 . 因此 对 每 一 个 谱 项 可 以 得 到 两 个 态 ,其 中 的 一 
个 是 正 的 另 一 个 是 负 的 . 实际 上 每 一 个 4 关 0 的 谱 项 总 是 分 裂 的 ( 见 $88 ) ,于 是 
这 两 种 态 对 应 于 不 同 的 能 量 值 . 

荆 谱 项 的 符号 问题 需要 特殊 考虑 . 首先 , 自 旋 显 然 与 谱 项 符号 ( 正 负 符 号 ) 
没有 关系 , 因 反 演 操作 只 改变 粒子 的 坐标 ,而 保留 波 函 数 的 自 旋 部 分 不 变 . 因此 
任 一 给 定 谱 项 的 各 个 多 重 结构 分 量 全 都 具有 相同 的 符号 . 换 句 话说 , 谱 项 的 符号 
只 依赖 于 而 不 依赖 于 J@. 

分 子 波 函数 是 电子 波 函 数 和 原子 核 波 函 数 的 乘积 .8$ 82 中 曾经 指出 过 , 


加 此 处 略 去 了 人 双 线 ( 见 $88). 

回 假定 坐标 原点 选 在 分 子 轴 上 两 核 的 中 点 处 . 

图 我 们 保留 了 这 个 习 用 术语 . 但 很 不 幸 , 因 为 在 原子 情形 下 谱 项 的 反 演 行为 被 称 为 宇 称 ,而 不 称 为 
正 负 符 号 . 

这 里 所 讲 的 正 负 符号 不 要 和 工 谱 项 上 附加 的 + , - 指标 混淆 起 来 ! 

图 记 住 工 谱 项 通常 属于 情形 5. 因此 必须 采用 量子 数 天 和 上 人 
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态 中 的 原子 核 运 动 等 价 于 一 个 轨道 角 动量 为 K 的 粒子 在 有 心力 场 U(7) 中 的 运 
动 . 因此 可 以 肯定 , 当 坐标 变 号 时 原子 核 波 函 数 要 乘 以 ( -1) [ 见 (30.7) ]. 

电子 波 函 数 表征 电子 谱 项 ,为 了 明确 它 的 反 演 性 质 , 我 们 必须 考虑 一 个 固定 
在 原子 核 上 并 和 原子 核 一 起 转动 的 坐标 系 . 令 x,y,z 为 固定 于 空间 的 一 个 定 坐 
标 系 ,而 ,mn,6 为 转动 坐标 系 , 该 坐标 系 中 分 子 是 固定 不 动 的. ,mn,l 坐标 轴 的 
方向 是 这 样 确定 的 ,使 得 轴 和 分 子 轴 重合 并 沿 核 1 到 核 2 的 方向 ,#&,n,l 各 轴 
的 正方 向 的 相对 位 置 与 *,y,z 坐标 系 的 情形 一 样 (这 就 是 说 ,如 果 x,y,z 是 左手 
坐标 系 , 则 &,n,l 也 是 左手 坐标 系 ). 反 演 操作 的 结果 ,x*,y,z 轴 全 都 反 向 ,使 它 
从 左手 坐标 系 变 到 右手 坐标 系 ,此 时 的 ,mn,t 也 应 变 成 右手 坐标 系 ,但 轴 是 刚 
性 地 固定 在 原子 核 上 保持 着 它 原 有 的 方向 ,所 以 专 轴 或 了 轴 中 一 定 要 有 一 个 轴 
反 向 . 因此 定 坐 标 系 中 的 反 演 操作 等 价 于 动 坐标 系 中 对 通过 分 子 轴 的 一 个 平面 
所 作 的 反射 操作 . 但 在 这 样 的 反射 下 , 了“ 谱 项 的 电子 波 函 数 保持 不 变 , 而 > 谱 
项 的 电子 波 函数 变 一 符号 . 


由 此 可 见 , 王 * 谱 项 的 转动 分 量 的 符号 是 由 ( - 1) 因子 确定 的 :K 为 偶数 的 
一 切 能 级 都 是 正 的 ,K 为 奇数 的 一 切 能 级 都 是 负 的 . 了 谱 项 的 转动 能 级 的 符号 
由 ( -1)**' 确 定 :K 为 偶数 的 一 切 能 级 都 是 负 的 ,而 K 为 奇数 的 一 切 能 级 都 是 
正 的 . 


如 果 分 子 由 相同 原子 了 所 组 成 ,那么 它 的 哈密 顿 量 还 对 两 个 原子 核 的 坐标 
对 换 保持 不 变 . 如 果 它 的 波 函 数 对 原子 核 的 对 换 保持 不 变 , 它 的 谱 项 称 为 对 这 两 
个 核 是 对 称 的 ;如 果 波 函数 反 号 , 则 称 为 是 反对 称 的 . 关于 原子 核 的 对 称 性 , 它 与 
谱 项 的 正 负 符 号 及 奇偶 宇 称 密切 相关 . 原子 核 的 坐标 对 换 等 价 于 所 有 粒子 ( 电 
子 和 核 ) 的 坐标 变 号 再 加 上 一 次 只 对 电子 而 言 的 坐标 变 号 . 由 此 可 知 , 如 果 该 谱 
项 是 偶 的 ( 奇 的 ) 同 时 又 是 正 的 ( 负 的 ) , 它 对 原子 核 而 言 就 是 对 称 的 . 如 果 该 谱 
项 是 偶 的 ( 奇 的 ) 同 时 又 是 负 的 ( 正 的 ) , 它 对 原子 核 而 言 就 是 反对 称 的 . 

$ 62 之 末 曾 经 确立 过 一 个 普遍 定理 :两 个 同类 粒子 所 组 成 的 一 个 系统 的 总 
自 旋 为 偶数 时 , 它 的 坐标 波 函 数 是 对 称 的 ;为 奇数 时 则 是 反对 称 的 . 如 果 把 这 个 
结论 应 用 到 相同 原子 所 组 成 的 分 子 的 两 个 原子 核 上 ,我 们 就 能 发 现 , 谱 项 的 对 称 
性 和 总 自 旋 1 的 奇偶 性 有 关 ,T 由 两 个 核 自 旋 i 相 加 而 得 .1 是 偶数 时 谱 项 为 对 
称 ,1 是 奇数 时 谱 项 为 反对 称 @. 特别 是 ,如 果 这 两 个 原子 核 没有 自 旋 (i=0) , 则 
等 于 零 ,这 个 分 子 就 不 存在 反对 称 的 谱 项 . 由 此 可 见 , 核 自 旋 对 分 子 谱 项 具有 重 
要 的 间接 影响 ,尽管 它 的 直接 影响 ( 谱 项 的 超 精细 结构 ) 并 不 重要 . 


加 ”这 两 个 相同 原子 不 但 要 属于 同一 元 素 而 且 要 属于 同一 同位 素 . 
回 根据 谱 项 的 宇 称 、 符 号 以 及 对 称 性 之 间 的 关系 可 以 肯定 ,原子 核 总 自 施 7 为 偶数 时 正 能 级 是 偶 
的 ,而 负 能 级 是 奇 的 .1 为 奇数 时 则 反之 . 
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计 及 核 自 旋 后 会 导致 能 级 的 附加 简 并 . 还 在 $ 62 中 ,我 们 曾经 计算 过 1 值 
为 奇数 和 偶数 时 的 态 数 ,1 由 两 个 核 自 旋 i 相 加 而 成 . 当 ; 为 半 整 数 时 ,7 为 偶数 
的 态 数 等 于 i(2i+1) ,1 为 奇数 的 态 数 等 于 (i+1) (2i+1). 根 据 上 述 结论 ,可 知 i 
为 半 整 数 时 对 称 和 反对 称 谱 项 的 简 并 度 D g, 和 g, 之 比 等 于 


&, i 

a (86.1) 
同 理 当 i 为 整数 时 这 个 比值 等 于 

B, _it 


pe (86.2) 


我 们 已 经 知道 , Z“ 谱 项 旋转 分 量 的 符号 由 ( -1)* 确 定 . 例如 工 * 谱 项 的 旋 
转 分 量 当 K 为 偶数 时 是 正 的 因而 是 对 称 的 , 当 大 为 奇数 时 是 负 的 因而 是 反对 称 
的 . 根据 以 上 所 得 的 结论 可 以 肯定 , 工 * 能 级 旋转 分 量 的 核 统计 权重 随 着 K 值 的 
依次 改变 而 按 (86.1) 或 (86.2) 式 的 比值 交替 地 改变 .对 开 ? 以 及 一 7 ,了 -也 有 
完全 类 似 的 情况 . 特别 是 当 i=0 时 ,2 , 工 - 谱 项 中 K 为 偶数 的 能 级 以 及 > 
荆 , 谱 项 中 K 为 奇数 的 能 级 它们 的 统计 权重 都 等 于 零 . 换 句 话说 ,了 + ,7 电子 
态 中 不 存在 为 偶数 的 转动 态 ,而 在 了 ,- 态 中 不 存在 K 为 奇数 的 转动 态 ， 

由 于 核 自 旋 与 电子 的 作用 极 弱 ,7 值 的 改变 几率 极 小 ,即使 在 分 子 碰撞 中 也 
是 这 样 . 因此 / 值 奇偶 不 同 的 分 子 只 有 对 称 的 或 只 有 反对 称 的 谱 项 ,使 它们 犹如 
两 种 不 同形 式 的 物质 .例如 正 毛 和 仲 迄 , 前 一 种 分 子 中 两 个 核 自 旋 i=1/2 是 平 
行 的 (1=1) ,后 一 种 则 是 反 平行 的 (1=0). 
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本 节 将 给 出 双 原 子 分 子 中 各 种 物理 量 矩 阵 元 的 一 些 普遍 公式 ,我 们 先 计算 
零 自 旋 态 之 间 的 跃迁 矩 阵 元 . 
设 4 为 分 子 (具有 固定 的 原子 核 ) 的 某 个 矢量 物理 量 ,例如 它 的 电 偶 极 矩 或 
磁 偶 极 矩 . 我 们 先 在 上 ,7 ,zt 坐标 系 中 考虑 这 个 量 , 该 坐标 系 随 分 子 一 起 转动 ,¢ 
轴 沿 分 子 轴 . 相对 于 这 个 系统 的 分 子 角 动量 ( 即 电子 角 动 量 工 ) 并 不 全 部 守恒 ， 
但 它 的 8 分 量 是 守恒 的 . 因此 量子 数 L, =4 的 选择 定 则 仍然 成 立 (与 8$29 中 的 
一 样 ). 矢量 的 非 零 矩阵 元 从 而 为 
《nl4eln4) (n'AlAs +iA, In,A -1), 
(n',A -114; -iA, 1nA), (87.1) 
n 为 具有 给 定 4 值 的 电子 谱 项 的 编号 . 


中 ”这样 的 能 级 简 并 度 常 称 为 该 能 级 的 统计 权重 . (86. 1) (86. 2) 式 确定 了 对 称 和 反对 称 能 级 的 核 
统计 权重 之 比 . 
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如 果 两 个 谱 项 都 是 二 谱 项 ,我 们 还 需要 考虑 来 自 平面 (通过 分 子 轴 的 平面 ) 
反射 对 称 性 的 选择 定 则 . 这 样 的 反射 中 ,一 个 普通 矢量 ( 极 矢 量 ) 的 分 量 保持 
不 变 , 但 轴 矢量 的 《 分 量 要 变 号 . 由 此 可 知 ,对 一 个 极 矢量 ,4; 只 有 了 * 一 并 +* 和 
"一 了 跃迁 矩阵 元 才 是 非 零 的 ,对 轴 矢 量 只 有 一 了 -跃迁 矩阵 元 . 我 们 不 
必 讨 论 4e,4, 分 量 , 因 为 对 这 些 量 不 改变 4 就 无 法 跃迁 . 

如 果 该 分 子 由 相同 原子 所 组 成 ,就 还 有 宇 称 的 选择 定 则 . 一 个 极 矢 量 的 分 量 
在 反 演 时 要 变 号 . 因此 只 有 字 称 不 同 的 状态 之 间 的 跃迁 矩阵 元 才 是 非 零 的 (对 
轴 矢 量 则 相反 ). 特别 是 , 极 矢 量 分 量 的 所 有 对 角 和 矩阵 元 都 等 于 零 . 

(87. 1) 式 的 矩阵 元 与 同一 矢量 在 x,y,z 定 坐标 系 中 的 矩阵 元 的 关系 问题 ， 
可 用 后 面 8$ 110 中 导出 的 适用 于 任意 轴 对 称 物理 系统 的 普遍 公式 来 解决 . 当 把 
对 量子 数 WMx( 分 子 总 角 动量 天 的 = 分 量 ) 的 依赖 性 (对 所 有 矢量 相同 ) 分 离 出 来 
以 后 ,还 留 下 约 化 矩阵 元 (n'K'A' 1 4 1 nmK4》. 它们 与 (87. 1) 和 矩阵 元 的 关系 ,由 大 
==1( 对 应 于 一 个 矢量 ) 的 (110.7) 式 适当 改变 它 的 量子 数 记 号 后 得 出 . 按 
(82.4) ,A 等 于 总 角 动 量 天 的 分 量 , 采 用 一 阶 球 基 张 量 的 分 量 与 矢量 的 笛 卡 
儿 分 量 之 间 的 关系 式 (107. 1) ,以 及 表 9 的 31 符号 值 ( $ 106) ,可 得 下 列 对 4 为 
对 角 的 矩阵 元 ; 


了 2K +1 1 
《mAK4141mnkK4》=4 KR+ITJ《414eln4》， 


K -A 
天 


(87.2) 
Cn',K-1,ANANnKA) =i 


以 及 下 列 4 的 非 对 角 元 : 
(n'KANANnK,A-1)= 


_ /CK+D(K+ANK-A+ID),, > 
= |/ 人 《n414e+iln,4-1)， 


《nkK4A141nK-1,4-1> 


87.3 
/DEAD mnie + ih, tn,A -1), “a 


(n',K-1,AlAlnK,A-1) 


i /EA (nha +iA, ln,A -1). 


留 下 的 非 零 矩阵 元 可 以 通过 约 化 矩阵 元 的 厄 米 性 得 到 : 
CnKA | Aln'K'A') =(n'K'A' | ANnkA)". 
对 ,mn, 坐标 系 中 的 矩阵 元 则 为 
(nAlAs -iA, ln’A’) = (mh4'14 +i4, 1nA)*, 
(nAlAsln’A’) = (nhln4》 





(mAlAslnA). 
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下 面 是 矢量 4 =n( 沿 分 子 轴 的 单位 矢量 ) 时 的 矩阵 元 特例 公式 . 此 时 有 he 
=4, =0,4, =1, 在 ,mn,6 坐标 系 中 只 有 对 角 元 不 等 于 零 . (nA14,1n4》=1. 约 化 
和 矩阵 元 除 指标 尺 外 对 所 有 指标 均 为 对 角 , 如 果 只 写 出 指标 ,我 们 有 


2K+1 
(KlnlK)=A /KK+T， 


人 -A 
人 





(87.4) 
《K-11m1K》=i 


(H. Hin1，F. London ,1925) . 对 于 4 =0, 上 式 给 出 
(Kl nlK)=0,(K-1 ln K) =iVK. 
这 和 运动 于 有 心力 场 中 的 单位 矢量 矩阵 元 相 一 致 , 见 (29.14). 

现在 再 来 看 一 下 , 当 在 自 旋 不 等 于 零 的 态 之 间 跃 迁 时 ,前 面 所 得 的 公式 应 作 
怎样 的 修改 . 重要 的 是 ,首先 应 知道 这 些 态 究竟 是 属于 情形 a 还 是 情形 6. 

如 果 这 两 个 态 都 属于 情形 ,公式 主要 只 是 作 记 号 上 的 更 改 . 量子 数 K 和 
MM 不 再 存在 ,应 换 成 总 角 动 量 /及 其 = 轴 投 影 M,. 另外 还 有 3S 和 =4+ 工 , 故 
约 化 矩阵 元 为 

(n’J’S'0'A' A | nJSf2A). 

设 4 为 任 一 轨道 矢量 ( 即 不 依赖 于 自 旋 ). 其 算 符 与 自 旋 算 符 § 对 易 , 故 其 
矩阵 对 量子 数 3 和 Sr = 三 是 对 角 的 ;2 =A+ 工 将 随 A 一 起 变化 ( 即 2' -0=A' 
-4). (87.2) - (87.4) 式 的 改变 只 是 在 矩阵 元 中 添加 了 一 些 指标 并 用 了 和风 
代替 K 和 4. 例如 ,(87.2) 第 一 式 变 成 (对 角 指标 5 已 略 去 ) 


~ 2J+1 g 
(CnJO4141n7J024) = 有 [J 2414rln04)》 


现在 令 4 =5. 由 于 自 旋 算 符 和 轨道 角 动 量 对 易 , 也 和 哈密 顿 量 对 易 , 故 其 矩 
阵 对 nn 和 A 是 对 角 的 但 对 S 和 三 (或 02) 为 非 对 角 . 4,,4, ,4 分 量 的 5, 工业 8 
跃迁 矩阵 元 由 (27. 13 ) 式 给 出 , 式 中 用 S 和 工 代替 二 和 jM. 然后 用 (87.2) 和 
(87.3) 式 变换 到 x,y,z 坐标 系 ,并 用 J 和 也 代替 到 和 4. 从 而 得 ,例如 (对 角 指标 
n,S 和 4 等 已 略 去 ) 

(Jo21S1J,2-1) = 


_- [CHIDO n+) 3 
/ A (QlS, +iS,10 -1) 


x [REDU OD(s+ jt ] 
RY 4J(J+1) . 

其 次 ,假定 两 个 态 都 属于 情形 b, 并 设 4 为 轨道 矢量 ,和 矩阵 元 的 计算 可 分 两 

步 完 成 . 先 只 考虑 转动 分 子 而 不 计 和 人 S 和 的 相 加 ;和 矩阵 元 对 $ 是 对 角 的 并 可 
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由 (87.2)(87.3) 式 确定 . 第 二 步 , 把 下 加 到 SS 上 给 出 总 角 动 量 了 ,新 矩阵 元 可 用 
普遍 公式 (109.3) 得 到 , 式 中 用 K,S,J 代替 广 , 记 ,J 例如 ,对 J,K,A 对 角 的 矩阵 
元 为 
《nmJK4141mJK4》= 
KJS 
JK1 
应 用 表 10( $108) 中 的 jj 符号 以 及 (87.2) 的 约 化 矩阵 元 ,最 后 可 得 
(Cn'JKA | A nJKA) = 


E 27+L J(J+I) +KCK+1) -SCS+l)，， 
Ma 2K(K+1) (n'AlAslnA). 
情形 a 和 情形 b 的 两 态 之 间 的 跃迁 矩阵 元 ,可 用 类 近 的 方法 计算 . 这 里 不 再 


讨论 . 


=( “arm } wrA 14 lnKkA). 





习 题 


1. 求 一 双 原 子 分 子 谱 项 的 斯 塔 克 分 裂 ,该 分 子 具 有 恒定 的 偶 极 矩 ,该 谱 项 
属于 情形 a. 

解 : 偶 极 矩 巡 在 电场 B 中 的 能 量 为 -de@, 根 据 对 称 性 的 考虑 , 双 原 子 分 子 
的 偶 极 短 显 然 沿 分 子 轴 jd = dm,d 是 一 个 常数 . 取 场 的 方向 为 = 轴 ,得 -dn,e 形 
式 的 微 扰 算 符 . 

根据 以 上 导出 的 公式 求 出 n, 的 对 角 答 阵 元 ,得 到 情形 a 时 的 能 级 分 裂 式 卫 : 


AE= -6 aiT 


2. 同上 题 ,但 谱 项 属于 情形 j( 并 且 4 天 0). 
解 : 同 法 求 得 


Pe J(J+1)-S(S+1) +K(K+1) 
AEw = EdM,A 2KCK +1) JT +1) 


3. 同上 题 ,但 对 ' 工 谱 项 . 

解 :4 =0 时 线性 效应 不 再 存在 ,需要 转 入 微 护 论 的 二 级 近似 . 一 般 公 式 
(38.10) 求 和 时 ,只 要 保留 这 样 一 些 项 就 可 以 了 ,这 些 项 对 应 于 该 电子 谱 项 的 各 
个 转动 分 量 之 间 的 跃迁 (其 它 项 的 分 母 中 能 量 差别 比较 大 ). 因此 可 得 

| (KMk|m| 天 -1,MNk》| |(KMeln,|K+1,M) | 
Er -Er E Er -Er }， 





ABw = de { 


@@ 可 以 指出 的 是 ,这 个 结果 似乎 和 不 存在 线性 斯 塔 克 效应 的 一 般 论断 ( $76) 相 矛盾 . 实际 上 ,这 样 
的 矛盾 当然 是 不 存在 的 ,因为 这 里 出 现 的 线性 斯 塔 克 效 应 是 由 2z#0 的 双重 简 并 能 级 引起 的 ,只 要 这 个 斯 
塔 克 分 裂 的 能 量 大 于 4 双 线 的 能 量 ( $ 88) ,以 上 所 得 的 公式 是 适用 的 . 
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其 中 的 Ek =BK(K+1). 经 简单 计算 后 得 
AE, 8 [K(K+1) -3M:] 
“  B 2K(K+1)(2K-1)(2K+3) 





$88 A 双重 分 裂 


4 0 的 谱 项 的 双重 简 并 ( 8$78 ) 实际 上 是 近似 的 . 它 的 产生 只 是 由 于 我 们 
直到 现在 为 止 略 去 了 分 子 转动 对 电子 态 的 影响 (以 及 略 去 了 对 自 旋 - 轨道 作用 
的 高 次 近似 ) ,这 一 点 正 是 我 们 在 以 前 的 理论 中 所 作 的 . 考虑 了 电子 态 和 转动 之 
间 的 相互 作用 以 后 ,4 关 0 的 谱 项 就 分 裂 成 为 两 个 靠 得 很 近 的 能 级 . 这 种 现象 称 
为 A 双重 分 裂 (E. Hill,J. H. van. Vleck ,R. Kronlg ,1928). 

现在 来 定量 地 考虑 这 个 效应 ,我 们 仍 从 单项 (S =0) 开 始 ,我 们 已 经 计算 过 
($82 中 ) 转 动能 级 在 微 扰 论 一 级 近似 下 的 能 量 值 , 它 由 下 列 算 符 的 对 角 和 矩阵 元 
(平均 值 ) 所 确定 : 

B(r)(K-L)’. 
计算 下 一 级 近似 时 ,必须 考虑 上 述 算 符 对 4 的 非 对 角 和 矩阵 元 . 如 和 户 算 符 对 A 
是 对 角 的 ,因此 只 需要 考虑 -2BK . 工 算 符 . 

不 .二 矩阵 元 的 计算 最 好 利用 一 般 公式 (29. 12) , 令 该 式 中 的 4 =K,B =L; 
4 和 用 取 作 和 MMi, 并 把 n 改写 成 n 和 A, 其 中 的 n 代表 确 定 电子 谱 项 的 (A 以 
外 的 ) 量 子 数 集合 . 由 于 守恒 矢量 天 的 矩阵 对 n 和 A 是 对 角 的 ,而 在 大 矢量 所 含 
的 非 对 角 和 矩阵 元 中 A 值 的 改变 只 能 等 于 1( 参 考 $ 87 中 对 任意 矢量 4 所 讲 的 
话 ) ,利用 (87.3) 式 ,我 们 得 : 

(nAKM«IK :Lln,A-1,KM.) = 


= A til, In,A -1) yy 


4 值 作 更 大 改变 的 非 零 甜 阵 元 是 不 存在 的 . 

只 有 在 微 扰 论 的 第 24 级 近似 中 ,4 一 4 - 1 矩阵 元 的 微 扰 效应 才能 使 上 4 
态 之 间 出 现 一 个 能 量 差 . 与 此 相应 ,这 个 差 值 将 和 B* 即 (m/M)* 成 正比 (MM 为 
原子 核 质量 ,m 为 电子 质量 ). 4 > 1 时 ,这 个 值 太 小 我 们 不 感 兴趣 . 因此 4 双重 
分 裂 效应 只 对 下 面 要 考虑 的 工 谱 项 (4 =1) 才 是 重要 的 . 

4A =1 时 必须 进行 二 级 近似 . 能 量 本 征 值 的 改正 可 按 一 般 公 式 (38. 10) 确 
定 . 该 式 求 和 项 分 母 中 的 能 量 差 旺 已 .4x -Ea_1.x 形 式 . 这 些 能 量 差 中 含有 天 的 
项 相互 抵消 ,因为 原子 核 距离 给 定 为 > 以 后 所 有 各 个 谱 项 的 转动 能 量 都 等 于 
B(r)K(K+1). 所 以 分 裂 值 AE 与 的 关系 完全 由 分 子 中 的 矩阵 元 平方 确定 . 这 
些 矩 阵 元 平方 项 对 应 于 4 从 1 到 0 以 及 从 0 到 -1 的 跃迁 ,根据 (88.1)' 式 这 两 


(88.1) 
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个 路 迁 和 矩阵 元 入 的 关系 是 相同 的 ,我 们 即 得 'II 谱 项 的 分 烈 值 
AE = 常数 xK(K+1)， (88.2) 

式 中 的 常数 具有 B*/e 的 数量 级 ,e 具有 相 邻 电子 谱 项 间 能 量 差 值 的 数量 级 . 

现在 转向 自 旋 不 等 于 零 的 谱 项 (*II 和 ?II 谱 项 ,更 高 的 $ 值 实际 上 找 不 到 ). 
如 果 这 个 谱 项 属于 情形 5, 则 多 重 分 裂 对 转动 能 级 的 A 双 线 并 没有 影响 , 它 仍 由 
(88.2) 式 所 确定 . 

但 在 情形 a 中 , 自 旋 的 影响 就 很 重要 . 此 时 每 个 电子 谱 项 除了 用 4 外 还 要 
用 来 标志 . 如 果 把 4 简单 地 改 为 -A,0=A+5 值 就 要 改变 ,从 而 得 到 一 个 完 
全 不 同 的 谱 项 . 相互 简 并 的 态 是 4,2 态 和 -4, -0 态 . 这 种 简 并 性 不 但 能 被 以 
上 考虑 的 轨道 角 动量 与 分 子 转动 间 的 相互 作用 解除 掉 ,而 且 也 能 被 自 旋 - 轨道 
作用 解除 掉 . 但 总 角 动 量 沿 分 子 轴 的 投影 值 2 是 精确 守恒 的 ( 当 原子 核 固定 
时 ) , 它 不 能 被 自 旋 - 轨道 作用 所 破坏 . 可 是 自 旋 -轨道 作用 能 够 同时 改变 A 和 
了 而 使 2 保持 不 变 ( 也 就 是 存在 着 4 和 上 作 相 应 改变 的 跃迁 矩阵 元 ). 这 个 效应 
的 本 身 , 或 者 和 轨道 -转动 效应 ( 它 改 变 4 但 不 改变 5) 合 在 一 起 ,就 会 导致 A 
双重 分 裂 . 

让 我 们 先 考虑 "II 谱 项 . 对 于 ?ILa 谱 项 (4 =1, 了 = -1/2,0=1/2) ,同时 考 
虑 了 自 旋 -轨道 作用 和 轨道 - 转动 作用 以 后 (都 是 一 级 近似 ) 即 得 能 级 分 裂 . 实 


际 上 ,前 一 作用 给 出 4=1,5= -二 -4 =0,3=1/2 的 唉 迁 ,后 一 作用 则 把 A = 


0,5=1/2 的 态 变 成 4= -1,3=1/2 的 态 ,这 个 态 与 初 态 的 差别 就 是 把 A 和 0 
都 改变 了 符号 . 自 旋 - 轨道 作用 的 矩阵 元 与 转动 量子 数 ] 无关 ,轨道 - 转动 作用 
与 /的 关系 则 由 (88.1) 式 确定 ,该 式 中 ( 根 号 中 ) 的 K 和 A 应 该 改 成 J 和 0. 因 
此 对 *II,s 谱 项 的 4 双重 分 裂 讲 来 ,得 下 列表 式 : 


AEa = 常数 x (J+ 方 )， (88.3) 


其 中 的 常数 ~AB/e. 另 一 方面 ,*IT;s 谱 项 的 分 裂 只 能 在 高 级 近似 中 找到 ,因此 实 
际 上 AE,,, =0. 
最 后 ,我 们 来 考虑 II 谱 项 .对 于 TI, 谱 项 (A =1,5= -1) ,考虑 了 自 旋 - 轨 
道 作用 的 二 级 近似 后 可 得 能 级 分 裂 ( 由 于 A=1,3= -1-4=0,3=0-4= 
-1,3=1 的 跃迁 ). 据 此 ,这 种 情形 下 的 A 双重 分 裂 完 全 与 / 无关: 
AE, = 常数 ~ A?/e. (88.4) 
对 于 H, 谱 项 ,5=0, 因 此 自 旋 对 分 裂 没 有 影响 ,我 们 仍 得 (88.2) 那 样 的 公式 , 式 
中 的 天 要 改 成 J: 
AE, = 常数 . J(J+1). (88.5) 
对 I, 谱 项 需要 应 用 更 高 级 的 近似 ,因此 可 令 AE, =0. 
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4 双重 分 裂 所 得 的 一 个 能 级 总 是 正 的 , 另 一 个 是 负 的 ,这 一 点 已 经 在 $86 
中 讨论 过 . 研究 了 分 子 波 函 数 以 后 ,可 以 确立 起 正 负 能 级 的 交替 规则 . 我 们 只 在 
这 里 给 出 它 的 研究 结果 @. 我 们 发 现 ,如 果 对 某 个 / 值 , 正 能 级 处 于 负 能 级 的 下 
面 ,那么 在 J+1 的 双 线 中 这 个 次 序 就 反 过 来 , 正 能 级 位 于 负 能 级 的 上 面 ,并 依 此 
类 推 . 正 负 能 级 次 序 随 着 总 角 动 量 值 的 依次 变化 而 交替 地 变化 . 这 里 所 讲 的 是 情 
形 a 的 谱 项 ,情形 5 中 这 一 点 也 能 成 立 ,不 过 依次 变化 的 是 角 动 量 值 K. 


习 是 


求 'A 谱 项 的 A 分裂 
解 :现在 这 个 效应 出 现 于 微 扰 论 的 四 级 近似 中 . 它 与 的 关系 由 四 个 
(88. 1) 矩 阵 元 的 乘积 所 确定 ,这 些 答 阵 元 的 4 值 改变 依次 为 :2 一 1,1 一 0,0 一 
-1, -1 一 -2. 它 给 出 
AE = 常数 x(K-1)K(K+1)(K+2), 
其 中 的 常数 ~ 有 《Le 


$89 原子 间 的 远 距 作用 


我 们 来 考虑 两 个 相隔 很 远 ( 相对 于 它们 的 大 小 ) 的 原子 , 求 它 们 之 间 的 相互 
作用 能 量 . 换 句 话 说 ,我 们 来 求 当 原子 核 间距 很 大 时 电子 谱 项 U,(r) 所 能 具有 的 
形式 . 

为 了 求解 这 个 问题 ,我们 应 用 微 扰 论 ,把 两 个 孤立 原子 看 作 未 微 扰 系统 , 它 
们 间 的 电 作用 势能 则 看 作 微 扰 算 符 . 根据 静电 学 我 们 知道 , ( 见 《 场 论 )》 8$41， 
$42) ,两 个 相距 7 很 远 的 带电 系统 之 间 的 电 作用 可 以 按 1/r 的 寡 展 开 , 这 个 展 
开 式 中 的 依次 各 项 相当 于 这 两 个 系统 之 间 的 总 电荷 作用 、 偶 极 矩 作用 以 及 四 极 
和 矩 作 用 ,等 等 . 对 中 性 原子 讲 来 总 电荷 等 于 零 . 这 个 展 式 是 从 偶 极 - 偶 极 作用 
( ~1/r) 开 始 的 ,其 次 是 偶 极 - 四 极 项 ( ~1/r') ,四 极 -四 极 (和 偶 极 =- 作 极 ) 项 
( ~1/r’) ,等 等 . 

我 们 先 假定 两 个 原子 都 处 于 S 态 ,很 易 证 明 , 在 微 扰 论 的 一 级 近似 中 ,这 两 
个 原子 间 无 相互 作用 . 原子 间 的 相互 作用 能 是 由 微 扰 算 符 对 未 微 扰 系统 波 函 数 
(等 于 这 两 个 原子 波 函 数 的 乘积 @) 的 对 角 抢 阵 元 确定 的 . 但 在 $ 态 中 ,这 些 对 角 
矩阵 元 也 就 是 偶 极 矩 和 四 极 矩 等 等 的 平均 值 ,它们 都 等 于 零 ; 这 一 点 可 以 根据 对 
称 性 的 考虑 直接 得 知 ,因为 $ 态 中 原子 的 电荷 分 布 是 球 对 称 的 . 因此 在 微 扰 论 的 


四 可 参考 E. Wigner,E. Witmer,Zeitschrift fir Physik ,51 ,859 ,1928. 
加 ”我们 略 去 了 随 着 距离 作 指数 式 衰减 的 交换 效应 ;参考 $ 62 题 ! 及 $ 81 例题 . 
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一 级 近似 中 , 微 扰 算 符 展 为 1/r 的 寡 级 数 后 每 一 项 的 贡献 都 等 于 零 @. 
二 级 近似 中 ,我 们 只 需要 保留 微 扰 算 符 中 的 偶 极 作用 项 ,因为 这 一 项 当 r 增 
大 时 衰减 得 最 慢 , 该 项 为 
-d,*d,+3(d,*n)(d,:n) 
LR 
7 为 原子 连 线 的 单位 矢量 . 由 于 偶 极 矩 的 非 对 角 和 矩阵 元 一 般 讲 来 不 等 于 零 ,我 们 
在 微 扰 论 的 二 级 近似 中 所 得 的 非 零 结 果 是 了 的 二 次 式 , 也 就 是 正比 于 1《r. 我 们 
早已 知道 ,最 低 本 征 值 的 二 级 近似 改正 总 是 负 的 ( $38). 因此 我 们 得 两 个 基态 
原子 的 下 列 相互 作用 能 表 式 : 


(89.1) 


常数 


U(r) = 下 (89.2) 
r 


其 中 的 常数 取 正 值 @(F. London ,1928). 

因此 两 个 处 于 S 基态 相距 较 远 的 原子 以 反比 于 其 距离 的 7 次 方 的 引力 
( -dU/dr) 彼 此 相 吸 . 远 距 离 的 原子 的 这 种 引力 通常 称 为 范 德 瓦尔 斯 力 . 这 个 力 
使 得 电子 谱 项 势能 曲线 上 出 现 一 个 极 小 值 , 即 使 这 两 个 原子 不 能 形成 稳定 分 子 ， 
但 是 曲线 下 陷 不 多 (深度 只 有 一 个 电子 伏 的 几 十 分 之 一 甚至 几 百 分 之 一 ) ,而 且 
其 位 置 在 几 倍 于 稳定 分 子 的 原子 间距 处 ， 

如 果 只 有 一 个 原子 处 于 S 态 , 所 得 的 相互 作用 能 仍 为 (89. 2) 式 ,因为 一 级 
近似 等 于 零 只 需 一 个 原子 的 偶 极 和 矩 ( 和 其 它 的 矩 ) 等 于 零 就 足够 了 . (89. 2 ) 式 中 
的 常数 不 但 依赖 于 这 两 个 原子 的 态 ,而 且 还 依赖 于 两 者 的 相对 取向 ,也 就 是 依赖 
于 角 动 量 沿 原 子 连 线 的 投影 值 02. 

如 果 两 个 原子 都 具有 不 等 于 零 的 轨道 角 动 量 和 总 角 动量 ,情况 就 不 同 了 . 偶 
极 矩 对 任意 原子 态 的 平均 值 都 等 于 零 ( $75) ,但 是 四 极 矩 对 了 关 0.J 天 0 或 1/2 
的 态 的 平均 值 不 等 于 零 . 因此 微 扰 算 符 中 的 四 极 - 四 极 项 在 一 级 近似 中 给 出 不 
等 于 零 的 结果 ,原子 间 的 相互 作用 能 现在 不 是 按 距 离 的 6 次 方 衰减 而 是 按 5 次 
方 衰减 的 : 


U(r) -= 党 (89.3) 
式 中 的 常数 可 以 是 正 的 也 可 以 是 负 的 ,也 就 是 既 有 吸引 的 也 有 排斥 的 . 和 以 前 的 
情形 一 样 ,这 个 常数 不 但 依赖 于 原子 态 ,而 且 也 依赖 于 这 两 个 原子 所 组 成 的 系统 


四 ”当然 ,这 并 不 导致 原子 相互 作用 能 量 的 平均 值 正好 等 于 零 . 它 随 着 距离 作 指数 式 训 减 ,也 就 是 误 
减 得 比 1/r 的 任何 有 限 次 宕 来 得 快 ,从 而 展 式 的 每 项 为 零 . 这 是 因为 相互 作用 算 符 的 多 极 矩 展开 本 身 ,就 
包含 了 这 两 个 原子 的 电荷 相距 甚 远 的 假定 ,而 在 量子 力学 中 ,电子 的 密度 分 布 即使 在 远 距离 处 也 具有 有 
限 的 (然而 是 指数 式 小 的 ) 值 . 

加 ”例如 ,对 两 个 氧 原子 而 言 这 个 常数 (用 原子 单位 ) 等 与 6.5, 氨 原子 时 为 1.5, 氨 为 68, 氨 为 150. 
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一 个 特殊 情形 是 两 个 相同 原子 处 于 不 同 状态 时 的 相互 作用 . 此 时 的 未 微 扰 
系统 (两 个 孤立 原子 ) 由 于 存在 着 交换 原子 态 的 可 能 性 而 具有 附加 简 并 . 与 此 相 
应 ,一 级 近似 的 修正 值 要 用 久 期 方程 求 出 ,此 方程 中 不 但 出 现 微 扰 的 对 角 矩 阵 元 
而 且 还 有 非 对 角 和 矩阵 元 . 如 果 这 两 个 原子 态 的 宇 称 相 异 ,同时 角 动量 工 相差 +1l 
或 0( 但 不 都 等 于 0) (对 了 也 有 同样 的 限制 ) ,那么 对 这 两 个 态 之 间 的 跃迁 讲 来 ， 
偶 极 矩 的 非 对 角 抢 阵 元 一 般 来 说 不 等 于 零 . 因此 从 微 扰 算 符 的 偶 极 项 中 即 可 求 
得 一 级 近似 的 效应 . 原子 间 的 相互 作用 能 此 时 就 和 1/r 成 正比 : 


U(r) = -常数 (89.4) 


3 
到 





式 中 的 常数 可 正 可 负 . 

但 在 通常 情况 下 ,我 们 感 兴趣 的 原子 间 相互 作用 往往 要 对 角 动 量 的 所 有 可 
能 取向 求 平均 (例如 ,对 于 气体 中 的 原子 间 的 相互 作用 ). 经 过 这 样 的 平均 以 后 ， 
所 有 多 极 矩 的 平均 值 都 等 于 零 ,因而 在 原子 间 相 互 作 用 中 , 微 扰 论 一 级 近似 中 所 
有 多 极 矩 的 线性 效应 也 都 等 于 零 . 于 是 近 距 离 原子 间 的 平均 相互 作用 力 总 是 遵 
循 (89.2) 式 的 规律 . 0 

我 们 来 进一步 考虑 一 个 原子 和 一 个 离子 相互 作用 的 类 似 问题 ,在 微 扰 论 的 
一 级 近似 中 ,这 个 相互 作用 由 离子 库仑 场 中 的 四 极 矩 能 量 算 符 (76. 8 ) 的 平均 值 
给 出 . 由 于 该 场 的 势 ~ 1/r, 原 子 与 离子 相互 作用 能 量 正比 于 1/r". 但 是 这 个 效 
应 仅 当 该 原子 具有 平均 四 极 矩 时 才 存 在 . 即使 如 此 , 当 对 角 动 量 1 的 所 有 方向 取 
平均 以 后 , 它 还 是 等 于 零 . 

以 1Xr 为 蹇 次 的 不 总 是 等 于 零 的 下 一 级 相互 作用 项 ,出 现在 对 偶 极 矩 算 符 
(76.1) 而 言 的 二 级 微 扰 论 中 . 由 于 离子 场 强 ~ 1/7 ,这 种 相互 作用 能 正比 于 
1/r. 它 可 通过 原子 (处 于 S 态 ) 极 化 率 a 表 成 

Ge 
De (89.5) 
如 果 原 子 处 于 基态 ,这 个 能 量 ( 和 所 有 的 基态 能 量 修正 一 样 ) 是 负 的 , 亦 即 原子 
和 离子 间 具 有 吸引 力 @. 


@@ 这 个 规律 是 以 非 相对 论 理论 为 基础 导出 的 . 它 仅 当 电磁 作用 的 推迟 效应 不 重要 时 才 是 正确 的 . 
为 此 ,原子 间距 r 必须 小 于 cywov ,won 是 原子 激发 态 和 基态 之 间 的 跃迁 频率 . 计 及 推迟 效应 的 原子 间作 用 
见 第 四 卷 $85- 

贺 一 个 原子 和 一 个 远 距离 的 电子 间 也 有 类 似 的 引力 . 这 种 引力 就 是 该 原子 具有 吸附 一 个 电子 形成 
负离子 能 力 的 原因 (结合 能 从 几 分 之 一 到 几 个 电子 伏 ). 并 不 是 所 有 的 原子 具备 这 种 能 力 ,因为 在 一 个 远 
距离 处 作 1/7*( 或 1/7) 衰 碱 的 场 中 ,对 应 于 电子 的 东 缚 态 的 能 级 数 总 是 有 限 的 ,特殊 情况 下 可 以 等 于 零 . 
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习 题 

推导 处 于 S 态 的 两 个 相同 原子 间 的 范 德 瓦尔 斯 力 公式 ,用 偶 极 短 的 矩阵 元 
表 出 . 

解 :把 微 扰 论 一 般 公式 (38.10) 应 用 到 (89.1) 式 的 算 符 即 可 求 得 解答 . 鉴于 
S 态 原 子 的 各 向 同性 ,可 以 事先 知道 , 当 对 所 有 的 中 间 态 求 和 时 ,矢量 d, 和 d, 的 
三 个 分 量 的 答 阵 元 平方 给 出 同样 的 贡献 ,不 同 分 量 的 冬 积 项 则 等 于 零 . 结果 为 

6 (nld.10)*(n'ld.10)? 
se 县 BE -2E, 

其 中 和 所, 为 原子 基态 能 量 和 激发 态 能 量 的 未 微 扰 值 ,由 于 假定 基态 中 上 =0， 
《nld,10) 矩阵 元 仅 当 路 迁 到 P 态 (了 上 =1) 时 才 不 等 于 零 . 应 用 (29.7) 式 ,得 U(r) 
的 最 终 形式 为 





2_2 5 (nlldloo)’ (nlldloo)’ 
Wa En + Es -2Ew 
式 中 约 化 矩阵 元 和 能 级 的 指标 nL 中 的 第 二 个 指标 给 出 工 值 ,第 一 个 指标 代表 确 
定 该 能 级 所 需 的 其 余 量 子 数 集合 . 


$90 预 离 解 


本 章 所 述 双 原子 分 子 理论 的 一 个 基本 前 提 是 假定 了 分 子 波 函 数 分 离 成 为 一 
个 电子 波 函数 ( 以 核 距 为 参量 ) 和 一 个 核 运动 波 函数 的 乘积 . 这 种 假定 相当 于 在 
分 子 的 精确 哈密 顿 量 中 略 去 了 某 些小 项 ,这 些 项 相当 于 电子 和 核 运动 的 相互 
作用 . 

当 用 微 扰 论 计 及 这 些 项 后 ,就 会 出 现 不 同 电子 态 间 的 跃迁 . 当 了 路 迁 态 中 至 少 
有 一 个 是 属于 连续 谱 的 态 时 , 它 在 物理 上 特别 重要 . 

图 30 中 给 出 了 两 个 电子 谱 项 的 势能 曲线 (更 确切 地 说 ,是 分 子 的 给 定 转动 
态 中 的 有 效 势能 U, 曲 线 ). 能 量 已 (图 30 中 第 二 条 水 
平 虚线 ) 代 表 处 于 电子 态 2 的 一 个 稳定 分 子 的 某 个 振 
动能 级 . 在 电子 态 1 中 ,这 个 能 量 处 于 连续 谱 范 围 内 . 
换 句 话说 ,从 态 2 到 态 1 时 这 个 分 子 就 会 自动 分 解 ， 
这 种 现象 称 为 预 离 解 @. 由 于 预 离 解 的 存在 , 像 曲线 2 
那样 的 离散 谱 状态 实际 上 只 有 有 限 的 寿命 ,这 就 意味 
着 离散 能 级 变 宽 了 ,也 就 是 具有 一 定 的 宽度 ( 见 §44 
末 ). 


Un 





外 曲线 1 的 极 小 值 也 有 可 能 根本 不 存在 ,如 果 它 对 应 于 原子 间 的 纯 斥 力 的 话 . 
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另 一 方面 ,如 果 总 能 量 已 位 于 这 两 个 态 的 离 解 极限 之 上 (图 30 中 第 一 条 水 
平 虚线 ) ,从 一 态 到 另 一 态 的 跃迁 相当 于 所 谓 第 二 类 碰撞 . 例如 1 一 2 的 跃迁 意 
味 着 两 个 原子 的 碰撞 ,其 结果 是 使 两 个 原子 处 于 激发 态 ,并 以 减少 了 的 动能 分 开 
(当时 ,曲线 1 在 曲线 2 的 下 面 ,VU,(%w) -U,(%w ) 之 值 就 是 原子 的 激发 能 
量 ). 

由 于 原子 核 的 质量 很 大 ,它们 的 运动 是 准 经 典 的 . 因此 所 考虑 的 跃迁 概率 问 
题 属于 $ 52 中 讨论 过 的 那 一 类 . 根据 该 节 中 的 一 般 考 虑 可 以 知道 ,跃迁 概率 主 
要 由 经 典 路 迁 点 0 确定 ,由 于 双 原 子 系统 (分 子 ) 的 总 能 量 在 跃迁 中 守恒 , “经 典 
可 能 "的 条 件 是 两 个 有 效 势 能 相等 :Un (r) = Un(r). 又 由 于 分 子 的 总 角 动 量 守 
恒 , 两 态 的 离心 能 相同 ,因此 这 个 条 件 意味 着 势能 相等 : 

U(r) =U,(r), (90.1) 
不 再 含有 角 动 量 . 

如 果 (90. 1) 式 在 经 典 允 许 区 (E> Un ,Un 的 区 域 ) 内 无 实 根 ,根据 8 52, 路 
迁 概率 是 一 个 指数 式 的 小 量 @. 仅 当 势 能 曲线 相交 于 经 典 允 许 区 时 (如 图 30 所 
示 ) ,跃迁 概 率 才 是 显著 的 . 此 时 (52. 1) 式 中 的 指数 短 等 于 零 (该 式 也 就 不 再 适 
用 ) ,跃迁 概率 将 由 下 面 导 出 的 非 指 数 表 式 确定 . 这 时 条 件 (90. 1) 可 作 如 下 解 
释 . 如 果 势能 (和 总 能 ) 相同, 两 者 的 动量 也 就 相同 . 条 件 (90. 1) 也 可 写成 下 列 
形式 

n=r, pi=p, (90.2) 
P 是 原子 核 相对 径 向 运动 的 动量 ,下 标 1 和 2 代表 两 个 电子 态 . 我们 就 可 以 这 样 
说 ,跃迁 发 生 时 刻 两 个 原子 核 的 距离 及 其 相对 动量 都 保持 不 变 ( 这 称 为 弗 兰 
克 - 康 登 原理 ). 从 物理 上 讲 , 这 是 由 于 电子 速度 远大 于 核 速度 ,在 “电子 跃迁 其 
间 " 两 个 原子 核 的 位 置 或 速度 不 会 有 显著 的 改变 . 

不 难 确立 所 考虑 跃迁 的 选择 定 则 . 首先 ,我 们 有 两 个 明显 的 精确 定 则 . 总 角 
动量 / 以 及 谱 项 的 符号 ( 正 或 负 ; 见 $ 86 ) 在 跃迁 中 不 能 改变 ,这 是 因为 总 角 动 
量 的 守恒 以 及 坐标 系 反 演 下 波 函 数 行为 的 不 变 是 任意 (封闭 的 ) 多 粒子 系统 的 
精确 定律 . 

其 次 , 宇 称 相 异 态 之 间 的 禁 戒 牙 迁 定 则 (由 相同 原子 组 成 的 分 子 ) 也 是 近 平 
精确 的 . 态 的 宇 称 可 以 由 核 自 旋 和 谐 项 符号 唯一 地 确定 . 谱 项 符号 的 守恒 是 一 个 
精确 的 定律 ,而 核 自 旋 是 近乎 守重 的 ,因为 它 和 电子 的 作用 非常 弱 . 


外 ”或 者 是 势能 变 成 无 穷 大 的 r=0 点 . 

加 ”如 果 参 与 跃迁 的 分 子 谱 项 可 由 两 对 不 同 的 原子 态 来 实现 ( 见 $85 末 ) , 亦 即 势 能 曲线 在 远 距离 
处 可 以 分 裂 成 为 两 支 时 ,就 会 出 现 一 种 特殊 情况 . 此 时 的 跃迁 概率 相当 大 . 一 个 例子 见 A. H. Bopounun ,E. 
E. Huxuran, Onruxa u cmekrp. 1968. T.25. C. 803. 
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要 求 势 能 曲线 必须 要 有 一 个 交点 ,这 就 意味 着 两 个 谱 项 必须 具有 不 同 的 对 
称 性 ( 见 $79). 我 们 来 考虑 微 扰 论 一 级 近似 下 实现 的 跃迁 ,( 只 能 在 高 次 近似 下 
实现 的 跃迁 , 它 的 概率 比较 小 ). 首先 要 注意 的 是 ,哈密 顿 量 中 导致 此 路 迁 的 项 
正好 就 是 引起 能 级 的 A 双 线 的 项 . 这 些 项 中 首先 有 自 旋 - 轨道 作用 项 . 它们 是 
两 个 轴 矢 量 的 乘积 ,一 个 具有 自 旋 性 质 ( 即 由 电子 自 旋 算 符 组 成 ), 另 一 个 具有 
坐标 性 质 . 但 要 强调 指出 ,这 两 个 矢量 并 不 是 简单 地 等 于 $ 和 工 矢 量 . 它们 对 于 
5 和 A 改变 0, +1 的 跃迁 具有 非 零 的 矩阵 元 ,其 中 AS 和 A4 都 等 于 零 ( 同 时 4 
#0) 的 情形 应 该 除去 ,否则 谱 项 的 对 称 性 将 在 跃迁 中 保持 不 变 . 两 个 工 谱 项 间 
的 跃迁 只 有 当 一 个 为 * 另 一 个 为 了 -时 才 是 可 能 的 ,因为 一 个 轴 矢 量 只 对 三 * 
和 卫 - 之 间 的 路 迁 才 有 非 零 答 阵 元 ( 见 §87). 

哈密 顿 量 中 对 应 于 分 子 转动 与 轨道 角 动 量 相互 作用 之 项 是 与 了 .达成 正比 
的 , 它 的 矩阵 元 对 于 A4 = +1 而 自 旋 不 变 的 跃迁 不 等 于 零 ( 只 有 矢量 的 分 量 
L 具 有 AA =0 的 矩阵 元 ,但 是 L, 对 于 电子 态 是 对 角 的 ). 

除了 以 上 考虑 过 的 那些 项 以 外 ,还 有 来 自 核 动能 算 符 (对 核 坐标 微 商 的 算 
符 ) 的 微 扰 , 这 个 算 符 不 但 作用 于 核 波 函数 上 而 且 作用 于 以 为 参量 的 电子 波 函 
数 上 . 哈密 顿 量 中 的 这 个 相应 项 与 未 微 扰 哈密 顿 量具 有 同样 的 对 称 性 . 因此 它 只 
能 导致 对 称 性 相同 的 电子 谱 项 间 的 跃迁 ,由 于 这 两 个 谱 项 并 不 相交 , 它 的 路 迁 概 
率 小 得 可 以 忽略 . 

现在 来 进行 路 迁 概 率 的 具体 计算 . 为 确定 起 见 ,我 们 考虑 第 二 类 碰撞. 根据 
一 般 公式 (43.1) ,所 求 的 概率 由 下 式 确定 : 


=2| [xswrxndr 


其 中 的 Xw = rn (yw 为 原子 核 径 向 运动 波 函 数 ) ,V(r) 是 微 扰 能 量 ;我 们 已 把 
(43.1) 式 中 的 w 取 作 能 量 E 并 且 对 它 进行 了 积分 . 末 态 波 函 数 Xw 应 按 能 量 的 8 
函数 归 一 化 . 经 过 这 样 的 归 一 化 后 ,(47.5) 中 的 准 经 典 函数 具有 下 列 形式 : 


有 1 人 (| wd- 于 )， (90.4) 


归 一 化 因子 已 按 $ 21 末 的 规则 确定 . 初 态 波 函 数 可 以 写成 下 列 形 式 : 


a “(| pudr- 他 )， (90.5) 
它 是 这 样 归 一 化 的 ,使 得 (90. 5) 式 的 驻 波 分 解 成 两 个 行 波 后 每 个 行 波 的 流 密度 
都 等 于 1;w 和 忆 是 原子 核 相 对 径 向 运动 的 速度 . 当 把 这 些 函 数 代入 (90. 3 ) 式 
后 , 即 得 量 纲 为 1 的 跃迁 概率 w. 它 可 以 看 作 原 子 核 两 次 通过 r = nm 点 的 跃迁 概 
率 (7 为 能 级 的 交点 ). 要 记 住 ,(90. 5 ) 的 波 函数 在 某 种 意义 下 相当 于 两 次 通过 
该 点 ,因为 它 同时 含有 入射 行 波 和 反射 行 波 . 


2 


， (90.3) 
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由 函数 (90.4) 和 (90.5) 所 构成 的 F(r) 的 矩阵 元 中 ,被 积 函数 内 含有 余弦 
函数 的 乘积 ,这 个 乘积 可 以 化 成 宗 量 为 原来 宗 量 之 和 及 差 的 两 个 余弦 函数 之 和 . 
人 人 ey 


(nr) 


a r-m 的 寡 级 数 
并 对 从 -% 到 +% 积 分 (余弦 函数 前 的 缓 变 因 子 此 时 可 用 r+ =r, 处 的 值 来 代 
蔡 ). 考虑 到 交点 处 p, = 户 , 即 得 : 

1 /dp, | 2 


站 mr- padr=5, + de ee 
其 中 的 5, 等 于 个 人 信之 动量 的 微 商 可 通过 力 = - dU/dr 
表达 出 来 . 对 等 式 全 + = 条 + 忆 (4 为 原子 核 折合 质量 ) 取 微 商 后 可 得 


A 
“和 











=PF,-F,, 
因此 
[ Pi = [maress + Pg 
v 为 wv 和 vw, 在 交点 处 的 公共 值 . ee 


[eeletpe) d= /Fem (e+ ), 
结果 得 
8T 肥 2 1So 
a (i) 
5。 人 是 一 个 很 大 的 量 并 随 能 量 E 很 快 地 变化 . 因此 即使 对 一 段 不 大 的 能 量 
间隔 加 以 平均 后 ,余弦 的 平方 就 可 用 它 的 平均 值 来 代替 . 结果 得 下 列 公式 ， 


47 
NW | (90.7) 


(区 区 朗 道 ,1932). 式 右 的 所 有 各 量 均 取 势能 曲线 交点 处 的 值 . 

应 用 于 预 离 解 时 ,我 们 感 兴趣 的 是 分 子 在 单位 时 间 内 的 离 解 概率 . 振动 着 的 
原子 核 在 单位 时 间 内 有 2 x 六 次 通过 r= 点 . 因此 所 求 的 预 离 解 概率 等 于 w 
(通过 两 次 的 概率 ) 乘 以 w/27, 即 等 于 

2Pw 
hv|F, -FT 

对 于 所 作 的 这 些 计算 应 作 以 下 说 明 . 谈 到 谱 项 的 相交 时 ,我 们 所 指 的 谱 项 是 


(90.6) 


(90.8) 
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指 分 子 中 电子 运动 的 “未 微 扰 "哈密 顿 量 所 的 本 征 值 , 并 没有 把 导致 路 迁 的 广 项 
计算 在 内 . 如 果 在 哈密 顿 量 中 包括 了 了 项 , 谱 项 就 不 可 能 相交 ,势能 曲线 要 略为 
分 开 , 如 图 31 所 示 . 这 是 在 $ 79 中 我 们 从 略为 不 同 的 观点 得 到 的 结论 . 

设 U(r) 和 Us(7) 为 算 符 所 的 两 个 本 征 值 (其 中 的 
7 看 作 参 量 ). 在 几 (r) 和 Un(r) 曲 线 交点 7 的 邻 域内 ， 
我 们 必须 用 579 中 所 示 的 方法 去 求 所 + 了 了 算 符 的 本 征 
值 U(7) ,结果 得 

Di) = Un + Un + V+ Va) # 


1 2 
Nn A A i 
[Vn Unt Wh Ve) + i 


式 中 各 量 都 是 + 的 函数 ,U(r) 函数 (上 式 根 号 前 取 正 号 ) 

相当 于 图 31 中 上 面 一 条 连续 曲线 (1' 一 2) , U.(r) 相 当 于 下 面 一 条 曲线 (2' 一 
1) 同和 VW 矩阵 元 可 以 分 别 归 入 Vj, 和 Us 函数 的 定义 中 ;Vs 可 简 记 为 V(r) ,上 
式 变 成 





U(r) = Un + Un) zt 二 VC Un) a, (90.9) 
能 级 间距 为 
AU= V(Un - Un) +4. (90.10) 
由 此 可 见 , 如 果 两 态 间 有 了 跃迁 (Vz0) ,能 级 的 相交 就 不 存在 . 曲线 间 的 最 短 距离 
位 于 r =n 处 ,该 处 的 Un = Un , 故 得 
(AU)., =2|V(r,) | (90.11) 
在 这 点 附近 ,我 们 把 差 值 Un - Un 展 为 上 =r-m 的 宕 级 数 , 令 
Un -Un=U, -UVU,~é(F, -F,), 
其 中 下 = -(dWdr)。 则 
AU= V(F,-F)éE +4V(r). (90.12) 
(90. 11) 和 (90. 12) 式 是 在 只 考虑 两 个 态 的 情况 下 导出 的 ,这 两 式 的 成 立 要 
求 (AU) ,必须 小 于 其 它 谱 项 的 间距 . (90. 7) 式 作为 跃迁 概率 必须 满足 后 面 更 
为 严格 的 条 件 (90. 19). 如 果 后 一 条 件 并 不 满足 , 仍 容许 只 考虑 两 个 态 ,但 不 能 
用 通常 微 扰 论 计算 路 迁 概率 ,这 种 情形 下 需要 更 一 般 的 处 理 . 
如 果 我 们 只 考虑 交点 的 邻 区 并 把 核 运动 作 准 经 典 处 理 , 那 么 系统 哈密 顿 量 
中 的 核 速度 算 符 可 用 常数 v 代 震 , 坐 标 r 可 以 作为 时 间 的 函数 满足 经 典 方 程 dr/ 
dt=v, 亦 即 &=r -ro=vt, 计 算 跃 迁 概率 的 问题 就 化 成 求解 电子 波 函 数 所 满足 的 
波动 方程 , 它 的 哈密 顿 量 显 含 时 间 1: 
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访 六 更 =[ 记 (0 + 六 0 到 (90.13) 
令 业 和风 ,为 对 应 于 曲线 a 和 上 的 电子 态 的 波 函数 . 它们 是 下 式 之 解 
(B+ ys = UD os, 
式 中 上 是 一 个 参量 . 把 (90. 13) 之 解 取 作 下 列 形式 : 
=a() yy, +h) y,. (90.14) 
如 果 方 程 按 :一 - w 时 a=1,5=0 的 边界 条 件 求解 , 则 1b( % ) | 给 出 分 子 
进入 y, 态 的 概率 ,代表 原子 核 通过 r=7 点 时 从 曲线 a 到 曲线 b 的 跃迁 . 同 理 ， 
|a(%)|=1- 1b(%)| 为 分 子 仍 留 于 曲线 a 的 概率 .两 次 通过 7 点 (两 核 先 接 
近 再 分 开 ) 的 过 程 中 从 曲线 a 到 曲线 5 的 跃迁 可 以 有 两 种 方式 :a 一 bb( 接 近 时 
有 1 一 1' 跃 迁 ,分 开 时 分 子 留 在 1'2 曲线 上 ) ,或 者 oa 一 5( 接 近 时 1 一 2', 分 开 
时 2' 一 2) ,因此 所 求 的 跃迁 概率 为 
w=2|b(%) [1- 1b(%)|], (90.15) 
式 中 引用 了 这 样 的 事实 , 即 通过 "= m 点 的 跃迁 概率 当然 和 运动 方向 无 关 . 
b( % ) 的 值 可 以 用 §53 中 描述 的 方法 求 出 ,不必 直接 应 用 (90. 13) 式 D0. 为 
此 ,我 们 注意 到 以 (4) 和 以 (5) 曲线 相交 于 下 列 虚 点 : 


人 (90.16) 
对 很 大 的 负 4 值 ,(90.14) 中 的 系数 a(t) 具 有 下 列 “ 对 时 间 为 准 经 典 ” 的 形式 : 
a(O =exp{ -到 | 已 (CDd]- 


在 1 复 平面 上 ,我 们 从 左 实 轴 出 发 沿 着 “ 准 经 典 "条 件 总 能 满足 的 回 线 到 达 右 实 
轴 , 由 于 以 < 以 ,所 取 回 线 一 定 在 上 半 平 面 内 绕 过 4" 点 (参考 §53).a(1) 函数 
就 变 成 5(1) ,而 


jos exp {kim [fvV. a + 上 va]} = 


= exp{ - im 三 Audr] ， 
4 可 取 实 轴 上 任 一 点 ,例如 5 =0, 按 (90. 12) ,我 们 有 
AU= VCP - 忆 ) ve +4V, (90.17) 
作 替 换 +=ir 后 所 求 积 分 变 成 


外 853 中 ,我 们 假定 了 过 程 是 完全 绝热 的 ,因此 求 得 的 概率 是 指数 式 小 量 . 但 在 目前 情形 下 , 当 两 
核 就 在 mn 点 的 邻 域内 ,它们 的 速度 " 如 果 不 足 够 小 的 话 , 这 个 条 件 可 能 被 破坏 . 可 是 ,根据 $52 和 $53 中 
的 分 析 可 以 清楚 地 看 到 ,对 该 法 本 身 的 可 用 性 而 言 ,只 有 下 列 两 点 是 重要 的 , 即 当 | :| 大 时 的 绝热 性 以 及 
只 限于 两 个 能 级 . 
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二 /4 (CF, Pdr pT 
由 此 我 们 得 到 跃迁 概率 的 下 列 最 终 表 式 : 


=20p( A 1) 上 -ep( -| ) ] C90.18) 
(C.Zener,1932). 我 们 可 以 看 出 ,在 两 种 极限 情形 下 跃迁 概率 都 变 得 很 小 . 当 
让 >> 如 1F, -Fi1 时 , 它 是 一 个 指数 式 小 量 ( 绝 热情 形 ) ; 当 
V <<fivlF, -Fl, (90.19) 
时 (90. 18 ) 变 成 (90.7) 式 . 由 (90.17) 式 知 ,r~ |VI/(1F, - F,1v) 是 原子 核 通 过 
交点 的 “通过 时 间 " 相 应 的 频率 为 w, ~1/7, 以 上 两 种 极限 情形 能 否 达 到 ,由 iw， 
和 该 问题 中 的 特征 能 量 |V| 之 间 的 关系 来 确定 . 
最 后 ,我 们 来 考虑 一 个 类 似 于 预 离 解 的 现象 , 称 为 双 原 子 分 子 光谱 中 的 微 
扰 . 如 果 有 两 个 离散 的 分 子 能 级 E, 和 E, ,对 应 于 两 个 相交 的 电子 谱 项 ,彼此 靠 得 
很 近 , 那 么 这 两 个 电子 态 之 间 的 跃迁 可 能 性 会 引起 能 级 的 位 移 . 根据 微 扰 论 的 一 
般 公式 (79.4) ,位 移 能 级 的 表 式 为 








E+E. E-E,\? 
| (90.20) 


式 中 的 av 是 分 子 态 1 和 2 之 间 跃 迁 的 微 扰 和 矩阵 元 ;矩阵 元 Vw 和 Vw 显然 已 包 
括 在 E, 和 ,内 . 由 上 式 可 知 ,这 两 个 能 级 背 向 移动 而 分 开 ( 高 能 级 上 升 另 一 能 级 
下 降 ). 差 值 1E, -已 1 愈 小 位 移 量 则 愈 大 . 

和 矩阵 元 Wiaw 的 计算 方法 是 和 确定 第 二 类 碰撞 的 概率 所 用 的 方法 相同 . 唯一 
的 差别 是 ,现在 的 波 函数 xw 和 Xwm 都 属于 离散 谱 , 因 此 都 必须 归 一 化 为 1. 根据 


(48. 3) 式 我 们 有 
Xn -性 mdr- 于 ) 


对 xm 有 类 似 的 式 子 . 与 (90. 3) 到 (90. 5 ) 诸 式 比 较 后 可 知 , 目 前 考虑 的 矩阵 元 
Van 与 两 次 通过 交点 时 的 那个 路 迁 概 率 w 之 间 具 有 下 列 关系 : 
fiw, ficw, 
27 2T 


习 题 


1， 试 求 第 二 类 碰 接 的 总 截面 并 把 它 表 为 相 碰 原子 动能 EE 的 函数 ,跃迁 是 由 
自 旋 轨道 作用 引起 的 ( 朗 道 ,1932). 

解 :考虑 到 核 运动 的 准 经 典 性 ,可 引入 碰撞 参量 p 的 概念 (p 即 不 考虑 原子 
核 的 相互 作用 时 入 射 原子 核 的 偏 射 距 离 ) ,并 把 有 效 截 面 do 定义 为 “ 靶 面 积 " 


[Vonl? =w (90.21) 
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2mpdp 与 每 次 碰撞 时 的 跃迁 概率 w(p) 的 乘积 (参考 (力学 ),§18). 对 p 积分 后 
即 得 总 截面 or 

对 于 自 旋 -轨道 作用 ,矩阵 元 V(r) 与 相 碰 原 子 的 角 动 量 M 无 关 .我 们 把 曲 
线 交点 r=m 处 的 速度 写成 下 列 形 式 : 


"= (5- 0 ) = = /2(:- v2), 


其 中 的 UU 是 U, 和 U, 在 交点 处 的 公共 值 ,pu 是 两 原子 的 折合 质量 , 角 动量 
ppv。 ,po 是 两 原子 相距 无 穷 远 时 的 相对 速度 . 选择 能 量 的 零点 ,使 得 初 态 中 原子 
的 相互 作用 能 量 在 无 穷 远 处 等 于 零 ,此 时 有 羽 =jwvi /2. 代入 (90.7) 式 得 : 
8™V 
hlF,—F,| 








dg =2npdpw = 
| 
及 


"To 

对 dp 的 积分 应 从 零 开始 到 迷 度 v 等 于 零 时 的 p 值 为 止 . 结果 得 : 
4 Vm Vr VE-U 
|F,—F,| "EE 

2. 同上 题 ,但 跃迁 是 由 分 子 转动 与 轨道 角 动 量 间 的 相互 作用 引起 的 (天 道 ， 
1932). 

解 :矩阵 元 V 呈 V(r) = MDAer 的 形式 ,其 中 的 D(r) 是 电子 轨道 角 动量 的 矩 
阵 元 . 应 用 和 题 1 相同 的 方法 ,得 : 

i 16Y2™°D’ i 
3hVp|F,-F, | E 

3. 当 能 量 已 接近 于 交点 处 的 势能 值 U) 时 , 求 跃迁 概率 . 

解 : 当 忆 -UVU, 值 很 小 时 ,(90.7) 式 不 能 适用 ,由 于 交点 附近 的 核 速 度 v 不 能 
看 作 常 数 ,因此 不 能 像 推导 (90.7) 式 那样 把 它 拿 出 积分 号 外 . 

交点 附近 的 Un ,Uj 曲线 可 改 成 两 条 直线 : 

Un=U,-Fné, Un=U,-Fnpé, ¢=r-r 

这 个 区 域内 的 波 函 数 Xw 和 Xm 就 是 均匀 场 中 一 维 运 动 的 波 函 数 ( 24). 为 计算 
方便 ,我 们 采用 动量 表象 中 的 波 函 数 . 按 能 量 的 5 函 教 归 一 化 后 的 波 函 教具 有 下 
列 形式 ( 见 8$24 例题 ) : 


区 1 i 入 车 : 
多] 
乘 以 V2T8 后 ,可 得 接 入 射流 和 反射 波 的 单位 流 密度 归 一 化 的 波 函 教 : 


(5-0 多 ]， 


VlFn 





o= 
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积分 时 , 微 扰 能 (矩阵 元 )V 又 有 可 能 拿 到 积分 号 外 ,并 用 它 在 交点 处 的 值 来 
代替 : 


w = 径 vf eo ap|, 
结果 得 : 


en »” 
vi -0) (办 ) (3 


式 中 的 四 (6) 是 艾 里 函数 ( 见 数学 附录 8$0). 当 书 - Uj) 很 大 时 上 式 变 
成 (90.7) 式 . 

4. 试 求 一 个 氢 原 子 和 一 个 氢 离 子 (质子 ) 远 而 慢 的 碰撞 ( 即 相对 速度 u << 
1) 中 的 电荷 交换 概率 (O. 6. Bupcos,1951). 四 

解 :我 们 把 H+H' 系统 看 作 一 个 电离 气 分 子 ( 见 §81 题 ) ,电荷 交换 是 由 于 
电子 从 核 1 处 的 由 , 态 过 渡 到 核 2 附近 的 由 , 态 . 即便 原子 核 是 静止 的 ,这 些 态 都 
不 是 定 态 . 定 态 为 


Ww = 方 (Wi # 罗 )， 


万 
它们 的 能 量 U,.,( 尺 ) 是 核 距离 尺 的 函数 . 当 核 作 给 定 的 慢 运动 (看 作 经 典 运动 ) 
时 ,这 些 能 量 是 时 间 的 缓 变 汪 数 , 波 防 数 对 时 间 的 依 环 关系 由 “对 时 间 的 准 经 
典 " 因 子 给 出 (对 照 §53): 


exp( - i di) 
tm 时 等 于 由, 的 那个 个 加 态 为 
1 a , 
-二 [we 人 -于 Udt) +w.exp ( -i U.dt) ] 人 
全 *o 时 ,上 式 呈 ci 录 + ca, 线性 组 合 形式 ,电荷 交换 概率 为 w = |c;|*. 简单 计算 
后 得 
wy n= 六 (VU, -Ud 
在 碰撞 参量 很 大 (同时 速度 v 够 慢 ) 的 碰撞 中 , 核 运 动 可 以 假定 在 R= 


YP +VE 的 一 条 直线 上 ,R >>1 时 的 差 值 由 一 了 已 由 8$81 例题 中 (4) 式 给 出 . 
此 时 





fe a 
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p >>1 时 ,这 个 积分 中 民 们 的 重要 区 域 位 于 积分 下 限 附 近 . 令 及 =p(1+x*) ,我 
们 得 
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$91 对 称 变换 


多 原子 分 子 中 的 谱 项 分 类 和 双 原 子 分 子 中 一 样 ,与 其 对 称 性 密切 相关 . 因 
此 ,我 们 先 来 考察 一 下 一 个 分 子 所 能 具有 的 各 种 对 称 型 式 . 

一 个 物体 的 对 称 性 ,是 由 使 该 物体 保持 不 变 的 所 有 的 变换 确定 的 ,这 样 的 变 
换 称 为 对 称 变换 . 每 一 个 可 能 的 对 称 变换 ,可 以 表 成 三 种 基本 变换 中 的 一 种 或 一 
种 以 上 的 组 合 . 这 三 种 本 质 不 同 的 变换 型 式 是 :物体 绕 某 轴 转 过 某 一 给 定 角 的 旋 
转 ,对 某 一 平面 的 反射 ,以 及 把 物体 移动 某 一 距离 的 平移 . 其 中 最 后 一 种 显然 只 
能 适用 于 无 限 介质 ( 晶 格 ) ,一 个 有 限 大 小 的 物体 (特别 是 一 个 分 子 ) 只 能 对 旋转 
和 反射 具有 对 称 性 . 

如 果 物 体 绕 某 轴 转 过 2mn/n 角 后 不 变 , 该 轴 就 称 为 n 阶 对 称 轴 ,n 可 取 任 一 
整数 值 :n=2,3,….n =1 相当 于 转 过 2r 角 ,也 就 是 零度 , 它 相当 于 一 个 恒 等 变 
换 , 我 们 用 记号 C, 代 表 绕 某 一 给 定 轴 转 过 2r/n 角 的 操作 . 把 这 个 操作 重复 进行 
两 次 ,三 次 ,…, 我 们 得 到 转 过 2(2r/n) ,3(2m/n),… 角 ,它们 也 能 使 物体 保持 不 
变 , 这 些 旋转 可 以 记 作 C;,C;,… ,如 果 p 能 除 尽 ,显然 有 

C=C,,, (91.1) 
特别 是 旋转 n 次 以 后 ,我 们 又 回 到 原 位 , 即 实 行 一 次 恒 等 变 换 ,后 者 习惯 上 记 作 
,我 们 可 写成 

C=E. (91.2) 

如 果 物 体 对 某 一 平面 反射 后 与 原先 重合 ,这 个 平面 就 称 为 对 称 平面 ,我 们 用 
记号 o 代表 对 平面 的 反射 操作 ,对 同一 平面 的 两 次 反射 显然 等 于 一 个 恒 等 
变换 : 

ov =E. (91.3) 

这 两 个 变换 (旋转 和 反射 ) 的 同时 运用 给 出 所 谓 旋 转 -反射 轴 , 具 有 一 个 n 
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阶 旋转 -反射 轴 的 物体 , 先 绕 该 轴 转 过 2mw/n 角 再 对 垂直 于 该 轴 的 一 个 平面 反 
射 一 次 (图 32) 后 与 原先 重合 ,很 易 看 出 , 仅 当 为 偶数 时 它 才 是 一 种 新 的 对 称 
型 式 . 因为 如 果 n 是 奇数 ,把 旋转 -反射 变换 重 
复 n 次 ,就 等 价 于 对 该 轴 垂 直 平 面 的 一 次 反射 
(因为 旋转 角 为 2r 角 , 对 同一 平面 的 奇数 次 反 
射 等 于 一 次 反射 ). 再 把 这 个 变换 重复 n 次 , 结 
果 就 把 这 个 旋转 -反射 轴 化 成 一 个 n 阶 对 称 轴 
和 垂直 于 该 轴 的 一 个 独立 对 称 平面 .但 如 是 偶 
数 ,旋转 -反射 变换 重复 ”次 就 使 物体 回复 
原 位 ， 

我 们 用 记号 5, 代 表 旋 转 -反射 变换 . 用 ww 
代表 对 垂直 于 所 给 轴 的 一 个 平面 进行 的 反射 , 按 图 32 
定义 可 写成 





$.=C.0, =0,C,, (91.4) 
其 中 C, 和 or, 的 操作 次 序 显然 对 结果 无 影响 . 

二 阶 旋转 -反射 轴 是 一 个 重要 的 特例 ,很 易 看 出 , 转 过 7 角 后 再 对 垂直 于 
转轴 的 平面 反射 一 次 就 是 一 个 反 演变 换 , 此 时 物体 上 的 一 个 P 点 变换 到 PO 延 
线 上 的 已 点 ,并 且 OP 等 于 0P',0 点 为 转轴 和 平面 的 交点 . 具有 这 种 变换 对 称 
性 的 物体 , 称 为 具有 对 称 中心 的 物体 . 我 们 用 记号 1 代表 反 演 操作 , 故 有 

ImS, = Cai (91.5) 
显然 还 有 Io, = C: ,1C, = os, 换 句 话说 ,一 个 两 阶 轴 、 一 个 垂直 于 该 轴 的 对 称 平 
面 以 及 它们 交点 处 的 一 个 对 称 中 心 三 者 是 相互 依赖 的 :只 要 存在 其 中 的 任意 两 
个 ,第 三 个 也 就 自动 出 现 . 

现在 来 指出 旋转 和 反射 的 若干 纯 几何 学 性 质 ,这 些 性 质 有 助 于 对 物体 对 称 
性 的 研究 . 

转轴 交 于 某 点 的 两 个 旋转 的 乘积 ,等 价 于 绕 第 三 轴 的 一 个 旋转 ,此 轴 也 通过 
该 交点 . 对 两 个 相交 平面 的 两 次 反射 等 价 于 一 个 旋转 ,其 转轴 显然 就 是 这 两 个 平 
面 的 交 线 ,其 转角 很 易 用 简单 的 几何 作 图 法 求 出 , 它 等 于 两 平面 夹 角 的 两 倍 . 如 
果 用 C(p) 代 表 转 角 为 p 的 绕 轴 旋转 ,用 记号 o, 和 oo', 代 表 D 对 通过 该 轴 的 两 个 
平面 进行 的 反射 ,以 上 的 说 法 即 可 写成 : 

og.0',=C(29), (91.6) 
式 中 的 p 是 两 平面 的 夹 角 . 必须 注意 的 是 ,上 式 中 两 个 反射 的 乘积 次 序 并 不 是 


人 @ 通常 用 下 标 ” 代表 对 通过 某 一 给 定 轴 的 一 个 平面 (“ 坚 直 " 面 ) 所 进行 的 反射 ,用 下 标 帮 代表 对 垂 
直 于 该 轴 的 一 个 平面 (“水 平 " 面 ) 所 进行 的 反射 - 
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无 所 谓 的 :cc! 变 换 给 出 的 旋转 方向 是 从 ex' 面 到 , 面 ,乘积 次 序 对 调 后 给 出 的 
旋转 具有 相反 的 方向 . 对 (91. 6) 式 左 乘 ,后 得 
ol =ouC(2p). (91.7) 

换 句 话说 ,旋转 操作 后 再 对 通过 转轴 的 一 个 平面 反射 一 次 ,等 价 于 对 另 一 平面 的 
反射 ,并 且 这 个 反射 面 和 前 一 平面 的 夹 角 等 于 转角 的 一 半 . 由 此 可 知 , 一 个 两 阶 
对 称 轴 和 通过 该 轴 的 两 个 正 交 对 称 面 是 彼此 相关 的 :只 要 存在 其 中 的 两 个 ,第 三 
个 也 一 定 存在 . 

现在 来 指出 ,转角 为 下 转轴 (图 33 中 的 Oa 和 05) 相交 成 角 p 的 两 个 旋转 ， 
它们 的 乘积 等 价 于 转角 为 2p 转轴 垂直 于 前 两 轴 ( 图 33 中 的 PP') 的 一 个 旋转 ， 
变换 的 结果 仍 等 于 一 个 旋转 是 很 明显 的 ;经 过 第 一 
个 旋转 ( 绕 04 轴 ) 后 已 点 变 到 已 点 ,再 经 第 二 个 旋 
转 ( 绕 0 轴 ) 后 它 又 回 到 原 位 . 这 就 意味 着 ,PP' 直 
线 保持 不 动 ,因而 是 一 个 转轴 . 为 了 求 出 转角 ,只 要 
注意 到 0a 轴 在 第 一 旋转 中 保持 不 动 , 而 经 第 二 旋 
转 后 它 变 到 0a' 位 置 , 0a’ 和 0a 的 夹 角 为 2p. 用 同 
样 的 方法 还 可 证 明 , 以 上 两 个 变换 的 操作 次 序 对 调 
后 所 得 的 旋转 具有 相反 的 方向 . 图 33 

一 般 讲 来 两 个 逐次 变换 的 结果 和 它们 的 操作 
次 序 有 关 , 但 对 某 些 情形 也 可 和 操作 次 序 无 关 : 这 时 我 们 说 两 个 变换 是 对 易 的 . 
以 下 几 种 情形 就 是 可 对 易 的 变换 : 

(1) 绕 同一 轴 的 两 个 旋转 ; 

(2) 对 正 交 平面 的 两 个 反射 (等 价 于 绕 其 交 线 旋转 7 角 ); 

(3) 转角 为 5 转轴 彼此 正 交 的 两 个 旋转 ( 等 价 于 绕 第 三 个 正 交 轴 旋转 7 
角 ); 

(4) 一 次 旋转 以 及 对 垂直 于 转轴 的 平面 所 作 的 一 次 反射 ; 

(5) 任 一 旋转 (或 反射 ) 以 及 对 转轴 上 (或 反射 平面 上 ) 一 个 点 所 作 的 一 次 
反 演 . 这 是 根据 (1) 和 (4) 得 到 的 . 
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一 个 给 定 物体 的 所 有 对 称 变换 的 集合 , 称 为 该 物体 的 对 称 变换 群 (或 者 简 
称 为 对 称 群 ). 以 上 所 讲 的 变换 都 是 指 物 体 的 几何 变换 . 但 在 量子 力学 的 应 用 
中 ,最 好 把 这 些 对 称 变换 看 作 是 使 该 系统 的 哈密 顿 量 保持 不 变 的 各 种 坐标 变换 . 
很 明显 ,如 果 一 个 系统 经 过 某 一 旋转 或 反射 后 保持 不 变 , 那 么 它 所 对 应 的 坐标 变 
换 也 不 会 改变 该 系统 的 莅 定 户 方 程 . 因此 我 们 所 讲 的 变换 群 将 是 这 样 的 , 它 使 所 





“330 第 十 二 章 ”对 称 性 理论 





给 的 莅 定 记 方 程 保持 不 变 人 . 

对 称 群 的 研究 最 好 是 利用 群 论 这 一 数学 工具 , 它 的 要 点 将 在 下 面 加 以 说 明 . 
我 们 先 研究 含有 限 多 个 变换 的 那 种 群 ( 称 为 有 限 群 ). 组 成 该 群 的 每 一 个 变换 称 
为 该 群 的 一 个 群 元 . 

对 称 群 具有 以 下 几 点 重要 性 质 . 所 有 的 群 都 含有 一 个 恒 等 变 换 E( 称 为 该 群 
的 单位 元 ) .一 个 群 中 的 元 可 以 彼此 “ 相 乘 " ,两 个 (或 两 个 以 上 ) 变 换 的 乘积 是 指 
这 些 变换 相继 施行 后 所 得 的 最 终结 果 . 显然 ,一 个 群 中 任意 两 元 的 乘积 仍 为 该 群 
中 的 一 个 元 . 对 于 群 元 的 乘法 ,结合 律 成 立 :(4B)C =4(BC) ,其 中 的 4,B,C 是 
同一 群 中 的 三 个 元 . 但 是 乘法 对 易 律 不 一 定 成 立 :一 般 讲 来 ,4BB4. 对 群 中 的 
每 一 元 4, 在 同一 群 中 还 存在 着 它 的 “ 逆 " 元 4-…:( 逆 变换 ) ,满足 44-: = 已 在 某 
些 情形 下 ,一 个 元 有 可 能 等 于 它 的 逆 元 ,特别 是 已-: = 已 互 逆 元 4 和 4-!' 显 然 是 
对 易 的 . 

两 元 乘积 48 的 逆 元 为 

(CUBy =B- Mt. 
更 多 个 元 的 连 乘 积 也 有 类 似 的 式 子 , 应 用 乘法 结合 律 进 行 相 乘 后 ,很 易 证 明 这 
一 点 . 

如 果 所 有 的 群 元 全 都 对 易 ,这 样 的 群 称 为 阿 贝尔 群 . 阿 贝尔 群 的 一 个 特例 就 
是 循环 群 . 循环 群 是 指 这 样 的 群 , 它 的 所 有 元 可 以 表 为 一 个 群 元 的 各 个 逐次 乘 
短 , 也 就 是 由 下 列 诸 元 组 成 的 群 : 

A,A’,A’,.…...,A"=E, 
n 是 某 一 整数 . 

设 G 为 某 一 群 @, 如 果 可 以 从 中 取出 一 组 元 互 ,使 得 五 本身 也 构成 一 个 群 ， 
那么 群 五 就 称 为 群 G 的 一 个 子 群 . 同一 个 群 可 以 出 现在 群 G 的 不 同 子 群 中 . 

取出 群 中 的 任 一 元 4 进行 逐次 自 乘 后 ,最 后 可 以 得 到 单位 元 (因为 该 群 的 
元 总 数 是 有 限 的 ). 如 果 n 是 满足 4" =E 的 最 小 整数 , 则 n 称 为 元 4 的 阶 ,同时 
群 元 的 集合 4,4*,… ,4" =E 称 为 4 的 周期 . 这 个 周期 记 作 {4}, 它 本 身 是 一 个 


外 采用 这 种 观点 后 不 但 能 包括 此 处 所 讲 的 各 种 旋转 和 反射 群 , 而 且 还 能 包括 保持 莅 定 请 方程 不 变 
的 其 它 变换 型 式 . 其 中 包括 所 考虑 系统 (分 子 或 原子 ) 中 同类 粒子 间 的 坐标 对 换 . 一 个 给 定 系统 中 同类 粒 
子 间 所 有 可 能 的 各 种 对 换 的 集合 , 称 为 该 系统 的 置换 群 (我 们 已 经 在 $63 中 磁 到 过 ). 以 下 所 讲 的 群 的 一 
般 性 质 对 置换 群 讲 来 也 是 适用 的 ,但 是 我 们 不 准备 在 这 里 详 述 此 群 . 

关于 本 章 所 用 的 记号 问题 , 需 作 下 列 说 明 . 对 称 变换 实质 上 都 是 算 符 , 它 和 全 书 所 讲 的 算 符 是 一 样 
的 ,因此 照例 要 在 它 的 字母 上 加 一 个 " 人 "号 . 我 们 并 没有 加 上 这 种 记号 ,是 由 于 省 略 后 不 会 在 本 章 中 引起 
误会 ,同时 和 习 用 的 记 法 相 一 致 . 根据 同一 理由 ,我 们 以 习 用 符号 E 代表 便 等 变换 ,而 不 用 其 它 各 章 中 所 
用 的 符号 1. 最 后 , 反 演 算 符 在 本 章 中 记 作 了, 而 不 用 §30 中 的 P, 尽 管 后 者 在 量子 力学 新 近 文 献 中 是 常用 
的 ， 

加 ”我 们 用 黑 斜 体 拉丁 字母 代表 群 . 
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群 , 也 就 是 原 群 的 一 个 子 群 并 且 是 一 个 循环 子 群 . 

要 判断 所 给 的 一 个 群 元 集合 是 不 是 一 个 子 群 ,只 要 看 一 下 该 集合 中 任意 两 
个 元 相 乘 后 是 不 是 仍 为 该 集合 中 的 一 个 元 就 可 以 了 . 事实 上 ,如 果 该 集合 是 一 个 
子 群 ,集合 中 每 一 个 元 4 和 它们 的 所 有 自 乘 备 包括 4"'(n 是 这 个 元 的 阶 ) 在 内 
都 应 属于 该 集合 ,其 中 的 4" 就 是 4 的 逆 元 (因为 4 4 =4" =E) ;单位 元 显然 
也 在 该 集合 中 . 

群 的 元 的 总 数 称 为 该 群 的 阶 . 很 易 证 明 , 子 群 的 阶 是 整 群 的 阶 的 一 个 整 因 
子 .为 此 ,我 们 来 考虑 群 G 的 一 个 子 群 五 ,并 令 6 为 群 G 中 不 属于 五 的 某 一 元 . 
用 6G, 乘 ( 假 定 为 右 乘 )H 中 的 所 有 元 ,我 们 得 到 一 组 元 ( 称 为 右 陪 集 ) 记 作 HG,. 
这 个 陪 集中 的 所 有 元 显然 都 属于 群 G. 但 是 没有 一 个 元 属于 互 , 因 为 如 果 对 到 
中 的 任意 两 个 元 H, 和 HH, 有 H.G, = Hs, 就 有 G, = HH, 这 就 是 说 ,G1 也 将 属于 
子 群 吾 ,这 是 和 假设 矛盾 的 . 同 理 可 以 证 明 , 如 果 6, 是 G 中 不 属于 石和 HG, 的 
一 个 元 则 陪 集 HG, 中 的 所 有 元 不 能 属于 H 和 HG,. 继续 施行 这 种 手续 ,最 后 可 
把 有 限 群 G 中 的 所 有 元 全 部 分 尽 . 所 有 的 元 被 分 成 以 下 诸 陪 集 (G 中 五 的 各 个 
陪 集 ) : 

H,HG, ,HG,,…,HG,, 

每 一 个 陪 集 含有 久 个 元 ,h 是 子 群 H 的 阶 . 由 此 可 见 , 群 G 的 阶 &g 为 g=hm, 定 
理 得 证 . 整数 m =g/h 称 为 群 G 中 于 群 H 的 指数 . 

如 果 群 的 阶 数 是 一 个 素数 ,根据 上 述 定理 立刻 可 知 这 样 的 群 不 存在 任何 子 
群 (除非 是 E 或 该 群 本 身 ). 这 个 定理 的 逆 命 题 也 是 成 立 的 :凡是 不 存在 子 群 的 
一 个 群 一 定 是 素数 阶 并 且 一 定 是 一 个 循环 群 (否则 元 素 的 周期 将 是 它 的 子 群 ). 

现在 来 引进 共 轧 元 这 一 重要 概念 . 两 个 元 4 和 B 称 为 相互 共 因 的 ,如 果 

k= , 

式 中 的 C 也 是 该 群 中 的 一 个 元 . 上 式 右 乘 C 并 左 乘 C“' 后 即 得 逆 式 B = C 4C. 
共 轰 元 的 一 个 重要 特性 是 ,如 果 4 共 罗 于 8 以 及 了 共 和 于 C, 就 有 4 共 斩 
于 C, 因 从 B=P-'4P 和 C=Q.'BQ(P 和 0 都 是 该 群 的 元 ) 出 发 ,可 得 C= 
(PQ) “4(PQ). 由 于 这 一 点 ,我 们 可 以 讲 到 由 群 中 的 相互 共 示 元 素 所 组 成 的 一 
个 集合 ,这 样 的 集合 称 为 该 群 的 一 个 共 元 元 类 (或 简称 类 ). 每 一 个 类 完全 由 该 
类 中 的 任 一 个 元 素 4 所 确定 :给 出 4 后 即 可 作 乘 积 C4C… ,并 令 G 依次 地 等 于 
该 群 中 的 各 个 元 , 即 可 得 出 4 的 整个 共 因 素 类 ( 当然 ,这 个 办 法 可 能 使 该 类 中 的 
每 个 元 得 出 好 几 遍 ). 因此 我 们 可 以 把 整个 群 分 成 若干 个 类 ,每 一 个 群 元 显然 只 
能 属于 其 中 的 一 个 类 . 群 的 单位 元 本 身 自 成 一 类 ,因为 对 于 该 群 中 的 所 有 元 ,都 
有 CEG“ =E. 如 果 是 一 个 阿 贝 尔 群 ,每 一 元 都 自 成 一 类 ,因为 按 定义 ,所 有 的 群 
元 彼此 对 易 ,每 一 个 元 只 能 和 自己 共 轧 从 而 自 成 一 类 . 要 强调 的 是 , 群 的 类 ( 除 
了 已 这 个 类 ) 根 本 不 是 该 群 的 子 群 ,从 它 不 含 单位 元 这 一 点 就 可 以 看 出 来 . 
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同一 类 中 的 所 有 元 具有 相同 的 阶 . 实际 上 ,如 果 n 是 4 元 的 阶 (因而 有 4" = 
) ,那么 对 它 的 共 二 元 B=CAC…' 就 有 (CAC-')" =CA"C-!' =E. 

设 五 为 群 G 的 一 个 子 群 ,G, 为 G 中 不 属于 五 的 一 个 元 . 很 易 证 明 ,C,HG' 
这 一 组 元 具有 群 的 一 切 特性 ,因而 也 是 G 的 一 个 子 群 . #H 和 G6,HG,' 这 两 个 子 群 
称 为 是 共 轧 的 :一 个 子 群 中 的 每 个 元 和 另 一 子 群 中 的 一 个 元 相 共 恩 . 采取 各 种 不 
同 的 6, ,我 们 得 到 一 系列 共 红 的 子 群 ,其 中 可 能 有 一 部 分 是 彼此 重合 的 . 也 可 能 
发 生 这 样 的 情形 , 凡 和 五 共 轧 的 子 群 都 和 及 重 合 . 这 种 情形 下 的 五 称 为 群 G 的 
一 个 正规 子 群 或 不 变 子 群 . 例如 阿 贝尔 群 的 每 个 子 群 显然 都 是 它 的 正规 子 群 . 

我 们 来 考虑 一 个 具有 n 个 元 4,4',4",… 的 群 4, 还 有 一 个 具有 m 个 元 8， 
8B8',8",… 的 群 B, 并 且 假 定 4 的 所 有 元 (除了 单位 元 E 外 ) 都 不 同 于 B 的 元 但 和 
B 的 元 相对 易 . 如 果 把 群 4 的 每 个 元 和 群 B 的 每 个 元 相 乘 起 来 ,可 以 得 到 nm 个 
元 ,它们 也 组 成 一 个 群 . 实际 上 ,其 中 的 任意 两 个 元 相 乘 后 4B . 4'B' =44' . BB' 
=4"B8" 仍 为 其 中 的 一 个 元 . 所 得 的 nm 阶 群 记 作 4@B, 并 称 为 群 4 和 B 的 直 积 . 

最 后 来 介绍 群 的 同 构 概念 . 两 个 同 阶 的 群 4 和 B, 如 果 在 双方 的 元 间 可 以 建 
立 起 某 种 一 一 对 应 关系 ,使 得 元 4 对 应 于 元 B 以 及 元 4' 对 应 于 元 8' 时 ,就 有 元 
4"=A4' 对 应 于 元 8" = 8B', 则 这 两 个 群 就 称 为 同 构 的 . 这 样 的 两 个 群 从 抽象 观 
点 看 来 显然 具有 相同 的 性 质 ,尽管 它们 的 元 具有 不 同 的 实际 含义 . 
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有 限 大 物体 (例如 一 个 分 子 ) 的 对 称 群 必须 是 这 样 的 ,该 物体 上 至 少 要 有 一 
个 点 对 群 中 的 任 一 变换 都 保持 不 变 . 换 句 话说 ,一 个 分 子 的 所 有 对 称 轴 和 所 有 对 
称 平面 至 少 要 有 一 个 公共 交点 . 实际 上 , 绕 两 个 不 相交 轴 的 逐次 旋转 或 者 对 两 个 
不 相交 平面 的 逐次 反射 都 能 使 物体 发 生 位 移 ,从 而 不 能 使 该 物体 与 原先 重合 . 具 
有 以 上 性 质 的 对 称 群 就 称 为 点 群 . 
在 构造 点 群 的 各 种 可 能 类 型 之 前 ,我们 先 介绍 一 个 简单 的 几何 手续 ;以便 对 
一 个 群 的 诸 元 进行 分 类 . 设 0a 为 某 一 轴线 ,4 为 绕 该 轴 旋转 某 个 定 角 的 一 个 群 
元 . 并 设 6 为 同一 群 中 的 一 个 变换 (旋转 或 反射 ) , 它 把 04 轴 变 到 08 位 置 . 现在 
来 证 明 B = 64G' 元 相当 于 绕 04 轴 的 一 个 旋转 , 它 的 转角 等 于 4 元 绕 04 轴 的 
转角 . 为 此 ,可 以 考虑 C4C… 变 换 作用 于 08 轴 本 身 的 结果 . 6 的 道 变换 6-: 先 把 
06 轴 变 到 0a 位 置 ,下 一 步 的 4 变换 使 该 轴 保持 不 动 , 最 后 的 6 变换 又 使 该 轴 
回 到 原来 位 置 . 最 后 结果 是 06 轴 保持 不 变 , 因 而 B 变换 就 是 绕 该 轴 的 一 个 旋 
转 ,由 于 4 和 中 属于 同一 共 生 类 ,具有 相同 的 阶 , 这 就 意味 着 它们 的 转角 相同 . 
由 此 得 出 结论 ,转角 相同 的 两 个 旋转 是 属于 同一 类 的 ,如 果 该 群 中 存在 一 个 
元 能 把 一 个 转轴 变 到 另 一 个 转轴 的 话 ,用 同样 方法 还 可 以 证 明 ,如 果 该 群 中 存在 
个 变换 能 把 一 个 平面 变 到 另 一 个 平面 的 话 ,那么 对 不 同 平面 的 两 个 反射 是 属 
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于 同一 类 的 . 至 于 那些 可 以 相互 变换 的 对 称 轴 或 对 称 平面 , 则 称 为 等 价 的 . 

以 上 所 讲 的 两 个 旋转 如 果 是 绕 同一 轴 的 ,还 需 作 某 些 补充 说 明 , 设 C*(k = 
1,2,…,n -1) 是 绕 某 一 n 阶 对 称 轴 的 各 个 旋转 元 ,C' 的 逆 元 C;* = C… 等 于 绕 
同一 方向 转 过 (n -4) (2m/n) 角 ,也 等 于 逆向 转 过 2km/n 角 . 如 果 该 群 中 存在 一 
个 绕 其 垂直 轴 旋 转 5 角 的 变换 (这 个 变换 能 使 n 阶 轴 反 向 ) ,那么 根据 上 段 所 讲 
的 一 般 规则 ,C* 和 C“ 将 属于 同类 . 对 垂直 于 该 轴 的 平面 所 作 的 一 次 反射 0, 也 
能 使 该 轴 (n 阶 轴 ) 反 向 ,但 是 必须 注意 ,这 样 的 反射 还 能 改变 旋转 的 方向 . 因此 
04 的 存在 并 不 能 使 C; 和 C;“ 共 辐 . 另 一 方面 ,对 通过 该 轴 的 平面 所 作 的 一 次 反 
射 0, 并 不 能 改变 该 轴 的 方向 但 能 改变 旋转 的 方向 ,因此 有 C;* =o,Cto,. 如 果 有 
这 样 的 对 称 面 存在 ,C* 和 C* 就 属于 同类 . 如 果 转 轴 和 转角 相同 但 旋转 方向 不 同 
的 两 个 元 是 共 懋 的 ,该 转轴 就 称 为 双向 轴 . 

点 群 的 分 类 还 常用 到 下 列 规则 . 设 G 是 不 含 反 演 1 的 群 ,C, 是 由 1 入 两 个 
元 组 成 的 群 . 则 直 积 CQ@C, 是 一 个 群 , 它 含 有 两 倍 于 G 的 元 ,其 中 的 一 半 元 等 于 
G 群 的 元 , 另 一 半 元 是 由 后 者 乘 以 /后 得 到 的 . 由 于 / 和 点 群 的 任意 其 它 变 换 都 
对 易 , 显 然 群 G@C, 具 有 两 倍 于 G 的 类 :G 群 中 的 每 一 个 类 4 对 应 于 群 CQ@C ,中 
4 和 41 两 个 类 . 特别 是 , 反 演 1 总 是 自 成 一 类 . 

现在 可 以 历数 所 有 可 能 的 各 种 点 群 . 我 们 来 构造 这 些 点 群 , 先 从 最 简单 的 开 
始 然后 逐步 加 入 新 的 对 称 元 .我 们 用 黑 斜 体 的 拉丁 字母 附 上 适当 的 下 标 代表 这 
些 点 群 . 

I. 群 C。 

这 是 最 简单 的 对 称 型 式 , 它 只 有 一 个 n 阶 对 称 轴 . C, 群 就 是 绕 n 阶 轴 旋转 的 
群 .这 个 群 显然 是 一 个 循环 群 . 它 的 n 个 元 各 自 形成 一 类 . C, 群 只 含 恒 等 变 换 E， 
相当 于 不 存在 任何 对 称 性 的 情形 . 

I. 群 S 

人 5, 群 是 绕 一 个 2n( 偶数 ) 阶 旋转 -反射 轴 的 旋转 反射 群 . 它 含有 2n 个 元 并 
且 显然 是 一 个 循环 群 . 特别 是 5, 群 , 它 只 含 E 和 1 两 个 元 素 ,这 个 群 又 记 作 C,. 
要 指出 的 是 ,如 果 群 的 阶 数 取 2n = 4p + 2 的 形式 ,元 中 就 含有 反 演 ,因为 
(Swa) ”=eoy = 上 这样 的 群 可 以 写成 直 积 形式 :Su,， = C,,,,@C,, 也 记 作 
Cor 

严 . 群 Cw 

这 种 群 是 由 一 个 n 阶 对 称 轴 加 进 一 个 垂直 于 它 的 对 称 平面 后 得 到 的 . C,, 群 
含有 2n 个 元 :其 中 有 C, 群 的 n 个 旋转 以 及 个 旋转 -反射 变换 C'o, ,k=1,2， 
…,n( 其 中 包括 反射 C'os =0,). 这 个 群 的 所 有 元 是 对 易 的 , 即 它 是 一 个 阿 贝尔 
群 , 它 的 类 数 等 于 元 数 . 如 果 n 为 偶数 (n=2p) ,这 个 群 含有 一 个 对 称 中 心 (因为 
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C5,0s = C20 = 了 ). 最 简单 的 群 Cu 只 含 马 和 两 个 元 素 , 它 又 记 作 C 

NV. 群 C。 

如 果 一 个 n 阶 对 称 轴 再 加 进 一 个 通过 该 轴 的 对 称 平面 ,就 会 自动 地 得 出 男 
外 n-1 个 通过 该 轴 的 夹 角 为 n/n 的 对 称 平面 [根据 $91 中 所 讲 的 几何 定理 
(91.7) 四 ]. 由 此 而 得 的 群 C, 含 有 2n 个 元 : 绕 n 阶 轴 的 n 个 旋转 以 及 对 竖 直 面 
的 个 反射 0,. 图 34 中 画 出 了 Cs, 群 和 C, 群 的 对 称 平面 和 对 称 轴线 . 


Co D, D, 


图 34 


确定 其 类 时 ,我 们 注意 到 ,由 于 存在 着 通过 轴线 的 对 称 平面 ,这 个 轴 是 双向 
的 . 群 元 在 各 类 中 的 具体 分 布 取决 于 n 是 偶数 还 是 奇数 . 

如 果 n 是 奇数 (n=2p +1) ,每 一 个 平面 经 过 逐次 的 旋转 C,,,, 后 可 以 依次 地 
变 到 其 它 的 2p 个 平面 ,因此 所 有 的 对 称 平面 都 是 等 价 的 ,对 它们 的 反射 属于 同 
一 类 . 绕 轴 的 旋转 中 除了 恒 等 变换 外 共有 2p 个 操作 并 且 成 对 地 共 懋 . 所 以 它们 
组 成 p 个 类 ,每 类 有 两 个 元 ( C5,, 和 C1,k=1,2,…,p). 此 外 玉 自 成 一 类 . 因 
此 总 共有 p+2 类 . 

如 果 n 是 偶数 (n=2p) ,逐次 旋转 C;, 只 能 使 相间 平面 相互 变换 ,两 个 相 邻 
平面 无 法 相互 变换 . 因而 存在 两 组 等 价 面 ,每 组 有 p 个 ,相应 地 就 有 两 个 类 ,每 个 
类 有 p 个 元 (反射 元 ). 在 绕 轴 的 旋转 中 ,C%》 = 已 和 Cs, = C; 各 自 组 成 一 类 ,其 余 
的 2p -2 个 旋转 成 对 地 共 斩 并 给 出 P- 1 个 类 ,每 类 有 两 个 元 . 因此 群 C,, 共 有 p 
+3 个 类 . 

V. 群 DD, 

一 个 n 阶 对 称 轴 如 果 再 加 进 一 个 垂直 于 它 的 二 阶 对 称 轴 , 就 会 自动 地 产生 
nn 一 1 个 另外 的 二 阶 对 称 轴 , 因 此 共有 n 个 夹 角 为 n/n 的 二 阶 水 平 轴 . 结果 所 得 


外 很 易 证 明 , 有 限 群 中 两 个 对 称 平面 的 夹 角 不 可 能 不 等 于 25 的 一 个 有 理 分 式 . 否则 的 话 ,这 种 对 
称 面 进行 无 限 反复 的 相互 反射 后 ,就 会 得 到 无 限 多 个 相交 于 同一 轴线 的 对 称 平面 . 换 句 话说 ,只 要 存在 两 
个 这 样 的 平面 ,就 会 导致 整个 的 轴 对 称 . 
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的 群 D, 含 有 2n 个 元 : 绕 n 阶 轴 的 = 个 旋转 以 及 绕 水 平 轴 转 下 角 的 m 个 旋转 (我 
们 用 U, 代 表 这 种 旋转 ,保留 C, 代 表 绕 竖 直 轴 转 wm 角 的 旋转 ). 作为 例子 ,图 34 
画 出 了 群 D; 和 D, 的 对 称 轴 系 . 

和 情形 人 一 样 , 我 们 可 以 证 明 n 阶 轴 是 一 个 双向 轴 . 当 是 奇数 时 ,所 有 的 
二 阶 水 平 轴 都 是 等 价 的 ; 当 n 是 偶数 时 ,它们 组 成 两 个 不 等 价 的 集合 . 因此 群 
D,, 共 有 p+3 个 类 :有 ,两 个 U, 类 每 类 含有 p 个 旋转 U,, 旋 转 C,, 还 有 p -1 类 每 
类 含有 两 个 绕 竖 直 轴 的 旋转 . 另 一 方面 , 群 D,,,, 却 有 p+2 类 :E,2p +1 个 旋转 
U,, 还 有 p 类 每 类 含有 绕 竖 直 轴 的 两 个 旋转 . 

群 D, 是 一 个 重要 的 特例 . 它 的 对 称 轴 系 是 由 三 个 相互 正 交 的 二 阶 轴 组 成 
的 . 这 个 群 也 记 作 只. 

VY 群 Dw 

如 果 在 群 D, 的 轴 系 中 再 加 进 一 个 水 平 对 称 面 通过 个 二 阶 轴 ,就 会 自动 地 
出 现 n 个 竖 直 平面 ,每 个 平面 通过 竖 直 轴 和 一 个 水 平 轴 . 由 此 而 得 的 D,, 群 含有 
4n 个 元 素 : 除 了 D, 群 的 2n 个 元 素 外 还 有 n 个 反射 o, 和 n 个 旋转 -反射 变换 
Cou 图 35 中 夯 出 了 Ds, 群 的 对 称 轴 和 对 称 面 . 


反射 o, 和 此 群 的 所 有 其 它 元 都 对 易 , 因 此 可 把 D,, 写 作 直 积 D,, =D,@C,， 
其 中 的 C, 是 由 E 和 oa, 两 个 元 组 成 的 群 . 当 n 为 偶数 时 , 群 元 中 含有 反 演 操作 , 因 
此 还 可 写成 D,,， =D,,@C;. 

由 此 可 知 ,Di 群 的 类 数 两 倍 于 D. 群 的 类 数 . 其 中 的 一 半 和 D, 群 的 类 相同 
( 绕 轴 旋转 ) ,其 余 的 一 半 是 由 前 者 乘 以 后 得 到 的 . 对 竖 直 面 的 反射 ,都 属于 
一 类 (如 果 n 是 奇数 ) 或 者 组 成 两 类 ( 如果 n 是 偶数 ) ,旋转 -反射 变换 oC* 和 
uC 成 对 共 斩 . 

W. 群 Dp 

还 可 以 用 另 一 种 方式 在 D, 群 的 轴 系 中 加 进 对 称 平面 . 所 加 进 的 紧 直 面 通过 
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n 阶 轴 并 且 平 分 两 个 相 邻 二 阶 水 平 轴 的 夹 角 . 加 进 这 样 的 一 个 平面 后 又 会 自动 
产生 其 它 n -1 个 竖 直 平面 . 由 此 而 得 的 对 称 平面 系 和 对 称 轴 系 确定 了 群 D,。 
(图 35 中 画 出 了 群 Dy 和 和 群 D;, 的 平面 系 和 轴 系 ). 

群 刀 含有 4m 个 元 .除了 群 D, 的 2n 个 元 外 ,要 加 上 对 竖 直 面 的 n 个 反射 
( 记 作 0,d 表示 “对 角 " 平 面 ) 以 及 具有 形式 为 6G = Uso, 的 n 个 变换 . 为 了 弄 清 
变换 6 的 性 质 , 我 们 注意 到 ,根据 (91.6) 式 旋转 Us 可 以 表 成 VU, = ooo, 的 形式 ， 
式 中 的 o, 是 对 通过 二 阶 轴 的 竖 直 面 的 反射 . 因此 G = oo,o,(o, 和 0, 变换 本 身 
当然 不 是 该 群 的 元 ). 由 于 o, 和 o, 的 反射 面相 交 于 n 阶 轴 , 夹 角 为 (2k + 1)m/ 
2n,k=1,…,(n 一 1)( 由 于 相 邻 面 的 夹 角 为 r/2n) ,根据 (91. 6) 式 就 有 ,ov = 
Co”. 因 此 得 6G=osC%*' = Si"!' ,因此 这 些 元 就 是 绕 竖 直 轴 的 旋转 - 反射 变换 . 
由 此 可 见 , 这 个 竖 直 轴 不 是 一 个 简单 的 a 阶 对 称 轴 , 而 是 一 个 2n 阶 旋转 - 反 
射 轴 . 

对 角 平面 使 两 个 相 邻 的 二 阶 水 平 轴 相 互 反 射 , 故 在 该 群 中 相 邻 的 二 阶 轴 是 
等 价 的 (n 是 奇数 或 偶数 时 都 成 立 ). 同 理 ,所 有 的 对 角 平 面 也 是 等 价 的 . 旋转 - 
反射 变换 %% ”和 S52 成 对 地 共 配 下, 

把 以 上 的 考虑 应 用 到 群 D;,,, 我 们 发 现 它 共 有 以 下 的 2p +3 类 :E, 绕 nn 阶 
轴 的 旋转 C, , 绕 n 阶 轴 的 其 余 旋转 组 成 的 p -1 类 每 类 含有 两 个 共 纯 的 旋转 ,2p 
个 旋转 U, 组 成 的 一 个 类 ,2p 个 反射 o, 组 成 的 一 个 类 ,还 有 p 类 每 类 含有 两 个 旋 
转 -反射 变换 . 

当 n 为 奇数 时 (n=2p +1) , 群 元 中 含有 反 演 (因为 此 时 有 一 个 水 平 轴 和 一 
个 垂直 面 正 交 ). 因而 可 以 写成 D;, ,=D;,,,@Ci, 可 见 D,,,., 群 共有 2p +4 个 
类 ,这 些 类 可 以 由 D,,,, 群 的 p+2 个 类 直接 求 出 . 

碍 ， 群 7( 四 面体 群 ) 

这 个 群 的 轴 系 等 于 一 个 正四 面体 的 对 称 轴 系 . 它 可 以 由 群 Y 的 轴 系 中 加 进 
四 条 三 阶 斜 轴 得 到 , 绕 三 阶 斜 轴 旋 转 时 可 使 三 条 二 阶 轴 相互 变换 . 这 套 轴 系 也 可 
利用 正 立方 体 表 出 ,三 条 二 阶 轴 为 正 立方 体 三 对 平行 面 的 面 心 联 线 ,三 阶 轴 为 该 
立方 体 的 斜 对 角 线 . 图 36 中 画 出 了 这 些 轴线 在 正 立 方 体 以 及 在 正四 面体 中 的 位 
置 (每 种 轴线 只 画 出 一 条 ). 

三 条 二 阶 轴 是 彼此 等 价 的 . 四 条 三 阶 轴 也 是 等 价 的 ,因为 它们 可 以 通过 C， 
旋转 而 相互 易 位 ,但 它们 不 是 双向 轴 . 由 此 可 知 ,7 群 共 有 12 个 元 分 成 四 类 :E， 
三 个 6, 旋 转 ,四 个 ,旋转 和 四 个 C3 旋 转 . 

以 . 群 7 


加 因为 


OC A 
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这 个 群 包括 了 正四 面体 的 所 有 对 称 变换 , 它 的 轴 系 可 以 从 群 卫 轴 系 中 加 进 
对 称 平面 而 得 到 ,每 一 个 对 称 平面 通过 一 条 二 阶 轴 和 两 条 三 阶 轴 . 从 而 使 二 阶 轴 
变 为 四 阶 旋 转 -反射 轴 ( 和 D: 中 的 情形 相似 ). 这 套 对 称 系统 可 简便 地 用 下 面 
的 方式 表达 :三 条 旋转 -反射 轴 各 通过 正 立 方 体 3 对 平行 面 的 面 心 ,四 条 三 阶 轴 
是 该 立方 体 的 斜 对 角 线 ,六 个 对 称 平面 各 通过 该 立方 体 的 六 对 平行 边 ( 图 37 中 
画 出 了 每 种 轴线 中 的 一 条 和 一 个 平面 ). 








图 36 图 37 


由 于 对 称 面 通过 三 阶 轴 ,这 些 轴 都 是 双向 轴 . 同 种 的 所 有 轴线 和 同 种 的 所 有 
平面 都 是 等 价 的 . 因而 这 个 群 的 24 个 元 分 成 以 下 五 类 :E;8 个 C, 和 C3 旋转 ;6 个 
对 称 平面 的 反射 ;6 个 5, 和 8; 旋转 -反射 变换 以 及 3 个 C, =5: 旋 转 . 

X. 群 T 

这 个 群 是 由 群 T 加 进 一 个 对 称 中 心 后 得 到 的 , 即 T=7T@C,. 结果 出 现 三 个 
相互 正 交 的 对 称 平面 ,每 个 平面 通过 一 对 二 阶 轴 , 并 使 三 阶 轴 变 成 六 阶 旋转 - 反 
射 轴 ( 图 38 中 画 出 了 每 种 轴线 中 的 一 条 和 一 个 平面 ). 

这 个 群 含有 24 个 元 并 分 为 8 类 ,它们 可 以 从 群 7 的 类 直接 求 得 . 

XI. 群 0( 八 面体 群 ) 

这 个 群 的 轴 系 是 一 个 正 立方 体 的 对 称 轴 系 . 计 有 3 条 四 阶 轴 通过 对 面 的 面 
心 ,4 条 三 阶 轴 通 过 对 顶 角 ,6 条 二 阶 轴 通 过 相对 的 楼 的 中 点 (图 39). 

很 易 看 出 ,所 有 的 同 阶 轴 是 等 价 的 ,而 且 每 个 轴 都 是 双向 轴 . 因此 24 个 元 分 
成 以 下 五 类 :5;8 个 C, 和 C 旋 转 ;6 个 C, 和 Ci 旋转 ;3 个 CG 旋转 以 及 6 个 C， 
旋转 . 

并 . 群 0， 

这 是 正 立方 体 所 有 对 称 变换 所 组 成 的 群 . 可 从 群 0 加 进 一 个 对 称 中 心得 
到 :0, =0@C,. 群 0 的 三 阶 轴 因 此 变 成 了 六 阶 旋转 -反射 轴 ( 正 立方 体 的 空间 
对 角 线 ) ,此 外 还 出 现 6 个 对 称 面 ,通过 每 一 对 平行 边 ,还 有 三 个 平行 于 立方 体 


@ 群 T,T4,T。,0,0, 常 称 为 立方 休 群 
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各 面 的 平面 (图 40). 这 个 群 共有 48 个 元 分 成 10 类 ,它们 可 以 从 群 0 的 类 直接 
求 得 .5 个 类 和 群 0 的 相同 ,其 余 的 5 类 是 :1;8 个 5, 和 5; 旋转 -反射 变换 ;6 个 
绕 四 阶 轴 的 旋转 -反射 变换 Co 和 Cia ;3 个 对 四 阶 水 平面 的 反射 0 以 及 6 个 
对 四 阶 轴 垂直 面 的 反射 c,- 








图 38 图 39 图 40 


XH ,XV. 群 Y,Y,( 二 十 面体 群 ) 

这 两 个 群 物理 上 并 不 重要 ,因为 自然 界 并 不 存在 这 样 的 分 子 对 称 群 . 我 们 就 
简单 地 提 一 下 , 群 了 是 绕 正二 十 面体 (表面 为 二 十 个 正三 角形 的 凸 体 ) 或 正 十 二 
面体 (表面 为 十 二 个 正 五 边 形 的 凸 体 ) 对 称 轴 系 的 60 个 旋转 所 组 成 的 群 , 计 有 6 
个 五 阶 轴 10 个 三 阶 轴 和 15 个 两 阶 轴 . 7, 群 是 加 入 对 称 中 心 后 得 到 的 ,7, = Y@ 
Ci, 它 是 以 上 正 多 面体 的 所 有 对 称 变换 组 成 的 群 . 

以 上 列举 了 元 数 为 有 限 的 所 有 类 型 的 点 群 . 此 外 尚 需 考虑 元 数 为 无 限 的 连 
续 点 群 . 它 将 在 $ 98 中 讨论 . 


$94 群 的 表示 


我 们 来 考虑 任 一 对 称 群 , 设 内 为 所 考虑 物理 系统 位 形 空间 中 的 某 个 坐标 单 
值 函数 在 对 应 于 群 元 6 的 坐标 变换 下 ,这 个 函数 变 成 另 一 个 函数 . 考虑 到 该 群 
中 的 g 个 变换 (8 是 该 群 的 阶 ) ,一 般 讲 来 可 从 几 出 发 得 到 & 个 不 同 的 函数 . 对 
于 某 种 几 讲 来 ,其 中 的 某 些 函 数 可 能 是 线性 相关 的 . 结果 可 以 得 到 /个 (/<g) 线 
性 独立 的 函数 败 ,加 ,…,4r, 它 们 在 该 群 所 属 的 各 种 变换 下 变 为 它们 之 间 的 线 
性 组 合 . 换 句 话说 , G 变换 的 结果 使 每 个 y; 函 数 (i=1,2,…,/) 变 成 下 列 线性 


组 合 : 


过 
Gui 
式 中 的 Gu 是 一 些 依赖 于 变换 6 的 常数 . 这 些 常数 的 集合 组 成 变换 矩阵 吕 . 


外 ”由 于 ;函数 都 是 单 值 的 ,该 群 中 的 每 个 元 和 一 个 特定 的 变换 矩阵 相对 应 . 
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根据 上 述 关系 ,我 们 最 好 把 群 元 6 看 成 是 作用 在 函数 y, 上 的 算 符 ,从 而 可 
写作 : 
CW,= 5 Gab (94.1) 
函数 组 .总 可 以 选 成 是 正 交 归 一 化 的 函数 组 . 此 时 变换 矩阵 的 概念 就 和 $ 11 中 
所 定义 的 算 符 和 矩阵 概念 相 一 致 , 它 的 矩阵 元 为 : 


Ga= cwidy. (94.2) 


两 个 群 元 6 和 有 的 乘积 ,对 应 于 矩阵 G 和 矩阵 有 用 通常 的 矩阵 乘法 法 则 
(11.12) 相 乘 后 所 得 的 矩阵 : 
(GH), = 这 Cal, (94.3) 


与 所 有 的 群 元 分 别 对 应 的 各 矩阵 的 集合 , 称 为 该 群 的 一 个 表示 . 定义 这 些 矩 
阵 时 所 用 的 函数 yi ,…,W 称 为 这 个 表示 的 基 函 数 . 这 些 函 数 的 总 数 / 称 为 该 表 
示 的 维 数 . 


我 们 来 考虑 积分 yi wudg. 由 于 积分 延 及 整个 空间 ,积分 值 对 坐标 系 的 任 
意 旋 转 或 反射 显然 保持 不 变 ,这 就 是 说 ,对 称 变换 不 会 破坏 基 函 数 的 正 交 归 一 化 
性 质 ,从 而 G 都 是 么 正 算 符 D( 见 $12) ;因此 ,在 以 正 交 归 一 化 函数 组 为 基 的 一 
个 表示 中 ,代表 群 元 的 矩阵 也 都 是 么 正 矩阵 . 
假定 对 函数 组 少 ,… ,施行 下 列 线性 么 正 变换 : 
y= Sy,, (94.4) 
所 得 的 新 函数 组 巍 ,… ,w; 仍 然 是 正 交 归 一 化 的 (参考 §12)@. 如 果 现 在 取 函 数 
组 '; 为 表示 的 基 函 数组 ,我 们 得 到 一 个 维 数 相同 的 新 表示 . 这 种 通过 基 函 数组 
的 相互 线性 变换 而 得 到 的 表示 , 称 为 等 价 表示 . 这 些 相 互 等 价 的 表示 显然 没有 本 
质 的 区 别 . 
等 价 表示 的 矩阵 可 以 简单 地 相互 表达 . 根据 (12. 7) 式 , 算 符 6 在 新 表示 中 
的 矩阵 ,等 于 下 列 算 符 在 旧 表示 中 的 矩阵 : 
6 =§7168. (94.5) 
代表 群 元 6 的 矩阵 中 ,对 角 元 之 和 ( 即 阵 迹 ) 称 为 群 元 的 特征 标 ,我 们 把 它 
记 作 x(6). 一 个 极为 重要 的 结论 是 ,等 价 表 示 的 矩阵 具有 相同 的 特征 标 ( 见 
(12.11) 式 ). 这 就 显示 了 利用 特征 标 描述 群 表示 的 特殊 重要 性 : 它 可 以 立即 区 


四 ”这 个 论断 中 重要 的 是 ,积分 值 或 者 为 零 (iz#k 时 ) 或 者 肯定 不 为 零 (i= 上 时 ) ,因为 被 积 函数 
1wi『 是 正 的 . 
回 按 (12.12) 式 ,变换 的 么 正 性 使 得 基 酉 数组 的 模 量 平方 之 和 在 变换 中 保持 不 变 . 
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别 等 价 的 表示 和 根本 不 同 的 表示 . 以 后 我 们 只 把 不 等 价 的 表示 称 为 不 同 的 表示 . 
如 果 我 们 把 (94.5) 中 的 5 看 作 一 个 群 元 , 它 联系 着 共 柜 元 C 和 6 , 即 可 得 
出 这 样 的 结论 ,在 群 的 任 一 给 定 表示 中 ,属于 同一 类 的 群 元 具有 相同 的 特征 标 . 
恒 等 变 换 对 应 于 群 的 单位 元 E. 单位 元 的 矩阵 在 所 有 的 表示 中 都 是 对 角 的 ， 
且 对 角 元 都 等 于 1. 因此 特征 标 x(E) 正 好 等 于 该 表示 的 维 数 : 
xX(E) = 天 (94.6) 
我 们 来 考虑 某 一 了 维 的 表示 . 有 可 能 发 生 这 样 的 情形 ,经 过 (94. 4) 式 的 适当 
线性 组 合 以 后 , 它 的 基 范 数 可 以 分 成 车 干 组 ,每 组 分 别 具 有 _,f，,… 个 函数 (f+ 
户 +… =/) , 当 群 中 的 任 一 元 作用 在 这 些 函 数 上 时 ,各 组 的 函数 只 能 变 成 本 组 的 
各 函数 的 线性 组 合 而 不 能 变 成 其 它 组 的 函数 . 在 这 样 的 情形 下 ,所 考虑 的 表示 称 
为 可 约 表示 . 
另 一 方面 ,如 果 一 组 基 范 数 不 管 进行 怎样 的 线性 组 合 ,在 群 元 的 作用 下 它 的 
总 数 不 能 分 解 或 减少 ,由 这 组 函数 所 给 出 的 表示 就 称 为 不 可 约 表示 . 任 一 可 约 表 
示 都 能 分 解 成 为 若干 个 不 可 约 表示 . 这 就 是 说 ,经 过 适当 的 线性 组 合 以 后 , 它 的 
基 函 数 可 以 分 解 成 为 若干 个 组 ,每 一 组 函数 在 群 元 的 作用 下 按 某 一 不 可 约 表示 
变换 . 其 中 若干 个 不 同 的 组 也 有 可 能 按 同 一 不 可 约 表示 变换 . 在 这 种 情况 下 ,我 
们 就 说 可 约 表示 中 含有 这 种 不 可 约 表示 若干 次 . 
不 可 约 表示 是 群 的 重要 特征 , 它 在 群 论 的 所 有 量子 力学 应 用 中 都 占有 主要 
地 位 . 下 面 给 出 不 可 约 表示 的 若干 基本 性 质 @. 
可 以 证 明 , 一 个 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 的 数目 等 于 该 群 的 类 数 7. 我 们 用 不 
同 的 号 码 来 区 别 各 种 不 可 约 表示 的 特征 标 . 群 元 素 6 在 这 些 表示 中 的 特征 标 分 
别 记 作 x (6) X (6C) ,WCG). 
不 可 约 表示 的 矩阵 元 满足 一 系列 正 交 关系 . 首先 ,对 于 两 个 不 等 价 的 不 可 约 
表示 ,下 列 关系 式 成 立 : 
> Cem =0, (94.7) 


式 中 的 az#p 区 别 两 个 不 可 约 表示 ，》 ”代表 对 该 群 的 所 有 元 求 和 . 对 于 同一 个 
不 可 约 表示 ,下 式 成 立 : 


2 m6 = fs. (94.8) 
也 就 是 说 ,只 有 和 矩阵 元 的 模 量 平方 和 才 不 等 于 零 : 
(ola 
Zs 


人 @ 这 些 性 质 的 证 明 可 以 在 任何 一 本 群 论 教科 书 中 找到 . 
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(94.7) 和 (94.8) 式 可 以 合并 写成 下 列 形式 : 


FS cc = 56 (94.9) 
5 


特别 是 ,从 上 式 出 发 可 求 出 不 可 约 表示 特征 标的 一 个 重要 的 正 交 关 系 . 
(94.9) 式 两 边 对 i= 上 ,1=m 的 各 个 值 求 和 后 可 得 
BORO)" Su (94.10) 
四 
a=B 时 有 
之 lx™ (OF =& 
这 就 是 说 ,一 个 不 可 约 表示 的 特征 标的 模 量 平方 和 等 于 该 群 的 阶 数 . 要 注意 的 
是 ,上 式 可 以 作为 一 个 判 据 ,用 来 判断 一 个 表示 是 不 是 不 可 约 表示 . 对 于 一 个 可 
约 表示 ,上 式 右边 的 和 总 是 大 于 g( 例如 等 于 ng,n 是 该 可 约 表示 中 所 含 的 不 可 
约 表示 数 ) . 
由 (94. 10) 式 还 可 得 出 ,两 个 不 可 约 表示 具有 相同 的 特征 标 不 但 是 这 两 个 
表示 为 等 价 的 必要 条 件 而 且 也 是 充分 条 件 . 
由 于 同类 元 的 特征 标 相同 ,(94. 10) 的 求 和 中 实际 上 只 有 个 独立 项 ,该 式 
可 写成 下 列 形式 
2 ga™ (CCC) =88%; (94.11) 
式 中 是 对 该 群 的 "个 类 (用 巡 标 C 表示 ) 求 和 ,gc 是 C 类 中 元 的 个 数 . 
因 不 可 约 表示 的 个 数 等 于 类 数 ,个 量 f.。 = V&cZ&BK'" (C) 可 以 组 成 一 个 方 
和 矩阵. 
根据 对 第 一 个 下 标的 正 交 式 


> ficfic =6, 
可 以 自动 得 出 对 第 二 个 下 标的 正 交 式 
之 Acje =icc- 
因此 除了 (94.11) 式 以 外 ,还 有 
(9 (Cul® 
D2 (CC® 5 (94.12) 


任 一 个 群 的 各 种 不 可 约 表示 中 ,总 是 存在 一 个 平凡 的 不 可 约 表示 , 它 只 有 一 
个 基 函 数 , 这 个 函数 在 群 的 所 有 变换 下 保持 不 变 . 这 个 一 维 表示 称 为 单位 表示 ， 
该 表示 中 的 所 有 特征 标 都 等 于 1. 如 果 正 交 关 系 (94. 10) 或 (94. 11) 中 有 一 个 是 
单位 表示 , 则 对 另 一 个 表示 有 

0 (94.13) 
四 四 
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这 就 是 说 ,对 于 每 一 个 不 可 约 表示 ,所 有 群 元 的 特征 标 之 和 等 于 零 . 

根据 (94. 10) 式 ,我们 很 容易 把 任 一 可 约 表示 分 解 成 不 可 约 表示 ,只 要 这 些 
表示 的 特征 标 是 已 知 的 , 设 X( C) 为 某 个 / 维 可 约 表示 的 特征 标 ,并 令 整数 of， 
a ,… ,a 分 别 代表 该 表示 中 所 含 的 各 个 不 可 约 表示 的 次 数 , 因 而 有 


S$ (94.14) 
式 中 刀 是 不 可 约 表 示 的 维 数 . 特征 标 X() 则 可 写成 
X(C) = aa (6). (94.15) 
上 式 乘 以 Xx" (6) 并 对 所 有 的 G 求 和 ,根据 (94. 10) 式 得 
aa 中 = 二 E xO" 0). (94.16) 


我 们 来 考虑 一 个 f=& 维 的 表示 , 它 由 & 个 函数 6y 给 出 ,y 是 坐标 的 一 般 函 


数 (因而 由 w 所 得 的 g 个 函数 Gy 彼此 线性 独立 ) ,这 样 的 表示 称 为 正规 表示 . 很 
明显 在 这 个 表示 中 ,除了 单位 元 所 对 应 的 矩阵 外 没有 一 个 矩阵 含有 不 等 于 零 的 
对 角 和 矩阵 元 . 因而 有 6 关 已 时 x(G) =0 以 及 x(E) =g. 把 这 个 表示 分 解 成 为 不 可 
约 表示 ,根据 (94. 16) 式 ,整数 a" 的 数值 为 a = (1/g)gf” = . 也 就 是 说 ， 
每 个 不 可 约 表示 在 正规 表示 中 所 含 的 次 数 等 于 它 的 维 数 . 把 of”"” =/” 代入 
(94. 14) 式 即 得 下 列 关 系 式 : 
+p++f =g, (94.17) 

即 一 个 群 的 所 有 不 可 约 表示 的 维 数 平方 之 和 等 于 该 群 的 阶 数 @. 由 此 可 见 , 对 于 
一 个 阿 贝尔 群 ( 此 时 r=g) ,所 有 的 不 可 约 表 示 都 是 一 维 的 (f, =f; =… =/f, =1). 

我 们 还 可 以 不 加 证 明 地 指出 ,不 可 约 表示 的 维 数 可 以 除 尽 该 群 的 阶 数 g. 

实际 上 ,我 们 可 以 通过 下 式 把 一 个 正规 表示 分 解 成 不 可 约 部 分 : 


wy (ae 去 
y! > GH Gy. (94.18) 
很 易 验证 ,上 式 中 具有 给 定 卡 值 的 函数 组 y!" (i=1,2,…,/,) 按 下 式 变换 : 
Gy = Foiy®, 


也 就 是 说 ,它们 是 第 a 个 不 可 约 表示 的 革 ， 给 予 各 种 不 同 的 上 值 ,我 们 可 以 对 每 
一 个 不 可 约 表示 得 到 太 套 不 同 的 基 函 数 必 ”, 这 和 正规 表示 中 每 个 不 可 约 表示 
出 现 太 次 的 事实 相 一 致 . 


人 @ 可 以 提 及 的 是 ,对 点 群 讲 来 , 当 r 和 g 给 定 后 ,实际 上 只 能 有 一 组 整数 值 /,…,/, 可 以 满足 
(94. 17) 式 . 
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任 一 函数 少 可 以 表 成 按 群 的 各 个 不 可 约 表示 变换 的 各 个 函数 之 和 . 这 个 问 
题 可 通过 下 式 解决 : 


WS = 了 eo 6 (94.19) 
为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 把 第 二 式 代入 第 一 式 并 对 i 求 和 ,得 到 
w= Df" (6) 6. (94.20) 


由 于 维 数 .等 于 群 的 单位 元 的 特征 标 X'”(E) ,我 们 可 用 正 交 关系 (94. 12 ) 证 
明 ,(94.20) 的 求 和 中 仅 当 6 是 单位 元 时 才 不 等 于 零 (而 等 于 g). 因此 (94. 20) 
式 的 右边 恒 等 于 少 
我 们 来 考虑 两 组 不 同 的 函数 由 ”,…, 尿 和 如 ，…, 业 /9 ,它们 构成 一 个 群 
的 两 个 不 可 约 表 示 . 作 乘 积 y;" wi” ,我 们 可 得 /个 新 函数 ,它们 可 以 作为 /.f 
维 的 一 个 新 表示 的 基 . 这 个 新 表示 称 为 前 两 个 表示 的 直 积 或 克 罗 内 克 ( Kroneck- 
er) 积 ,只 有 /或 等 于 1 时 它 才 是 不 可 约 的 . 容易 证 明 , 直 积 的 特征 标 等 于 构成 
它 的 那 两 个 表示 的 特征 标的 乘积 . 实际 上 ,如 果 
Cy!" = 2 om = es 
则 有 
Oy y= 5 Po yD. 
对 特征 标 而 言 ,我 们 把 它 记 作 (x' ”xx'2 )(C) ,可 得 
(x xx)(C) = 六 GCC 中 = >, 2 G0, 
即 
(x™ XXX 人)(C) =x'" (Gx'® (6). (94.21) 
相 乘 的 这 两 个 不 可 约 表示 在 特殊 情况 下 也 可 以 是 相同 的 ,此 时 有 两 组 不 同 
的 函数 几 ,办 和 gp,，,…,p/ 给 出 同一 个 不 可 约 表 示 , 而 这 个 表示 与 自身 的 直 积 
是 由 个 函数 ,ps 给 出 的 ,并 且 具 有 以 下 的 特征 标 : 
(x xxX)(6) =[XCG)] 
这 个 可 约 表 示 可 以 立即 分 解 成 两 个 维 数 较 小 的 表示 (这 两 个 表示 一 般 讲 来 仍 是 


可 约 的 ) :一 个 表示 是 由 地 /(/+1) 个 wp, + 兴 ,p 丁 数 给 出 的 ; 另 一 个 表示 是 由 


了 /DD 个 Wips -pi 丁 数 (i 有 给 出 的 . 显然 ,这 两 组 函数 中 的 每 一 组 只 能 


变换 成 本 组 各 函数 的 线性 组 合 . 前 一 个 表示 称 为 不 可 约 表示 自身 的 对 称 乘积 , 它 
的 特征 标记 作 [x*] (G6); 后 一 个 表示 称 为 反对 称 乘积 , 它 的 特征 标记 作 
jx 1(6). 为 了 求 出 对 称 乘积 的 特征 标 ,我 们 写 出 
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CYipr + 加 Pi) = 过 GiGni( Wipn + yng) = 


= (GGe + CG) (Wipe + Wop), 


fs 


因此 特征 标 为 
De](9) = 3 (Gu + Cu6o)， 
但 是 > Gi =XY(G)，》 GuGu =X(62) ,因此 最 后 得 到 下 列表 式 


De](G) = 地 {Ix( OY +rx(G) }. (94.22) 


根据 上 式 我 们 就 可 从 群 表 示 的 特征 标 出 发 算出 它 的 对 称 乘 积 的 特征 标 . 应 用 完 
全 相同 的 方法 ,还 可 求 出 反对 称 乘 积 的 特征 标 了 了: 


WW) = 去 {KCG)]2 -x(6)}. (94.23) 


如 果 函 数组 yw, 和 9 相同, 显然 只 能 求 得 它们 的 对 称 乘积 , 它 由 好 和 ;ix 的 
乘积 yw 给 出 . 实际 应 用 中 还 可 能 碰 到 更 高 次 的 对 称 乘积 ,它们 的 特征 标 可 以 
用 类 似 的 方法 求 出 . 

直 积 的 一 个 重要 特性 如 下 . 当 我 们 把 两 个 不 同 的 不 可 约 表示 的 直 积分 解 成 
不 可 约 成 分 时 , 仅 当 相 乘 的 这 两 个 表示 是 彼此 复 共 思 的 ,它们 的 直 积 中 才 会 含有 
单位 表示 (而 且 只 含 一 次 ). 对 于 实 表示 , 仅 当 不 可 约 表示 和 它 自身 相 乘 时 , 直 积 
中 (当然 是 在 它 的 对 称 乘积 中 ) 才 会 含有 单位 表示 . 为 了 判明 (94. 21 ) 的 表示 中 
是 否 含有 单位 表示 ,我 们 只 和 需 根据 (94. 16) 式 ,把 它 的 特征 标 对 G 求 和 并 除 以 群 
的 阶 数 g, 然 后 按 正 交 关 系 (94. 10) 立 刻 获得 结论 . 

最 后 ,我 们 来 讲 一 下 关于 两 个 群 的 直 积 群 的 不 可 约 表示 问题 (不 要 和 同一 
个 群 的 两 个 表示 的 直 积 混淆 起 来 ). 如 果 函 数组 yw" 给 出 了 群 4 的 一 个 不 可 约 
表示 ,函数 组 yi” 给 出 了 群 B 的 一 个 不 可 约 表示 ,那么 它们 的 乘积 yw!" 就 是 
群 AxB 的 一 个 /fs 维 表示 的 基 , 而 且 这 个 表示 是 不 可 约 的 . 这 个 表示 的 特征 标 
可 以 用 原来 两 个 表示 的 特征 标 相 乘 而 得 [参考 (94. 21) 式 的 推导 ]. 群 4@B 中 
的 元 素 C=4B 所 对 应 的 特征 标 为 

xX(C) =x'" (A (B). (94.24) 
按 此 方式 把 群 4 和 B 的 所 有 不 可 约 表示 互 乘 , 即 得 群 4@B 的 所 有 不 可 约 表示 . 


$95 点 群 的 不 可 约 表示 
现在 来 具体 确定 各 种 点 群 的 各 个 不 可 约 表示 . 绝 大 多 数 的 分 子 只 有 二 ,三 ， 


外 值得 指出 的 是 ,对 于 两 维 表示 ,特征 标 |x*1(6) 等 于 线性 变换 6 的 行列 式 ,这 很 易 通过 直接 计算 
证 明 . 
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四 和 六 阶 的 对 称 轴 , 由 于 我 们 不 考虑 二 十 面体 群 了,Y, ;下 面 只 考虑 n=1,2,3， 
4,6 的 群 C,,Cw,C。,D,,D 和 m=1,2,3 的 群 5,,,D,. 

表 7 给 出 了 这 些 群 的 各 个 不 可 约 表示 的 特征 标 . 同 构 的 群 具有 相同 的 表示 ， 
我 们 已 经 把 它们 放 在 一 起 . 表 的 上 端 群 元 符号 前 的 数字 ,表明 该 元 所 属 类 中 具有 
的 元 数 ( 见 $ 93). 表 的 左边 各 列 给 出 了 各 个 表示 的 习 用 名 称 . 一 维 表示 记 作 4 
或 8, 二 维 表示 记 作 已 ,三 维 表示 记 作 F. 不 要 把 二 维 不 可 约 表示 的 记号 和 群 
的 单位 元 混淆 起 来 @.4 表示 的 基 函 数 对 ” 阶 主轴 的 旋转 是 对 称 的 ,B 表示 的 基 
函数 对 以 上 的 旋转 则 是 反对 称 的 ,对 反射 ,具有 不 同 对 称 性 的 基 函 数 ,它们 的 
表示 用 撤 号 来 区 别 (一 撤 或 两 撤 ) ,而 下 标 g 和 表明 了 对 反 演 的 对 称 性 . 除了 
群 表 示 的 名 称 以 外 ,还 有 *,y,z 等 字母 ,这 些 字母 表明 了 这 些 坐 标 分 量 本 身 是 按 
哪 一 个 表示 变换 的 . 所 选 的 = 轴 总 是 沿 着 主 对 称 轴 . 字母 a 和 w 分 别 代表 


3 6 4 


ee=e w=e 和 
ster=-1l, w -w=-l1. 

最 简单 的 问题 是 求 循环 群 (C, ,5, ) 的 不 可 约 表示 . 一 个 循环 群 和 任 一 阿 由 
尔 群 一 样 ,只 有 一 维 不 可 约 表示 . 设 6 为 该 群 的 一 个 生成 元 ( 即 这 个 元 的 逐次 乘 
和 宕 给 出 该 群 的 所 有 元 ). 由 于 6 =E(g 是 该 群 的 阶 ) ,于 是 很 明显 , 当 把 算 符 6 作 
用 在 基 函 数 少 上 时 ,这 个 函数 只 是 乘 以 因子 JI , 即 @ 

Gy =erwey (k=1,2,..,8). 

Cu( 以 及 和 它 同 构 的 C,,,D, ) 是 阿 贝尔 群 ,因此 它 的 所 有 不 可 约 表示 也 都 
是 一 维 的 ,而 且 特征 标 只 能 等 于 +1( 因 为 每 个 元 的 平方 都 等 于 E). 

其 次 考虑 群 C，,. 它 和 和 群 C, 相 比 增加 了 对 竖 直 面 的 反射 o, (都 属于 同一 
类 ). 对 于 绕 轴 旋 转 保持 不 变 的 一 个 函数 ( 群 C, 的 4 表示 的 基 函 数 ) 对 于 o, 反 射 
讲 来 可 以 是 对 称 的 ,也 可 以 是 反对 称 的 . 在 旋转 C;, 作 用 下 被 乘 以 s 和 a* 的 那 两 
个 函数 ( C; 群 复 共 e 表 示 已 中 的 两 个 基 函 数 ) 在 反射 时 相互 变换 @: 根据 以 上 这 
些 考虑 可 知 ,Cx 群 (以 及 和 它 同 构 的 D, 群 ) 具 有 两 个 一 维 不 可 约 表 示 和 一 个 二 
维 不 可 约 表示 ,它们 的 特征 标 如 表 7 所 示 . 这 个 群 是 6 阶 的 ,根据 12 +1? +2? =6 
可 知 , 我 们 已 经 找 出 了 它 的 所 有 不 可 约 表示 . 

根据 同样 的 考虑 ,可 以 给 出 同类 型 其 它 群 (C。, ,C, ) 的 不 可 约 表示 的 特征 标 . 

群 7 了 是 由 D,=V 和 群 加 进 四 个 三 阶 斜 轴 后 得 到 的 . 对 Vy 群 的 变换 保持 不 变 的 
一 个 函数 (4 表示 的 基 函 数 ) ,对 旋转 C, 讲 来 可 以 乘 以 1,s 或 a*.V 群 的 三 个 一 


外 为 什么 把 两 个 复 共 轮 的 一 维 表示 写成 一 个 二 维 表示 的 样子 ,其 原因 将 在 $ 96 中 解释 . 
回 例如 ,对 点 群 C, ,函数 可 取 由 =e ,k=1,2,…,n,p 是 绕 某 一 固定 轴 的 转角 . 
加 ”例如 我 们 可 把 这 两 个 函数 取 成 =e” ,ya =e ,对 竖 直 面 反射 时 w 变 号 . 
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表 7 点 群 不 可 约 表示 的 特征 标 
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SS E 
D, E 
E 
A 4 A 1 1 1 1 1 
4 A 4 1 1 1 -1 -1 
及 B, B, 1 1 -1 1 -1 
B, 已 Biz 1 1 -1 -1 1 
E;x,y Esx,y Esx,y BB 地 0 0 0 
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续 表 
D, E 站 
we E -1 30, 
D, E 入 入 凤 | 条 
4 A 4 1 1 1 1 1 1 
有 和 4 A i 1 1 1 -1 -1 
B, 已 4" 1 -1 1 -1 1 -1 
B, 及 3 1 -1 1 -1 -1 1 
E, E'sx,y 2 2 -1 < 
Biss,y Esx,y 本 2 -2 -1 1 0 
多 Fa 
A 1 多 
六 { 1 0 
1 Ke 
Fx ye 纪 站 痢 通 














维 表 示 B, ,B;,B, 的 基 函 数 , 在 C, 旋 转 下 进行 相互 变换 (例如 可 取 坐标 分 量 x,y,z 
本 身 作为 这 三 个 基 函 数 , 即 可 看 出 这 一 点 ). 因此 得 到 三 个 一 维 不 可 约 表示 和 一 
个 三 维 不 可 约 表示 (1 +1+1 +3” =12). 
最 后 考虑 同 构 群 0 和 7,. 7, 群 是 由 了 和 群 加 进 0 反射 后 得 到 的 ,每 个 反射 
面 通过 两 个 三 阶 轴 . 7 群 的 单位 表示 4 的 基 函 数 对 os 反射 讲 来 可 以 对 称 或 反 
对 称 (它们 都 属于 一 类 ) ,它们 给 出 了 7, 群 的 两 个 一 维 表示 . 在 三 阶 轴 旋转 下 
被 乘 以 或 a* 的 那 两 个 函数 (了 T 群 复 共 罗 表 示 E 的 基 机 数 ) ,对 通过 该 转轴 的 
平面 进行 反射 后 相互 变换 ,因而 得 到 一 个 二 维 表示 。 最 后 ,对 于 7 了 群 的 F 表 
示 的 三 个 基 函 数 ,其 中 的 一 个 函数 经 反射 后 仍 变 为 自己 (或 者 保持 不 变 或 者 
变 一 符号 ) , 另 两 个 函数 则 相互 变换 . 因此 共有 两 个 一 维 表示 ,一 个 二 维 表示 和 
两 个 三 维 表示 @. 
至 于 其 它 我 们 感 兴趣 的 点 群 ,它们 是 上 述 几 种 群 和 C,( 或 C,) 群 的 直 积 ,可 
以 根据 已 给 群 直接 算出 它们 的 各 种 表示 . 它们 是 
cu =C,®C,, D, =D,®C,, Dy =D,®C., 0.=0Q@C 
C=C.®C,, Ds, =D,®C.,D, =DOC.,, 
Cu =C.®C,, $s =C,®C,, T, =TOC.. 


四 二 十 面体 群 中 具有 高 维 (4 和 5 维 ) 不 可 约 表示 - 
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对 于 其 中 的 每 个 直 积 ,它们 的 不 可 约 表 示 数 要 比 原 群 的 多 一 倍 ,而 且 一 半 对 
反 演 对 称 ( 用 下 标 g 标志) , 另 一 半 对 反 演 反 对 称 (用 下 标 w 标志 ). 不 可 约 表示 
的 特征 标 可 以 从 原 群 的 特征 标 乘 以 +1 后 得 到 (根据 (94.24) 式 的 规则 ). 以 D,。 
群 为 例 , 可 得 下 列 不 可 约 表示 : 


Ds E 2C, 3U, x 25, 30, 











$96 不 可 约 表示 和 谐 项 的 分 类 


群 论 的 量子 力学 应 用 所 根据 的 事实 是 ,一 个 物理 系统 (一 个 原子 或 分 子 ) 的 
薛 定 坦 方程 对 该 系统 的 对 称 变换 保持 不 变 @. 由 此 可 以 立刻 知道 ,把 群 元 作用 于 
满足 薛 定 刘 方 程 的 某 一 本 征 函 数 (属于 某 一 能 量 本 征 值 ) 上 ,所 得 的 结果 仍 为 同 
一 方程 的 属于 同一 能 量 本 征 值 之 解 . 换 句 话说 ,属于 同一 能 级 的 一 组 定 态 波 函数 
在 对 称 变换 下 彼此 相互 变换 ,也 就 是 说 这 组 波 函 数 能 够 给 出 对 称 群 的 某 个 表示 . 
一 个 重要 事实 是 ,这 样 的 表示 是 不 可 约 的 . 事实 上 ,对 称 变换 下 进行 相互 变换 的 
一 组 函数 必然 是 属于 同一 能 级 ,对 称 变换 下 并 不 相互 变换 的 几 组 函数 属于 同一 
能 级 的 情形 (可 约 表示 的 基 范 数组 就 可 以 分 解 成 为 以 上 的 几 组 函数 ) ,是 一 个 极 
为 偶然 的 例外 四. 

因此 ,系统 的 每 一 个 能 级 对 应 于 该 系统 对 称 群 的 某 一 个 不 可 约 表示 ,这 个 表 
示 的 维 数 确定 了 该 能 级 的 简 并 度 , 也 就 是 确定 了 具有 该 能 量 的 不 同 态 数 , 知 道 了 
不 可 约 表示 后 就 可 以 确定 这 些 态 的 一 切 对 称 性 质 ,也 就 是 确定 了 这 些 态 在 各 种 
对 称 变换 下 所 能 具有 的 行为 . 

维 数 大 于 1 的 不 可 约 表示 只 能 在 含有 非 对 易 元 的 群 中 找到 , 因 阿 贝尔 群 的 
不 可 约 表示 只 能 是 一 维 的 . 值得 回忆 的 是 ,我 们 在 未 讲 群 论 之 前 早已 提 到 过 , 简 
并 的 出 现 是 和 非 对 易 算 符 (但 它们 都 和 哈密 顿 量 对 易 ) 的 存在 有 关 ( § 10). 

对 以 上 的 说 法 需要 补充 一 点 . 我 们 早已 指出 过 ( $ 18) ,量子 力学 中 的 时 间 


名” 维 格 纳 (E.P. Wigner) 首 先 把 群 论 方法 应 用 于 量子 力学 (1926). 
加 如果 它们 没有 特殊 的 原因 ,这 里 ,我 们 想到 了 “偶然 " 简 并 , 它 是 由 于 系统 的 哈密 顿 量具 有 本 章 所 
述 的 纯 几 何 学 对 称 性 以 外 的 更 高 对 称 性 而 引起 的 ( 见 $36 未 ). 
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变 号 对 称 性 (没有 磁场 时 成 立 ) 使 得 相互 复 共 罗 的 波 函数 属于 同一 能 量 本 征 值 . 
由 于 这 一 点 ,如 果 有 两 组 相互 复 共 恩 的 函数 给 出 了 同一 个 群 的 两 个 不 同 (不 等 
价 ) 的 不 可 约 表示 ,那么 应 该 把 这 两 个 复 共 思 表 示 看 成 是 维 数 大 了 一 售 的 一 个 
“物理 上 不 可 约 的 "表示 . 这 就 是 以 后 我 们 要 假定 的 . 上 节 中 我 们 就 有 复 共 罗 表 
示 的 例子 . 例如 Cs 群 只 有 一 维 表示 ,但 是 其 中 有 两 个 是 复 共 示 的 ,从 物理 上 讲 它 
们 对 应 于 一 个 双重 简 并 能 级 ( 当 有 磁场 存在 时 ,就 没有 时 间 变 号 对 称 性 ,这 两 个 
复 共 固 表 示 也 就 对 应 于 不 同 的 能 级 )D. 

现在 假定 所 给 的 物理 系统 受到 某 一 微 扰 ( 该 系统 放 进 本 身 具 有 一 定 对 称 性 
的 外 场 中 ). 产生 的 问题 是 ,这 个 微 扰 能 够 在 多 大 程度 上 分 裂 原 来 的 简 并 能 级 @, 
如 果 外 场 的 对 称 性 等 于 或 者 高 于 @ 未 微 扰 系统 的 对 称 性 ,那么 受 微 扰 哈 密 顿 量 
户 = 房 + 闻 的 对 称 性 就 和 未 微 扰 算 符 遍 的 对 称 性 相同 . 在 这 样 的 情况 下 , 简 并 能 
级 显然 不 会 产生 分 裂 . 如 果 微 扰 的 对 称 性 低 于 未 微 扰 系 统 的 对 称 性 , 则 哈密 顿 量 
入 的 对 称 性 就 和 微 扰 六 的 对 称 性 相同 . 原来 的 一 组 波 函 数 ,给 出 了 算 符 所 的 对 
称 群 的 某 个 不 可 约 表示 ,也 得 给 出 受 微 扰 算 符 及 的 对 称 群 的 一 个 表示 ,但 是 这 
个 表示 将 是 可 约 的 ,这 就 意味 着 简 并 能 级 的 分 裂 . 现在 来 举例 说 明 , 如 何 用 群 论 
的 数学 工具 解决 能 级 分 裂 的 具体 问题 . 

设 未 微 扰 系统 具有 对 称 性 7, ,我 们 来 研究 一 个 三 重 简 并 能 级 ,这 个 能 级 对 
应 于 该 群 的 不 可 约 表示 F, ,这 个 表示 的 特征 标 为 

E 455 6 60, 65, 
3 0 =1 1 31 

现在 假定 该 系统 受到 对 称 性 为 C;. 的 微 扰 ( 它 的 三 阶 轴 和 7, 群 的 一 个 三 阶 轴 重 
合 ). 这 个 简 并 能 级 的 三 个 波 函 数 给 出 了 C,, 群 ( 它 是 7, 群 的 一 个 子 群 ) 的 一 个 
表示 ,并 且 这 个 表示 的 特征 标 就 等 于 T, 群 的 原来 表示 中 同样 元 所 具有 的 特征 
标 , 亦 即 








多 0 和 
但 是 这 个 表示 是 可 约 的 . 知道 了 C:. 群 的 不 可 约 表示 的 特征 标 后 ,根据 一 般 规则 


加 ”严格 讲 来 , 实 的 特征 标 ( 即 复 花 表示 为 等 价 表示 时 ) 并 不 是 群 表示 的 基 函 数 能 选 成 实 函数 的 充 
分 条 件 .但 对 点 群 的 不 可 约 表示 而 言 却 是 充分 的 (并 不 是 对 “ 双 值 点 群 而 言 , 见 $99). 

回 ”例如 品格 中 d 帝 层 和 / 壳 层 的 离子 能 级 , 它 和 周围 原子 的 作用 很 弱 . 这 种 情形 下 的 微 扰 就 是 其 余 
原子 作用 在 该 离子 上 的 电场 (外 场 ). 

国 如 果 对 称 群 召 是 群 G 的 子 群 ,我 们 就 说 甩 的 对 称 性 较 低 而 G 的 对 称 性 较 高 . 如 果 算 符 中 一 项 具 
有 G 的 对 称 性 另 一 项 具有 妃 的 对 称 性 ,显然 两 项 之 和 具有 较 低 的 对 称 性 即 的 对 称 性 . 
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(94. 16) ,很 易 把 以 上 表示 分 解 成 不 可 约 表示 . 结果 发 现 它 可 以 分 解 成 C,, 群 的 
4 表示 和 表示 . 因此 三 重 简 并 能 级 F, 就 分 裂 成 为 一 个 无 简 并 能 级 4, 和 一 个 双 
重 简 并 能 级 E. 如 果 原 来 的 系统 受到 的 是 具有 对 称 性 C;,( 它 也 是 群 7, 的 一 个 子 
群 ) 的 微 扰 , 则 能 级 ,的 三 个 波 函 数 所 给 出 的 表示 就 具有 以 下 的 特征 标 

E C, 0 二 

条 -1 1 1 
把 这 个 表示 分 解 成 不 可 约 成 分 ,结果 发 现 它 含 有 表示 4, , B, ,B,. 因此 这 种 情形 
下 能 级 ,分 裂 成 三 个 无 简 并 的 能 级 . 


8$97 和 矩阵 元 的 选择 定 则 


群 论 不 但 能 给 出 任 一 对 称 物理 系统 的 能 级 分 类 ,而 且 还 能 给 出 一 个 简单 方 
法 ,用 来 求 出 该 系统 各 种 物理 量 矩阵 元 的 选择 定 则 . 

这 个 方法 是 以 下 面 的 普遍 定理 为 基础 的 . 设 y'” 为 对 称 群 的 一 个 不 可 约 表 
示 ( 非 单位 表示 ) 的 一 个 基 函 数 . 这 个 函数 对 整个 空间 积分 等 于 零 : 

Jaa =0. (97.1) 
上 式 的 证 明基 于 这 样 的 事实 ,一 个 延 及 整个 空间 的 积分 ,对 坐标 系 的 任意 变换 包 
括 任意 的 对 称 变换 在 内 都 是 不 变 的 . 因此 有 
Ju fwdg= { 3 oy dy, 

将 上 式 对 所 有 的 群 元 求 和 ,结果 式 左 的 积分 增加 了 & 倍 (g 是 该 群 的 阶 ) ,我 
们 有 : 





sfv"e= 3 fw" 3 Cag. 
但 是 对 任 一 不 可 约 表示 (不 是 单位 表示 ) 讲 米 ,我 们 有 恒等式 忆 Gl?”=0[ 此 式 
是 正 交 关系 (94.7) 中 一 个 不 可 约 表示 等 于 单位 表示 时 的 特例 ]. 于 是 定理 得 证 . 
如 果 少 是 属于 群 的 某 一 可 约 表示 的 一 个 基 画 数 , 则 积分 | ydg 将 等 于 零 , 除 


非 这 个 可 约 表示 中 含有 单位 表示 . 这 个 定理 是 前 一 定理 的 直接 推论 . 
物理 量 7 的 矩阵 元 由 下 列 积分 给 出 : 


(Btljlai) = wp dg, (97.2) 
式 中 的 指标 a 和 有 区 分 该 系统 的 不 同 能 级 ,下 标 i,k 是 属于 同一 简 并 能 级 的 各 


外 是 指 该 物理 系统 的 位 形 空间 . 
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个 波 函 数 D 的 编号 . 由 函数 组 w;” 和 wi” 给 出 的 该 系统 对 称 群 的 两 个 不 可 约 表 
示 ,我 们 分 别 记 作 六 ”和 D' ,与 量 /的 对 称 性 相对 应 的 群 的 表示 记 作 Dj, 这 个 
表示 取决 于 /的 张 量 特性 . 例如 , 当 / 为 真 标量 时 , 它 的 算 符 广 对 所 有 的 对 称 变换 
保持 不 变 , 则 D/ 为 单位 表示 . 如 果 / 为 怖 标量 而 群 中 只 含 对 称 轴 时 ,这 一 结论 仍 
成 立 . 但 当 群 中 还 含有 反射 时 ,D, 便 不 再 是 单位 表示 ,虽然 它 的 维 数 等 于 1. 如 果 
f 是 一 个 矢量 , 则 D, 是 由 三 个 矢量 分 量 进行 线性 变换 所 给 出 的 一 个 表示 ,这 个 表 
示 对 极 矢量 和 轴 矢 量 而 言 一 般 是 不 同 的 . 


乘积 ”fyw!" 给 出 一 个 直 积 表 示 D”@D,@D'". 仅 当 这 个 表示 包含 单位 
表示 时 ,也 就 是 直 积 D@D' 中 包含 六 时 ,矩阵 元 才 不 等 于 零 . 实用 上 ,更 为 方 
便 的 办 法 是 把 D'"@D, 分 解 为 不 可 约 成 分 , 它 可 立刻 给 出 跃迁 矩阵 元 (从 D" 型 
的 初 态 出 发 ) 不 等 于 零 的 所 有 各 种 DA 型 的 未 态 . 

在 标量 的 最 简单 情形 下 ,D, 为 单位 表示 ,由 此 可 以 立刻 知道 , 仅 当初 末 态 为 
同一 类 型 时 和 矩阵 元 才 不 等 于 零 : 两 个 不 同 的 不 可 约 表示 的 直 积 DP @D” 中 不 
含 单位 表示 ,可 是 一 个 不 可 约 表示 和 其 自身 的 直 积 中 总 是 含有 单位 表示 . 这 是 定 
理 的 最 普遍 说 法 , 它 的 特例 我 们 早已 碰 到 过 . 

对 能 量 为 对 角 的 矩阵 元 ,也 就 是 属于 同一 谱 项 的 各 个 态 之 间 的 跃迁 矩阵 元 
(不 是 属于 类 型 相同 但 谱 项 不 同 的 两 个 态 之 间 的 路 迁 和 矩阵 元 ) ,需要 作 特 殊 的 处 
理 . 这 种 情形 下 我 们 不 是 有 两 组 不 同 的 函数 而 是 只 有 一 组 函数 y!”,w!”,…. 我 
们 要 用 不 同 的 方法 求 出 它 的 选择 定 则 , 它 依赖 于 量 / 在 时 间 反 演 下 的 行为 . 

我 们 来 考虑 一 个 由 波 函 数 少 = cp!” 所 描述 的 态 . 此 态 中 /的 平均 值 由 下 
列 求 和 式 给 出 : 

f= > er clak|flai). 
在 复 共 示 波 函 数 w”= ci yw!” 所 描述 的 态 中 ,我 们 有 
f= Py cic (ak |flai) = » cic? (ailflak), 


如 果 / 对 时 间 反 演 不 变 ,这 两 个 态 不 但 属于 同一 能 级 而 且 还 有 相同 的 值 . 由 于 
系数 是 任意 的 ,这 意味 着 

(aklflai) = (ailflak), 
因此 ,为 了 求 出 选择 定 则 ,我 们 不 需 考虑 整个 直 积 D”@D'” ,而 只 需 考虑 它 的 


加” 当 我 们 采用 “物理 上 不 可 约 " 的 表示 时 ,由 于 基 函 数 总 可 取 成 实 函数 ,我 们 在 (97.2) 式 中 不 再 区 
分 波 函数 及 其 复 共 思 函数 . 
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对 称 部 分 [D"”] ,只 要 [ D“*”] 中 含有 忆 , 就 有 非 零 算 阵 元 @. 
但 当 / 在 时 间 反 演 下 变 号 时 ,从 少 变 到 少 " 必 随 之 有 下 的 变 号 . 从 而 用 同一 
方法 可 得 
(akl|flai) = - (ailflak), 
在 此 情形 下 ,选择 定 则 是 由 直 积 的 反对 称 部 分 { D“”} 确 定 的 . 
习 题 
1. 当 存 在 对 称 O 时 , 求 电 矩 丸和 磁 和 矩 扩 的 短 阵 元 选择 定 则 . 
解 : 群 0 不合 反 射 , 因 此 极 矢 d 和 轴 失 J 按 同 一 不 可 约 表示 FF 变换 . 和 群 
O 的 其 它 表示 的 直 积 可 分 解 为 : 
F,®A, =F,, F,@®A, =F,, FIOE =F, +F,, 
FOF, =4 +E+F, +F,, FOF, =A, +E+F, 十 到 ] 
因此 不 等 于 零 的 (能 量 ) 非 对 角 元 为 下 列 跃迁 : 
FerAhi, E, F,, Fs Ferh,, E, F,. 
群 O 的 不 可 约 表示 的 对 称 和 反对 称 乘积 为 
[4] =[43] =A,, [E*] =4 +E, [Fi] =[F3] =A,+E+F,, 
{BE}=4,, {Fi}={F2}=F,. | 
对 称 乘积 中 不 含 ,因此 矢量 d( 时 间 反 演 不 变 ) 没 有 (能 量 的 ) 对 角 元 . 磁 矩 在 
时 间 反 演 下 变 号 ,对 书 和 请 态 有 对 角 元 . 
2. 同 题 1, 但 为 对 称 Da. 
解 :D,, 群 中 矢量 d 和 jr 具有 不 同 的 变换 规律 : 
i ad 
Pspys~Es, pk.~ Ah, 
本 题 及 下 面 的 题 中 ,记号 ~ 代表 "* 按 某 个 表示 变换 ". 我 们 有 
E.®A, =E.QA =E,, E.QA, =E.@4,, =E,, 
EOE, =As + hs +E,, EOE, =A,, + hs, +E,. } 
因此 d,,d, 的 非 对 角 和 矩阵 元 中 ,不 等 于 零 的 有 跃迁 Eth ,hs ,EBA 4 
同 法 求 得 下 列 选择 定 则 
d,: et A mAs EmE,; 
Perpys: ErrAs,Ay Es Et*A,,,As,,E.s 
bs: hehe A mA,; EmE,; EE,.. 


(1) 


(2) 


(3) 


外 乘积 [ D*”] 中 总 是 含有 单位 表示 ,所 以 标量 的 对 角 元 (以 及 初 末 态 类 型 相同 的 非 对 角 元 ) 不 等 
于 零 . 
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D, 群 不 可 约 表示 的 对 称 和 反对 称 乘积 为 
[43] =[45.] =[42.] =[42.] =4e， 
| 
我 们 看 到 对 于 辽 的 分 量 ,不 存在 (能 量 的 ) 对 角 元 ;对 于 矢量 几 在 轧 或 已 型 简 并 
能 级 的 各 态 之 间 存 在 着 内, 的 对 角 元 . 
3. 当 存 在 对 称 O 时 , 求 电 四 极 矩 张 量 0 的 矩阵 元 选择 定 则 . 
解 :对 群 0 而 言 , 张 量 Qu( 是 一 个 对 称 张 量 并 且 0 之 和 等 于 零 ) 的 各 个 分 
量 按 以 下 规则 变换 : 
CO， Qs Qa ~ Ps, QteQs t+EQs, QuteQ, +eQ,~E 


2 )， 


(4) 


(e=e 
把 ,EE 和 群 0 的 所 有 表示 的 直 积 进行 分 解 后 ,可 得 非 对 角 元 的 下 列 选择 定 则 : 
Qs Qa Qn: FirA EF ,Fs FmAi,E, FPF; 
Qs,Q» Qa: EA,As E; FoF,Fs FoF,. 
对 角 元 存在 于 下 列 态 中 (可 从 (2) 看 出 ): 
QQ Qs: Fi Fs, 
QQ Qa: EF ,PF,. 
4. 同 题 3, 但 为 对 称 Ds. 
解 :对 群 Diu 而 言 ,分 量 Qu 的 变换 规律 为 
Oo-4o 0 -Qs Qo ~ Ess Co Qn ~ Es 
@. 具 有 标量 的 行为 . 把 EE, 和 群 Di 的 所 有 表示 的 直 积 进行 分 解 后 ,可 得 Qu 其 余 
分 量 的 非 对 角 元 选择 定 则 : 
EmAishaEss B.A has Es 
只 有 对 ,和 ,的 态 ,对 角 元 才 是 非 零 的 [可 从 (4) 式 看 出 ]. 


$98 连续 群 


除了 $ 93 中 历数 的 各 种 有 限 点 群 外 ,还 存在 着 群 元 个 数 为 无 限 的 连续 点 
群 . 这 就 是 轴 对 称 群 和 球 对 称 群 . 

最 简单 的 轴 对 称 群 是 C- 群 , 它 含有 绕 对 称 轴 旋转 任意 角 9 的 C(8) 元 , 称 
为 两 维 旋转 群 . 这 个 群 可 以 看 作 C, 群 当 n 一 % 时 的 极限 情形 . 同 理 ,作为 Cw， 
C.,D,,Dw 等 群 的 极限 ,我 们 有 C.，,C.,,D. ,D-, 等 连续 群 . 

具有 轴 对 称 性 的 分 子 只 能 是 由 位 于 同一 直线 上 的 原子 所 组 成 . 如 果 它 对 该 
直线 的 中 点 并 不 对 称 , 它 的 点 群 就 是 C., 群 , 群 中 除了 绕 轴 旋转 外 还 有 对 通过 该 
轴线 的 任 一 平面 的 反射 0,. 如 果 该 分 子 对 称 于 轴线 的 中 点 , 它 的 点 群 就 是 DD。， 
=C.,@C. 作为 分 子 的 对 称 群 ,C- ,C.，,D. 等 群 并 不 出 现 . 
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完全 球 对 称 的 群 含有 绕 通过 中 心 的 任意 轴线 转 任意 角 的 旋转 元 ,还 含有 对 
通过 该 中 心 的 任意 平面 所 进行 的 反射 ,这 个 群 是 单个 原子 的 对 称 群 ,我 们 把 它 记 
作 K. 所 有 空间 旋转 所 组 成 的 群 及 ( 它 称 为 三 维 旋转 群 或 简称 为 旋转 群 ) 是 它 的 
一 个 子 群 . 群 K 中 加 进 一 个 对 称 中 心 后 即 得 群 K, (K, = K@C,). 

连续 群 的 各 个 元 可 以 用 一 个 或 几 个 取 连 续 值 的 参量 加 以 区 别 . 以 旋转 群 为 
例 , 它 的 参量 可 以 取 确 定 坐标 系 转动 的 三 个 欧 拉 角 . 

$ 92 中 所 讲 的 有 限 群 的 一 般 性 质 以 及 与 此 有 关 的 一 些 概念 ( 子 群 , 共 配 元 ， 
类 ,等 等 ) 可 以 直接 推广 到 连续 群 . 当然 ,与 群 的 阶 数 直接 有 关 的 那些 论述 (例如 
子 群 的 阶 可 以 除 尽 整 群 的 阶 ) 不 再 具有 意义 . 

C-, 群 中 所 有 的 对 称 面 彼 此 等 价 ,因此 所 有 反射 o, 组 成 一 类 , 它 具 有 连续 的 
群 元 . 此 群 的 对 称 轴 是 一 个 双向 轴 , 因 此 它 具 有 连续 的 共 柜 元 类 ,每 类 含有 
C (+9) 两 个 元 . 群 D., 的 类 可 以 从 群 C., 的 类 直接 求 出 ,因为 D., =C.,@C, 

旋转 群 K 中 所 有 的 轴 都 是 等 价 的 而 且 是 双向 的 ,因此 转角 绝对 值 |p | 相同 
的 所 有 绕 任意 轴 的 旋转 元 组 成 一 类 . 群 K, 的 类 可 以 从 群 K 的 类 直接 求 出 . 

表示 的 概念 ,可 约 和 不 可 约 等 也 能 立即 推广 到 连续 群 . 每 个 不 可 约 表示 含有 
无 穷 系列 的 矩阵 ,但 是 相互 作 线性 变换 的 基 范 数 的 数目 ( 即 该 表示 的 维 数 ) 仍 是 
有 限 的 . 这 套 基 范 数 总 是 可 以 这 样 来 选择 ,使 得 该 表示 是 么 正 的 . 一 个 连续 群 的 
不 同 的 不 可 约 表 示 的 数目 是 无 限 的 ,但 构成 离散 序列 , 即 它们 可 以 挨个 计数 . 对 
于 这 些 表示 的 矩阵 元 和 特征 标 ,也 存在 有 正 交 关系 ,它们 是 有 限 群 的 相应 关系 的 
推广 (94. 9) 式 现在 变 成 

cg ce ars = 六 65uBu 人 re， (98.1) 
(94. 10) 式 改 为 

Jx™ (Ow (6)are =6% | dre (98.2) 
这 些 公 式 中 的 积分 称 为 群 上 的 不 变 积 分 ,dr。 可 用 群 参量 的 微分 表 出 并 使 dr。 
对 该 群 的 任意 变换 保持 不 变 @0, 例如 旋转 群 中 可 取 dre = sin BdadBdy, 其 中 a,B 
和 7? 是 定义 坐标 系 转动 的 三 个 欧 勒 角 ( $ 58) ,此 时 「 dre = 8 


当 我 们 在 确定 总 角 动 量 的 本 征 值 和 本 征 函 数 时 ,实质 上 已 经 碰 到 过 三 维 旋 
转 群 的 不 可 约 表示 (没有 采用 群 论 的 术语 ). 角 动 量 的 三 个 分 量 算 符 ( 除 了 一 个 


外 ”这 里 所 讲 的 连续 群 不 可 约 表示 的 各 种 性 质 仅 当 积分 式 (98.1) 和 (98.2) 收 化 时 才能 成 立 ,特别 是 
“群体 积 ” Jare 必须 有 限 ,这 个 条 件 对 连续 点 群 确 是 满足 的 (但 对 于 像 相对 论 中 的 洛 仑 兹 群 , 它 就 不 满 
是 ). 
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常 因子 外 ) 就 是 无 限 小 旋转 算 符 @ ,而 角 动量 的 本 征 值 标志 了 其 波 函数 的 空间 旋 
转 性 质 . 对 于 一 个 给 定 的 角 动 量 值 j, 有 2; +1 个 本 征 函 数 ,与 之 相对 应 ,它们 
的 角 动 量 分 量 m 的 数值 不 同 但 同属 于 一 个 2; +1 重 简 并 的 能 级 . 在 坐标 系 转动 
下 ,这 组 函数 变 成 它们 的 线性 组 合 ,从 而 给 出 了 旋转 群 的 一 个 不 可 约 表示 . 因此 
从 群 论 的 观点 看 来 ,i 就 是 旋转 群 各 个 不 可 约 表示 的 编号 ,而 且 每 个 j 对 应 于 一 
个 站 +1 维 表 示 ,j 值 可 取 整 数 和 半 整 数 ,因此 群 表 示 的 维 数 2;+1 可 取 所 有 的 整 
数值 1 ,2,3,…. 

这 些 表示 的 基 函 数 实质 上 已 在 $56 和 $57 中 研究 过 , 群 表示 的 矩阵 见 
$58. 具有 给 定 j 值 的 一 个 表示 , 它 的 基 是 由 一 个 27 秩 对 称 旋 量 的 27+1 个 独立 
分 量 构成 的 (等 价 于 2 +1 个 函数 y, ). 

旋转 群 中 7 值 为 半 整 数 的 不 可 约 表示 有 一 重要 特性 . 它 的 基 函 数 (奇数 秩 旋 
量 的 各 个 分 量 ) 转 动 2r 角 后 要 变 一 符号 ,可 是 2 的 转动 等 于 群 的 单位 元 ,由 此 
得 出 结论 v 值 为 半 整 数 的 表示 都 是 双 值 表示 :对 于 每 个 群 元 ( 绕 某 轴 转 p 角 ， 
0<p<27) ,该 表示 中 与 之 对 应 的 矩阵 不 是 一 个 而 是 两 个 ,这 两 个 矩阵 的 特征 标 
相差 一 个 符号 @. 

前 面 提 到 ,一 个 孤立 原子 具有 对 称 性 K, =K@C,. 因此 从 群 论 观点 看 ,每 个 
原子 谱 项 对 应 于 旋转 群 K 的 某 个 不 可 约 表 示 ( 确 定 原子 的 总 角 动 量 值 ]) 以 及 
C, 群 的 一 个 不 可 约 表示 (确定 态 的 字 称 )@. 

当 把 原子 放 和 人 外 电场 时 , 它 的 能 级 分 裂 . 分 裂 能 级 的 数目 及 其 相应 状态 的 对 
称 性 质 可 用 $ 96 中 的 方法 来 确定 . 为 此 ,应 把 外 场 对 称 性 群 的 2J + 1 维 表示 (由 
Ww 函数 组 所 构成 ) 分 解 成 为 该 群 的 不 可 约 表示 . 这 就 需要 事先 知道 yj 函数 组 
所 给 出 的 表示 的 特征 标 . 

由 于 同类 元 的 不 可 约 表示 特征 标 是 相同 的 ,我 们 只 需 考虑 绕 : 轴 的 转动 就 
足够 了 ,我 们 知道 , 绕 该 轴 转 p 角 后 波 函 数 yw 要 乘 以 ew ,W 是 角 动 量 沿 该 轴 的 
分 量 . 因此 函数 组 yw 的 变换 矩阵 是 对 角 的 ,其 特征 标 为 


7 Nj)e -ue 
(1 gE iMe _ © as 
Xp) = 2 ews= 

六 


e’*-l1 


四 数学 术语 中 ,这 些 算 符 就 是 旋转 群 的 生成 元 . 

回 必须 指出 , 群 的 双 值 表示 不 能 算 作 真实 字义 下 的 表示 ,因为 它们 并 不 是 由 单 值 的 革 组 函数 给 出 
的 ;另外 见 $99. 

图 此 外 ,原子 的 哈密 顿 量 对 电子 的 对 换 保持 不 变 . 在 非 相对 论 近 似 下 ,坐标 波 函 数 和 自 旋 波 函数 是 
可 分 离 的 ,我 们 就 有 坐标 函数 所 给 出 的 置换 群 的 各 种 表示 . 如 果 给 定 了 置换 群 的 不 可 约 表示 ,原子 的 总 自 
旋 $ 就 被 确定 ( §63). 但 当 计 及 相对 论 作用 后 , 波 函数 不 再 能 分 解 成 坐标 部 分 和 自 旋 部 分 . 粒子 坐标 和 自 
旋 同 时 对 换 的 对 称 性 ,不 能 用 来 标志 原子 谱 项 ,因为 泡 利 原理 只 人 允许 总 波 函数 对 所 有 电子 为 反对 称 . 这 一 
事实 与 计 及 相对 论 效应 后 自 旋 严 格 讲 来 不 再 守重 相 一 致 ,这 时 只 有 总 角 动 量 了 是 守恒 的 . 
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ea et 


XxX" (9)= (98.3) 


sin ye 

对 于 反 演 1,M 值 不 同 的 函数 ww 具有 相同 的 行为 ,全 都 是 乘 以 +1 或 -1, 视 
原子 态 的 偶 或 奇 而 定 . 故 其 特征 标 为 

x (DD= 21+1). (98.4) 
最 后 , 按 下 列 公式 可 以 算出 对 oa 面 反射 以 及 旋转 -反射 p 角 的 特征 标 : 
or=IC,, S($) =IC(m +9). 

让 我 们 再 来 考虑 一 下 轴 对 称 群 C。, 的 不 可 约 表示 . 当 我 们 确定 具有 对 称 性 
C., 的 双 原子 分 子 ( 即 由 不 同 原子 组 成 的 分 子 ) 的 电子 谱 项 分 类 时 ,实际 上 已 经 
把 这 个 问题 解决 了 . 该 处 的 0" 和 0 两 个 谱 项 (2 =0) 对 应 于 两 个 一 维 不 可 约 表 
示 : 单 位 表示 4, 和 表示 4, ,4: 的 基 函 数 对 所 有 旋转 保持 不 变 但 对 c, 平 面 的 反射 
变 一 符号 . 2 = 1,2,… 的 双重 简 并 谱 项 对 应 于 各 个 二 维 表示 ,分 别 记 作 5,， 
5,,…. 两 个 基 函 数 在 绕 轴 转 过 w 角 后 要 乘 以 e*™ ,而 在 o, 面 的 反射 中 两 者 相互 
变换 . 这 些 表示 的 特征 标 为 





ww E 2C(9) mo, 

4 1 1 1 

A, 1 1 -1 (98.5) 
E, 2 2cos kp 0 


群 D. =C。,@C, 的 不 可 约 表示 可 从 群 C-. 的 直接 得 到 (对 应 于 原子 核 相同 
的 双 原 子 分 子 的 谱 项 分 类 ). 

如 果 2 取 半 整数 值 ,函数 e*~“ 给 出 群 C., 的 不 可 约 双 值 表示 ,它们 对 应 于 
自 旋 为 半 整 数 的 分 子 的 谱 项 @. 


中 为 避免 误解 ,我 们 强调 指出 ,此 式 中 所 用 的 不 是 欧 拉 角 而 是 欧 拉 角 以 外 的 群 元 的 男 一 种 参量 化 : 
变换 现在 是 由 转轴 方向 及 绕 此 轴 的 转角 p 所 标志 . 可 以 证 明 ,采用 这 组 参量 后 ,(98.2) 式 应 对 2(1 - 
cos p) dpdo 积 分 ,do 是 转轴 方向 的 立体 角 元 . 

回 与 三 维 旋转 群 的 结果 不 同 ,在 这 里 可 以 适当 挑选 2 的 分 数值 ,不 但 可 得 单 值 和 双 值 表示 ,而 且 还 
可 有 三 值 或 更 多 值 的 表示 . 但 由 于 角 动 量 是 无 限 小 旋转 算 符 , 它 在 物理 上 允许 的 本 征 值 仍 由 上 述 三 维 旋 
转 群 的 表示 所 确定 . 因此 ,二 维 旋转 群 ( 以 及 任 一 有 限 对 称 群 ) 的 三 值 (或 更 多 值 ) 表 示 从 数学 上 来 讲 虽然 
是 肯定 的 但 是 没有 物理 意义 . 


$99 有限 点 群 的 双 值 表示 357. 





$99 有限 点 群 的 双 值 表示 


自 旋 为 半 整 数 的 态 ( 因而 总 角 动 量 为 半 整 数 ) ,对 应 于 该 系统 对 称 点 群 的 一 
个 双 值 表示 . 这 是 旋 量 的 一 个 普遍 特性 ,因此 对 连续 点 群 和 有 限 点 群 都 能 成 立 . 
这 就 产生 了 寻求 有 限 点 群 的 不 可 约 双 值 表示 的 必要 性 . 

前 面 讲 过 , 双 值 表示 实际 上 不 是 一 个 真正 的 群 表示 ,特别 是 8 94 中 所 讲 的 
公式 对 它们 并 不 适用 ,那些 公式 中 所 讲 的 所 有 不 可 约 表示 [例如 (94. 17) 式 中 的 
所 有 不 可 约 表 示 的 维 数 平方 和 ] 只 是 指 单 值 的 真正 表示 . 

为 了 求 得 双 值 表示 ,最 好 采用 以 下 的 技巧 (H. A. Bethe,1929). 我 们 纯 形式 
地 在 群 中 引入 一 个 新 元 ( 记 作 @) , 它 代表 绕 任意 轴 旋 转 2r 角 但 并 不 等 于 单位 
元 已 , 它 的 平方 才 等 于 下 :0? =E. 因此 , 绕 n 阶 对 称 轴 的 旋转 C, 仅 当 连 续 施行 2n 
次 (而 不 是 n 次 ) 后 才能 给 出 恒 等 变 换 : 

ro PE (99.1) 

反 演 7 是 一 个 与 所 有 旋转 都 对 易 的 元 , 它 应 该 和 以 前 一 样 连续 施行 两 次 后 
等 于 E. 但 是 对 一 个 平面 的 两 次 反射 并 不 等 于 而 等 于 0: 

o =0, of: = 已 (99.2) 
这 是 因为 反射 可 以 写成 r, =1C; 的 形式 . 结果 所 得 的 一 组 元 组 成 了 某 个 虚构 的 
对 称 点 群 , 它 的 阶 数 等 于 原来 群 的 两 倍 . 我 们 把 这 种 群 称 为 双 点 群 . 实际 点 群 的 
双 值 表示 显然 就 是 所 对 应 双 群 的 单 值 表示 ,因此 可 用 通常 方法 求 出 . 

双 群 的 类 数 大 于 原来 群 (但 不 一 定 等 于 它 的 两 倍 ). 8 元 和 群 中 所 有 其 它 元 
都 是 对 易 的 D, 因 此 自 成 一 类 . 如 果 对 称 轴 是 双向 轴 , 则 双 群 中 的 元 C: 就 和 元 
Co = QC"“* 相 共 轧 . 因此 , 当 有 二 阶 轴 存在 时 ,元 的 分 类 也 要 看 这 些 轴 是 不 是 
双向 轴 ( 这 一 点 在 普通 的 点 群 中 并 不 重要 ,因为 C, 和 逆 旋 转 C7' 相 等 ). 

举例 来 讲 ,7 群 的 二 阶 轴 都 是 等 价 的 而 且 都 是 双向 轴 , 它 的 三 阶 轴 都 是 等 价 
的 但 都 不 是 双向 轴 . 因此 双 群 7'@ 中 的 24 个 元 分 成 以 下 七 类 :E,0, 三 个 旋转 C， 
和 三 个 C0 所 组 成 的 一 类 ,以 及 4C;,4G ,4C;@,4C3Q 四 个 类 . 

一 个 双 点 群 的 不 可 约 表示 首先 含有 原点 群 的 各 个 单 值 表示 (此 时 的 Q 和 EE 
都 对 应 于 单位 矩阵 ) ,其 次 就 是 原点 群 的 各 双 值 表示 ,此 时 的 元 8 对 应 于 一 个 负 
的 单位 矩阵 . 现在 我 们 感 兴趣 的 只 是 后 一 种 表示 . 

双 群 C',(n=1,2,3,4,6) 和 5', 与 原 群 一 样 都 是 循环 群 @. 它们 的 不 可 约 表 
示 都 是 一 维 的 ,可 以 用 $ 95 的 方法 毫 无 困难 地 求 出 来 . 


全 ”对 旋转 和 反 演 这 是 显然 的 ,对 于 平面 反射 ,由 于 它 能 表 成 反 演 和 旋转 的 乘积 形式 ,因此 也 和 @ 对 易 . 
加 ”我们 在 普通 点 群 上 加 一 撤 号 代表 双 群 - 
图 5;=C!,5s=C$, 其 中 含有 反 演 1 它们 是 阿 贝尔 群 但 不 是 循环 群 - 
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群 D'.( 或 者 和 它 同 构 的 群 C".。 ) 的 各 个 不 可 约 表示 可 以 应 用 与 单 群 相同 的 
方法 求 出 这 些 表示 是 由 e* “形式 的 函数 给 出 的 ,p 是 绕 n 阶 轴 的 转角 ,可 取 
各 半 整 数值 (整数 值 对 应 于 普通 的 单 值 表示 ). 绕 二 阶 水 平 轴 旋 转 后 这 两 个 函数 
相互 对 调 , 旋 转 C, 后 它们 乘 以 e**™*". 

双 立 方 体 群 的 表示 比较 不 容易 求 出 .. 群 7' 的 24 个 元 被 分 成 七 类 . 因此 共有 
七 个 不 可 约 表 示 , 其 中 的 四 个 和 群 7 的 相同 . 其 余 三 个 表示 的 维 数 平方 和 必 等 
于 12, 由 此 可 知 它们 都 是 二 维 的 . 由 于 C, 和 C,@ 属于 同类 , 故 有 xX(C,) = 
X(C28) = -X(C:) ,因此 这 三 个 表示 中 都 有 x(C,) =0. 其 次 ,这 三 个 表示 中 至 少 
有 一 个 是 实 表示 ,因为 复 表示 只 能 以 共 思 方 式 成 对 地 出 现 . 我 们 来 考虑 这 个 实 表 
示 , 并 且 假定 C: 元 的 矩阵 已 经 化 成 对 角形 式 ( 设 对 角 元 为 a, ,a,). 由 于 Ci = 0， 
故 有 ai =a = -1. 为 了 使 yx(C,) = al + a, 等 于 实数 ,必须 令 o = era,a = 
e .结果 得 X(C) =1X(C3) =a? +a = -1. 由 此 我 们 找到 了 一 个 表示 . 比较 
它 和 群 了 的 两 个 一 维 复 共 二 表示 的 直 积 , 即 可 求 出 其 它 两 个 表示 . 

应 用 同样 的 方法 可 以 求 出 群 0' 的 表示 ,我 们 不 在 这 里 细 讲 了 . 表 8 给 出 了 
上 述 各 种 双 群 表示 的 特征 标 . 只 给 出 了 普通 点 群 的 双 值 表示 . 与 这 些 双 群 同 构 的 
群 具 有 同样 的 表示 . 

其 它 的 点 群 或 者 和 表 中 的 点 群 同 构 或 者 等 于 这 些 群 和 群 C, 的 直 积 ,因此 它 
们 的 表示 无 需 特殊 计算 . 

与 通常 表示 的 理由 一 样 , 两 个 复 共 配 双 值 表示 应 从 物理 上 看 成 一 个 维 数 加 
倍 的 不 可 约 表示 . 即使 是 对 特征 标 为 实数 的 两 个 一 维 双 值 表示 ,也 应 该 配 成 一 
对 . 这 是 因为 ( 见 $ 60) , 自 旋 为 半 整 数 的 系统 中 复 共 索 的 波 函 数 是 线性 独立 的 
如 果 我 们 有 一 个 实 特征 标的 一 维 双 值 表 示 @( 由 某 个 函数 少 所 给 出 ) ,那么 少 的 
复 共 红 函 数 "也 将 按 等 价 表 示 变 换 ,尽管 我 们 知道 y 和 ww" 是 线性 独立 的 . 另 
一 方面 ,两 个 相互 复 共 友 的 波 函 数 必 属 于 同一 能 级 ,由 此 可 见 ,物理 应 用 中 这 个 
表示 必须 加 售 . 

表 8 点 群 的 双 值 表示 
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外 ”这样 的 表示 可 以 在 4 为 奇数 的 C'. 群 中 找到 , 它 的 特征 标 为 x( Ct) = ( -1)*. 
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$ 97 中 关于 寻求 各 种 物理 量 / 的 矩阵 元 选择 定 则 的 方法 , 它 的 全 部 讨论 对 
自 旋 为 半 整 数 的 系统 仍然 成 立 , 只 是 对 能 量 而 言 的 对 角 和 矩阵 元 有 所 例外 ,重复 
$ 97 末 的 分 析 但 用 (60.2) 和 (60. 3) 式 ,我 们 发 现 ,如 果 量 了 在 时 间 反 演 下 是 偶 
的 或 奇 的 ,在 求 其 选择 定 则 时 ,我 们 必须 采用 D'" 表示 本 身 的 反对 称 积 1D'"”| 
和 对 称 积 [D"”] ,这 和 §97 中 所 讲 的 自 旋 为 整数 的 系统 的 选择 定 则 相反 呈 


习 题 
一 个 原子 处 于 具有 立方 对 称 性 0 的 场 中 加 , 求 其 能 级 (总 角 动 量 值 给 定 为 
加 ”应 用 这 些 定 则 时 应 该 注意 到 ,对 于 双 值 表示 ,单位 表示 不 是 在 它 的 对 称 乘积 中 而 是 在 它 的 反对 
称 乘积 中 . 对 二 维 的 双 值 表示 来 讲 ,反对 称 乘积 | D"”| 正好 就 是 单位 表示 - 


@ 例如 ,所 讲 的 可 以 是 指 晶 格 中 的 原子 . 注意 本 题 中 外 场 的 对 称 群 是 否 存在 对 称 中 心 是 无 关 紧要 
的 ,因为 波 函 数 的 反 演 性 质 (该 能 级 的 宇 称 ) 与 角 动量 J 了 无关- 
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了 分 虱 . 

解 : 角 动 量 J 相同 而 Mi 值 不 同 的 一 组 原子 态 法 函数 给 出 了 O 群 的 一 个 2J 
+1 维 可 约 表示 , 它 的 特征 标 由 (98.3) 式 给 出 . 把 这 个 表示 分 解 成 不 可 约 表示 (了 
为 整数 时 是 单 值 的 ,J 为 半 整 数 时 是 双 值 的 ) , 即 可 求 出 能 级 分 裂 ( 见 §96). 下 面 
列举 前 几 个 了 值 的 不 可 约 成 分 : 
J=o| 172 1 3/2 


4 | E! 


2 5/2 3 





F, C’ E+F, E+C’ As + F, +F, 
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$100 ”分子 振动 的 分 类 


群 论 应 用 于 多 原子 分 子 ,首先 解决 的 是 电子 谱 项 的 分 类 问题 ,也 就 是 原子 核 
位 置 给 定 后 的 能 级 分 类 问题 . 它们 是 按 原子 核 位 形 的 对 称 点 群 的 不 可 约 表示 分 
类 的 . 但 是 我 们 必须 强调 一 个 明显 的 事实 ,这 样 求 得 的 分 类 结果 是 对 一 定 的 原子 
核 位 形 而 言 的 ,因为 原子 核 移 位 后 这 样 的 位 形 对 称 性 就 要 遭 到 破坏 . 我 们 通常 所 
讲 的 位 形 都 是 指 原子 核 处 于 平衡 位 置 时 的 位 形 . 这 种 情形 下 求 出 的 分 类 结果 即 
使 当 原子 核发 生 小 振动 时 仍 继续 具有 一 定 的 意义 ,但 当 振动 不 能 再 认为 很 小 时 ， 
当然 就 失去 意义 . 

这 个 问题 在 双 原 子 分 子 中 并 不 出 现 ,因为 它 在 原子 核 的 任意 位 移 下 仍 能 保 
持 它 的 轴 对 称 性 . 对 于 三 原子 分 子 也 发 生 类 似 的 情形 . 它 的 三 个 原子 核 总 是 处 于 
一 平面 内 ,这 个 面 就 是 这 个 分 子 的 一 个 对 称 面 . 因此 三 原子 分 子 的 电子 谱 项 永远 
能 用 这 个 平面 进行 分 类 ( 波 函 数 对 这 个 平面 的 反射 为 对 称 或 反对 称 ). 

对 于 多 原子 分 子 的 基态 电子 谱 项 ,存在 着 一 个 经 验 规则 ,根据 这 个 规则 绝 大 
多 数 分 子 的 基态 电子 波 函 数 是 全 对 称 的 (对 于 双 原 子 分 子 ,这 个 规则 已 经 在 
§78 中 提 及 ). 换 句 话说 ,这 个 波 函 数 对 分 子 对 称 群 的 所 有 元 都 保持 不 变 , 也 就 
是 说 , 它 属于 该 群 的 不 可 约 单位 表示 . 

群 论 的 方法 对 分 子 振动 的 研究 特别 有 用 (E.P. Wigner,1930). 在 对 这 个 问 
题 进行 量子 力学 研究 之 前 ,必须 先 作 分 子 振动 的 纯 经 典 研究 ,这 种 纯 经 典 研究 把 
分 子 看 作 是 由 许多 相互 作用 着 的 粒子 (原子 核 ) 所 组 成 的 一 个 经 典 系统 . 

根据 经 典 力学 ( 见 ( 力 学 》$23, $ 24) ,粒子 数 为 N 的 一 个 系统 (这 些 粒子 
不 在 一 直线 上 ) 具 有 3N - 6 个 振动 自由 度 .在 3N 个 总 自由 度 中 ,有 整个 系统 的 
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三 个 平 动 自由 度 和 整个 系统 的 三 个 转动 自由 度 @. 作 小 振动 的 多 粒子 系统 的 能 
量 表 式 可 以 写成 : 


1 el 
B= BD 于 hu (100.1) 


式 中 的 ma ,hu 是 一 些 常 系数 ,uw 是 粒子 离开 平衡 位 置 的 位 移 矢 量 分 量 (下 标 i,k 
既 标志 粒子 也 标志 矢量 分 量 ). 把 wu, 进行 适当 的 线性 变换 以 后 ,我 们 可 以 在 
(100. 1) 式 中 消去 整个 系统 的 平 动 和 转动 坐标 ,并 且 可 以 选取 这 样 的 振动 坐标 
系 ,使 得 (100. 1) 式 中 的 两 个 二 次 型 都 变 成 平方 和 . 再 对 这 些 振动 坐标 进行 归 一 
化 ,使 得 动能 表 式 中 的 所 有 系数 都 等 于 1 ,结果 就 得 以 下 形式 的 振动 能 量 : 
2 0 二 三 凤 > Oe (100.2) 
振动 坐标 0. 称 为 简 正 坐标 ;w. 是 相应 的 独立 振动 的 频率 . 有 可 能 发 生 几 个 
简 正 坐标 对 应 于 同一 个 频率 的 情形 ( 称 为 多 重 频率 ). 简 正 坐标 的 下 标 a 相当 于 
不 同 频率 的 编号 ,下 标 zi= 1,2,… 改 ) 则 为 属于 同一 频率 的 各 种 不 同 坐标 编号 
(改称 为 该 频率 的 多 重度 ). 
(100.2) 式 的 分 子 能 量 必须 对 对 称 变换 保持 不 变 . 这 意味 着 简 正 坐 标 组 
Quvi=1,2,… (a 为 给 定 ) 在 分 子 对 称 点 群 的 任 一 变换 下 相互 变换 ,并 使 平方 
和 > 02 保 持 不 变 . 换 句 话说 ,属于 同一 振动 频率 的 一 组 简 正 坐 标 给 出 了 分 子 


对 称 群 的 一 个 不 可 约 表示 ,该 频率 的 多 重度 就 是 这 个 表示 的 维 数 . 这 个 表示 的 不 
可 约 性 ,与 $96 中 对 薛 定 刘 方 程 之 解 所 作 的 论证 相同 . 两 个 不 等 价 的 不 可 约 表 
示 能 够 具有 相同 的 频率 ,这 是 极为 偶然 的 例外 . 需要 保留 的 例外 仍然 是 特征 标 为 
相互 复 共 配 的 两 个 不 可 约 表示 . 由 于 简 正 坐标 的 物理 实质 ,它们 只 能 是 实 量 , 因 
此 两 个 相互 复 共 示 的 表示 从 物理 上 讲 应 该 对 应 于 同一 本 征 频率 而 具有 两 倍 的 多 
重度 . 

根据 以 上 这 些 考虑 ,我 们 可 以 不 必 具 体 求解 简 正 坐 标 这 个 复杂 问题 ,就 有 可 
能 对 分 子 的 各 种 本 征 振 动 进行 分 类 . 为 此 ,必须 首先 求 出 (根据 下 面 描述 的 方 
法 ) 所 有 振动 坐标 合 在 一 起 所 给 出 的 表示 ,我 们 把 它 称 为 总 振动 表示 . 这 个 表示 
是 可 约 的 ,把 它 分 解 成 为 不 可 约 成 分 后 即 可 求 得 各 本 征 频 率 的 多 重度 以 及 各 相 
应 振动 的 对 称 性 质 . 同一 个 不 可 约 表示 有 可 能 在 这 个 总 表示 中 出 现 若干 次 ,这 就 
表明 存在 着 若干 个 不 同 的 频率 但 具有 相同 的 多 重度 和 相同 的 振动 对 称 性 . 

我 们 从 下 列 事实 出 发 寻求 这 个 总 表示 . 群 表示 的 特征 标 对 基 函 数 的 线性 变 
换 是 不 变 的 . 因此 我 们 可 以 不 用 简 正 坐标 为 基 范 数 来 计算 特征 标 ,而 用 原子 核 离 


外 ”如 果 所 有 粒子 都 在 一 直线 上 ,振动 自由 度数 就 等 于 3N -5( 这 种 情形 下 只 能 有 两 个 转动 自由 度 ， 
因为 线 型 分 子 的 绕 轴 自转 是 没有 意义 的 ) - 
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开平 衡 位 置 的 位 移 矢量 分 量 w, 作 为 基 范 数 来 计算 这 个 总 表示 的 特征 标 . 

当 我 们 计算 点 群 中 某 一 元 6 的 特征 标 时 ,只 需 考虑 在 G 的 变换 下 保持 不 动 
(更 确切 地 说 ,保持 其 平衡 位 置 不 动 ) 的 那些 原子 核 . 因为 在 G 的 旋转 或 反射 下 ， 
如 果 原 子 核 1 变 到 了 相同 原子 核 2 原先 所 在 的 位 置 , 这 就 意味 着 G 的 操作 使 核 
1 的 位 移 变 成 了 核 2 的 位 移 . 换 句 话说 , Ga 矩阵 的 第 ; 行 (对 应 于 该 原子 核 的 位 
移 ww ) 中 就 不 存在 对 角 和 矩阵 元 . 另 一 方面 ,在 G 的 操作 下 ,平衡 位 置 保持 不 变 的 
那些 原子 核 的 位 移 矢量 分 量 只 能 变换 成 为 它们 自身 的 组 合 ,因此 可 以 把 它们 和 
其 余 原子 核 的 位 移 矢量 区 分 开 来 考虑 . 

我 们 先 考虑 转角 为 p 的 绕 某 一 对 称 轴 的 旋转 C(p). 设 u,,u,,u, 是 某 原 子 核 
的 位 移 矢量 分 量 , 这 个 原子 核 的 平衡 位 置 正 好 在 对 称 轴 上 ,因而 不 受 旋转 C(p) 
的 影响 . 这 些 分 量 , 和 任 一 普通 矢量 ( 极 矢 量 ) 的 分 量 一 样 ,在 转动 下 是 按 以 下 公 
式 变换 的 . (z 轴 为 对 称 轴 ) : 


u', = uscos P +u,sin P， 
u’,= —u,sin p+u,cos p， 
= 


它 的 特征 标 ,也 就 是 变换 矩阵 的 对 角 元 之 和 ,等 于 1 +2cos p. 如 果 在 这 个 对 称 轴 
上 共有 Ne 个 原子 核 ,总 特征 标 就 等 于 
Ne(1+2cos p)， (100.3) 
但 是 这 个 特征 标 是 对 应 于 所 有 3N 个 位 移 w 的 变换 ,因此 必须 从 中 分 离 出 整个 
分 子 的 平 动 和 转动 (小 转动 ) 变换 . 平 动 变换 是 由 分 子 质心 的 位 移 矢量 U 确定 
的 , 它 的 特征 标 因 此 是 1 + 2cos w. 整个 分 子 的 转动 是 由 转角 矢量 D 50 确定 的 . 
矢量 62 是 一 个 轴 矢量 . 但 是 对 坐标 系 的 旋转 而 言 , 轴 矢 量 和 极 矢量 是 一 样 的 . 
因此 矢量 502 所 对 应 的 特征 标 也 是 1 + 2cos gp. 总 计 起 来 ,(100. 3 ) 式 中 必须 减 去 
2(1 +2cos p). 因此 在 总 振动 表示 中 旋转 C(p) 的 特征 标 X(C) 等 于 
X(C) =(Ne -2)(1+2cos p). (100.4) 
单位 元 的 特征 标 显然 等 于 总 的 振动 自由 度 :x(E) =3N -6( 可 从 Ne =N,p =0 的 
(100.4) 式 求 出 ). 
应 用 同样 的 方法 ,我 们 可 以 算出 旋转 -反射 变换 S(p) ( 绕 z 轴 转 p 角 再 对 
xy 平面 反射 一 次 ) 的 特征 标 . 此 时 每 一 矢量 按 下 列 公 式 变换 : 
u's = scos 9 +u,sin p, 
u',= 一 tsin p+u,cos p, 


WU = -uu,, 


四 ”大 家 知道 ,无 限 小 转角 可 以 看 作 一 个 矢量 802, 这 个 矢量 的 绝对 值 等 于 转角 . 它 的 方向 沿 着 按 右 
手 螺旋 法 则 规定 的 转轴 方向 . 这 样 定义 的 30 显然 是 一 个 轴 矢量 - 
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它 所 对 应 的 特征 标 为 ( -1+2cos p). 因此 在 3N 个 位 移 u 所 给 出 的 表示 中 , 它 的 
特征 标 为 
Ns( -1+2cos p)， (100.5) 
入 ;是 在 操作 5(p) 下 保持 不 动 的 原子 核 数 ,这 个 数 显然 只 能 等 于 0 或 1. 质心 的 
位 移 矢 量 U 对 应 于 特征 标 -1 + 2cos p. 矢量 582 是 一 个 轴 矢 量 , 它 对 坐标 系 的 反 
演 保持 不 变 . 另 一 方面 ,旋转 -反射 变换 S(p) 可 表 成 
SCp) =C(p)o=C(p)CTI=COm+p)1 
亦 即 旋转 m +p 角 后 再 来 一 次 反 演 . 所 以 对 矢量 82 来 讲 ,S(p) 的 特征 标 等 于 
C(T+y) 的 特征 标 ,也 就 是 等 于 1 +2cos(T +p) =1 -2cos 9. 因为 ( -1+2cos p) 
+ (1 -2eos pg) =0, 所 以 (100.5) 式 就 是 总 表示 中 旋转 -反射 变换 S(e ) 的 特征 
标 X(S) : 
X(S) =Ns( -1+2cos p) (100.6) 
特殊 情形 下 ,对 平面 反射 的 特征 标 (p =0) 为 xX(o) = N。, 反 演 的 特征 标 (p = 7) 
为 x(7) = -3N,. 
这 样 求 出 了 总 振动 表示 的 特征 标 X 以 后 ,就 只 需 把 它 分 解 成 为 不 可 约 表示 ， 
应 用 (94. 16) 式 以 及 8$ 95 中 所 给 的 特征 标 表 就 能 办 到 ( 见 本 节 例题 ). 
线 型 分 子 的 振动 分 类 不 需要 应 用 群 论 . 总 的 振动 自由 度 是 3N -5. 其 中 必须 
把 两 类 振动 区 分 开 来 ,一 类 是 诸 原子 保持 在 一 直线 上 , 另 一 类 则 不 属于 这 种 情 
况 Q.W 个 粒子 在 同一 直线 上 运动 时 的 自由 度 等 于 N, 其 中 的 一 个 相当 于 整个 分 
子 的 平 动 自 由 度 . 因此 诸 原子 保持 在 一 直线 上 振动 的 简 正 坐 标 数 等 于 N -1. 一 
般 讲 来 , 它 和 NN -1 个 不 同 的 本 征 频 率 相对 应 . 其 余 的 (3N -5) -(NW-1) =2N- 
4 个 简 正 坐标 ,相当 于 破坏 分 子 共 线 的 各 种 振动 ,它们 与 W -2 个 不 同 的 双重 简 
并 频率 相对 应 @( 每 一 个 频率 有 两 个 简 正 坐 标 ,分 别 在 两 个 正 交 平 面 中 作 同 样 的 
振动 ) . 


习 题 
1. 试 求 NH, 分 子 (一 个 等 边 三 角 锥 ,原子 N 在 顶点 ,三 个 于 原子 在 底 角 , 见 
图 41) 简 正 振动 的 分 类 . 
解 :这 个 分 于 的 对 称 点 群 为 C,. 绕 三 阶 轴 旋 转 只 有 一 "A 
个 原子 (N) 不 动 ,对 0, 反 射 有 两 个 原子 不 动 (N 和 一 个 y 


昌 ). 根据 (100.4) ,(100.6) 式 求 得 总 表示 的 特征 标 为 : 


外 ”如 果 该 分 子 对 称 于 轴线 的 中 点 ,还 会 出 现 另 一 种 振动 特点 , 见 本 节 题 10. 
加 应 用 C-, 群 不 可 约 表示 的 记号 ( 见 $98) ,我 们 可 以 说 ,有 N - 1 个 振动 是 4, 型 的 ,有 N -2 个 振 
动 是 已 型 的 . 
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把 这 个 表示 分 解 为 不 可 约 成 分 ,结果 发 现 含 有 两 个 4 表示 和 两 个 已 表示 . 因此 
有 两 个 无 简 并 的 频率 对 应 于 两 个 A, 型 的 振动 ,保持 着 该 分 子 的 全 部 对 称 性 ( 称 为 
完全 对 称 的 振动 ) ,还 有 两 个 双重 简 并 的 频率 ,它们 的 简 正 坐标 按 已 表示 变换 、 

2. 同 题 1 ,但 为 H,0 分 子 (图 42). 


解 :对 称 群 为 C,,. C, 变 换 使 0 原子 保持 不 动 ,a, 变 换 时 (对 分 子平 面 的 反 
射 ) 三 个 原子 都 不 动 ,0', 反 射 时 只 有 0 原子 不 动 . 总 振动 表示 的 特征 标 为 : 
E Cs o, 各 你 
3 1 9 


这 个 表示 可 分 解 成 24, ,1B, 不 可 约 表示 ,也 就 是 说 ,存在 着 两 个 全 对 称 振动 和 一 
个 对 称 性 为 有 表示 的 振动 ,所 有 的 频率 都 是 无 简 并 的 . 图 42 中 通 出 了 三 个 相应 
的 简 正 振动 . 
3. 同 题 1 ,但 分 子 为 CHCL (图 43a). 
解 : 分 子 对 称 群 为 C,,. 用 同一 方法 我 们 求 得 三 个 4, 型 的 全 对 称 振 动 和 三 个 
已 型 的 双重 简 并 振动 . 
4. 同 题 1 ,但 分 子 为 CH4(C 原子 处 于 四 面体 的 中 心 , 四 个 原子 在 顶 角 ， 
图 43b). 
解 :分 子 对 称 群 为 T,, 振 动 为 14, ,1E,2F,. 
5， 同 题 1 ,但 分 子 为 CoHs( 图 43c). 
解 :分 子 对 称 群 为 D。. 振动 为 : 
的 
1 Ry Es Ds 
6. 同 题 1 ,但 分 子 为 OsFs( Os 原子 在 立方 体 的 中 心 ,F 原子 在 顶 角 上 ,图 
43d). 
解 :分 子 对 称 群 为 0,. 振动 为 : 
1 
7. 同 题 1. 但 为 UF。 分 子 (U 原子 处 于 入 面体 中 心 ,F 原子 在 顶 角 上 ,图 





3B,,, 


2 
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43e). 
解 :分 子 对 称 群 为 0 ,振动 为 : 





8. 同 题 1 ,但 分 子 为 C,H。( 图 43f). 
解 :分 子 对 称 群 为 Di 振动 为 : 
Bs LAis Dy dE, ,3B.. 
9. 同 题 1 ,但 分 子 为 C,H,( 图 43g; 所 有 原子 在 同一 平面 内 ). 
解 :分 子 对 称 群 为 D,. 振动 为 : 
Sny TAs 2 Bi lB 

(所 取 的 坐标 轴 见 该 图 ). 

10. 同 题 1 ,但 为 一 线 型 分 子 , 由 人 个 原子 所 组 成 并 且 对 称 于 它 的 中 点 . 

解 :除了 本 节 所 讲 的 线 型 分 子 的 振动 分 类 外 ,还 需要 考虑 对 中 点 反 演 的 性 
质 .存在 着 两 种 不 同 的 情况 ,要 看 NN 是 偶数 还 是 奇数 . 

如 果 N 是 偶数 (N =2p) ,该 分 子 的 中 点 处 就 不 存在 原子 . 给 出 了 该 分 子 半截 


天 
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Pp 个 原子 沿 轴线 的 独立 位 移 后 ,可 令 其 余 的 p 个 原子 具有 与 前 者 相等 和 相反 的 
位 移 , 结 果 就 有 pp 个 振动 使 诸 原 子 保持 在 轴线 上 并 且 对 称 于 它 的 中 点 ,其 余 的 
(2p -1) -P=P-1 个 共 线 振动 对 中 点 则 是 反对 称 的 . 此 外 ,p 个 原子 不 处 于 同一 
直线 上 的 运动 自由 度 为 2p. 我 们 令 对 称 置 放 的 原子 具有 相等 和 相反 的 位 移 , 就 
得 到 2p 个 对 称 的 振动 ,但 在 其 中 必须 扣 掉 相当 于 分 子 转动 的 两 个 自由 度 . 因此 
共有 己 -1 个 双重 简 并 的 频率 使 得 原子 离 轴 振 动 并 且 对 称 于 它 的 中 点 ,其 余 
(2p -2) -(p-1) =p -1 个 双重 简 并 频率 相当 于 对 中 点 反对 称 的 振动 .应 用 
刀 。, 群 不 可 约 表示 的 名 称 ( 见 898 末 段 ) ,我 们 可 以 说 ,A1, 型 的 振动 有 p 个 ,A,,， 
忆 ,,Ei。 型 的 振动 各 有 pp 一 1 个 . 

如 果 凡 是 奇数 (N=2p+1) ,经 过 类 似 的 分 析 可 以 证 明 ,A,,A1。,E,。 型 的 振 
动 各 有 pp 个 而 ,型 的 振动 有 p 一 1 个 . 


$101 ”振动 能 级 
从 量子 力学 的 观点 看 来 ,分 子 的 振动 能 量 由 下 列 哈密 顿 量 的 本 征 值 所 确定 : 
fo fo 
Wa 将 交 太 oO， (101.1) 


9 
090. 


以 分 解 成 独立 项 ( 记 , + wz02) 之 和 , 它 的 能 级 就 可 以 表 成 下 列 求 和 式 : 

EV = (s+ 地 ) = ho. ("+ 全 )， (101.2) 
式 中 的 w = 》 vf 是 频率 w。 的 多 重度 . 它 的 波 函数 等 于 相应 线性 谐振 子 波 
函数 的 乘积 : 


式 中 的 户 , = -入 





是 简 正 坐 标 0。 所 对 应 的 动量 算 符 . 由 于 这 个 哈密 顿 量 可 


y= [I w., (101.3) 
W。 = 常数 xexp ( -地 3%) I Hc.Q) (101.4) 


有 ,代表 v 阶 厄 米 多 项 式 ,c。= Vw。/. 如 果 w。 中 存在 着 多 重 频率 ,振动 能 级 一 般 
讲 来 是 简 并 的 . (101.2) 式 中 的 能 量 仅 依赖 于 求 和 v。= > vw 因此 能 级 简 并 度 


等 于 用 v 凌 成 一 组 给 定 w 的 拼凑 方式 数 . 对 于 单个 v。 讲 来 ,拼凑 方式 数 为 @ 
(CW 4.— 1) 
wh- Dt 


外 等 于 vw。 个 球 放 到 所 个 里子 中 的 置 放 方 式 数 . 
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因此 总 简 并 度 为 : 





(vo +f.-1)! 
可 vl (大 -DL 
对 于 双重 简 并 的 频率 ,这 个 乘积 中 的 因子 等 于 v。+1, 三 重 简 并 频率 的 因子 则 为 


(+1) (0, +2). 


必须 指出 的 是 ,以 上 的 简 并 度 仅仅 对 纯粹 的 谐振 动 才 成 立 . 当 我 们 在 哈密 顿 
量 中 考虑 了 简 正 坐标 的 更 高 次 筹 ( 非 谐振 动 ) 以 后 ,这 个 简 并 会 被 解除 ,即使 不 
是 完全 的 解除 (进一步 讨论 见 $104). 

属于 同一 简 并 振动 谱 项 的 一 组 (101.3) 式 的 波 函 数 ,给 出 了 分 子 对 称 群 的 
某 个 表示 (这 个 表示 一 般 是 可 约 的 ). 但 是 ,属于 不 同 频率 的 函数 组 是 相互 独立 
变换 的 . 因此 由 (101.3) 式 的 所 有 波 函 数 给 出 的 一 个 表示 ,等 于 由 (101.4) 式 的 
函数 组 所 给 出 的 各 个 表示 的 直 积 ,所 以 我 们 只 要 研究 后 一 种 表示 就 可 以 了 . 

(101.4) 式 中 的 指数 因子 对 所 有 的 对 称 变换 保持 不 变 . 在 厄 米 多 项 式 中 ,只 
有 香 次 相同 的 项 能 够 进行 相互 变换 ( 对 称 变换 显然 不 会 改变 每 项 的 宕 次 ). 另 一 
方面 ,每 一 厄 米 多 项 式 完全 由 它 的 最 高 次 项 所 决定 , 即 可 写作 


(101.5) 


和 
> 及 (ceQu) = 常数 03 03…0Y + 低 次 项 ， 
因此 我 们 只 要 考虑 最 高 次 项 就 可 以 了 . 
具有 相同 w = > v。 值 的 各 个 函数 属于 同一 谱 项 . 因此 把 w 个 @。 相 乘 起 


来 ,它们 的 各 种 乘积 可 以 给 出 一 个 表示 ,这 个 表示 就 是 以 Q@。 为 基 的 不 可 约 表 示 
的 v。 次 对 称 乘积 ( 见 $94)(L. Tisza,1933). 

对 于 一 维 表示 , 它 的 v 次 对 称 乘积 的 特征 标 显然 是 0 

XC) =[X(C)] 

对 二 维和 三 维 表 示 讲 来 ,最 好 应 用 以 下 的 数学 技巧 . @ 不 可 约 表示 各 个 基 函 数 的 
平方 和 对 所 有 的 对 称 变换 保持 不 变 . 因此 可 以 把 这 组 基 函 数 形式 地 看 作 是 一 个 
二 维 或 三 维 矢量 的 各 个 分 量 ,并 把 对 称 变换 看 作 是 作用 在 这 个 矢量 上 的 某 种 旋 
转 (或 反射 ). 需要 强调 的 是 ,这 样 的 旋转 和 反射 不 能 和 实际 的 对 称 变换 混 为 一 
谈 ,它们 (对 于 每 一 个 给 定 的 群 元 6) 还 依赖 于 所 考虑 的 表示 . 

我 们 进一步 考虑 二 维 表示 . 设 xX( G6) 为 所 给 二 维 表示 中 某 一 群 元 的 特征 标 ， 
且 有 X(C) 关 0. 一 个 二 维 矢量 在 平面 中 旋转 gp 角 后 , 它 的 x*,y 分 量 的 变换 矩阵 的 
对 角 元 之 和 等 于 2cos p. 如 令 


”我们 采用 x,(6) 记 号 代 答 不 方便 的 [x*](6). 
回 这 个 办 法 是 由 A. C. Komnasenu(1940) 采 用 的 . 
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2cos p =X(C) ， (101.6) 
我 们 就 可 以 求 出 这 个 不 可 约 表示 中 群 元 6 形式 上 所 对 应 的 转角 p. 这 个 表示 自 
身 的 "次 对 称 乘 割 ,是 由 w+1I 个 基 函 数 ,xz 7,，…," 给 出 的 . 这 个 次 对 称 乘 
寡 表 示 的 特征 标 为 了 


_sin(v+l)p 
WP 


X(G) =0 的 情形 需要 特殊 的 考虑 ,因为 零 特征 标 既 可 能 是 旋转 r/2 角 也 可 能 是 
反射 . 如 果 X(G) = -2, 则 为 旋转 r/2 角 , 而 x,(G) 为 : 
LE 


(101.7) 


xX.(G6)=( -1) 7 (101.8) 
如 果 X(G) =2, 则 X(G) 必 须 看 作 反射 ( 即 * 一 *,y 一 -y 的 变换 ) 的 特征 标 ,此 时 
x.(6) = (101.9) 


同 法 可 得 三 维 表 示 对 称 乘 短 的 特征 标 公式 . 所 给 表示 中 群 元 所 对 应 的 那 种 
形式 上 的 旋转 或 反射 ,很 容易 利用 表 7( $ 95 ) 求 出 . 这 种 形式 上 的 变换 ,就 是 坐 
标 系 按 所 给 表示 变换 的 那个 同 构 群 中 与 所 给 Xx( 6) 值 相对 应 的 那个 变换 . 例如 对 
于 0 群 和 7 群 的 局 表示 ,我 们 应 取 O 群 的 变换 ;但 对 于 这 两 个 群 的 有 表示 ,我 
们 应 取 7, 群 的 变换 . 它们 的 特征 标 x,( 6) 我 们 不 在 这 里 推导 . 
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当 原子 核 具 有 对 称 位 形 时 ,如 果 对 称 群 具有 一 个 或 一 个 以 上 的 维 数 大 于 1 
的 不 可 约 表示 , 则 分 子 的 一 个 电子 谱 项 有 可 能 是 简 并 的 . 我 们 要 问 ,这 样 的 对 称 
位 形 是 不 是 该 分 子 的 一 个 稳定 平衡 位 形 . 我 们 完全 不 考虑 自 旋 的 影响 (如 果 它 
存在 的 话 ) ,因为 这 种 影响 在 多 原子 分 子 中 通常 可 以 略 去 不 计 . 我 们 要 讲 的 电子 
谱 项 简 并 性 因此 和 自 旋 无 关 , 仅 仅 是 轨道 简 并 性 . 

如 果 所 给 位 形 是 稳定 的 ,作为 核 距 函 数 的 分 子 能 量 在 所 给 位 形 下 必 是 一 极 
小 值 . 这 就 意味 着 ,原子 核 小 位 移 时 ,能量 的 改变 式 中 不 能 含有 这 种 位 移 的 线性 
项 . 


设 太 为 该 分 子 电 子 态 的 哈密 顿 算 符 , 原 子 核 的 间距 是 它 的 一 些 参量 . 当 原 
子 核 具 有 所 给 的 对 称 位 形 时 ,我们 把 这 个 哈密 顿 算 符 记 作 所 . 可 以 取 简 正 振动 


@@ 计算 x。(C) 时 最 好 采用 下 列 形式 的 基 函 数 : 
(xz+iy)7 (x+i) (zi (zi 
此 时 的 旋转 变换 矩阵 是 对 角 的 ,对 角 元 之 和 为 : 


em + ee-De .em 
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坐标 0。 作 为 确定 原子 核 小 位 移 的 各 个 量 . 把 应 展 成 Q。 的 寡 级 数 后 可 得 ; 
让 + Wan0.0a+: 本 (102.1) 


V,W,* -等 展开 系数 只 是 电子 坐标 的 函数 、 .在 对 称 变换 下 ， Q。 诸 量变 为 相互 间 的 

合 ,此 时 (102. 1) 式 中 的 各 个 和 变 成 同一 类 型 的 另 一 些 和 . 因此 我 们 可 以 把 对 
Se @。 不 变 时 这 些 和 中 的 系数 的 变换 . 特别 是 Vi 系数 (给 定 a 值 
的 一 组 系数 ) 将 和 坐标 0。 一 样 按 对 称 群 的 同一 表示 变换 . 这 是 因为 哈密 顿 量 对 
所 有 的 对 称 变换 保持 不 变 , 它 的 展 式 中 的 每 一 个 齐 次 项 包括 线性 项 在 内 也 将 对 
所 有 的 对 称 变换 保持 不 变 @. 

我 们 来 考虑 某 个 简 并 的 (在 对 称 位 形 下 ) 电 子 谱 项 E。. 原子 核 的 位 移 破坏 了 
分 子 的 对 称 性 ,一 般 讲 来 它 会 引起 谱 项 的 分 裂 . 近似 到 核 位 移 的 线性 项 为 止 , 谱 
项 的 分 裂 值 由 展开 式 (102. 1) 中 线性 项 的 矩阵 元 所 组 成 的 一 个 久 期 方程 所 确 
定 ,这 种 矩阵 元 为 


= 5 0 wyedy， (102.2) 


式 中 的 如 ,是 属于 所 考虑 简 并 谱 项 的 电子 态 的 波 函 数 (已 选 为 实 函数 ). 对 称 
位 形 的 稳定 性 要 求 与 @ 成 正比 的 分 裂 值 等 于 零 ,也 就 是 要 求 这 个 久 期 方程 所 有 
的 根 全 都 等 于 零 , 这 就 意味 着 和 矩阵 本 身 必须 等 于 零 . 当然 ,我 们 只 应 该 考虑 破 
坏 分 子 对 称 性 的 那些 简 正 振动 ,也 就 是 说 应 该 把 全 对 称 振动 (对 应 于 群 的 单位 
表示 ) 事 先 除去 . 

由 于 Q。 是 任意 的 ,所 以 车 (102.2) 式 的 矩阵 元 等 于 零 则 只 能 是 以 下 的 所 有 
积分 等 于 零 ; 


[PARAL (102.3) 


令 忆 为 电子 波 函数 如 借以 变换 的 不 可 约 表示 ,D。 为 V, 借 以 变换 的 不 可 约 
表示 ;我 们 已 经 讲 过 ,表示 D, 就 是 简 正 坐 标 .借以 变换 的 那个 表示 : 根据 $97 
中 的 结论 ,如 果 [D" ] x D。 中 含有 单位 表示 也 就 是 [D0 ] 中 含有 D,, 则 
(102. 3) 式 的 积分 不 等 于 零 . 反之 则 所 有 的 积分 都 等 于 零 . 

由 此 可 见 , 如 果 表示 [ D" ] 中 不 含有 标志 分 子 振动 的 任何 一 个 D, 不 可 约 
表示 (单位 表示 除外 ) ,所 给 的 对 称 位 形 就 是 稳定 的 . 对 于 无 简 并 的 电子 态 讲 来 ， 
这 个 条 件 总 能 得 到 满足 ,因为 一 维 表示 自身 的 对 称 乘 寡 是 一 个 单位 表示 . 

举 CH, 型 的 分 子 为 例 ,其 中 的 一 个 原子 (C) 处 于 中 心 , 另 四 个 原子 (H) 处 于 
四 面体 的 四 个 顶 角 上 . 这 样 的 位 形 具有 7, 对 称 性 . 简 并 电子 谱 项 相当 于 这 个 群 


外 严格 讲 来 ,V。i 应 按 0 的 复 共 思 表示 变换 . 但 是 正如 我 们 已 经 指出 的 ,如 果 这 两 个 复 共 二 表示 并 
不 相同 ,那么 从 物理 上 讲 来 应 该 把 它们 合 在 一 起 看 成 一 个 维 数 加 倍 的 表示 . 所 以 这 个 声明 并 不 重要 . 


5102 分 子 对 称 位 形 的 稳定 性 “371- 





中 的 E,F,F, 表 示 . 该 分 子 具 有 一 个 4, 型 简 正 振动 (全 对 称 振动 ) ,一 个 E 型 双 
重 简 并 振动 和 两 个 ,型 三 重 简 并 振动 ( 见 $100, 题 4).E,F,F, 自 身 的 对 称 乘积 
为 

[E] =A,+E, [F]=[F]=A,+E+F,. 
我 们 看 到 ,每 个 中 至 少 含有 一 个 E 或 ,表示 ,因此 对 简 并 电子 态 讲 来 所 考虑 的 
四 面体 位 形 是 不 稳定 的 . 

这 个 结论 构成 一 个 普遍 规律 , 称 为 杨 - 特 勒 定理 (H. A. Jahn,E. Teller， 
1937) : 当 存在 简 并 电子 态 时 ,原子核 的 任何 对 称 位 形 ( 共 线 时 除外 ) 都 是 不 稳定 
的 . 由 于 这 种 不 稳定 性 ,原子 核 以 破坏 这 种 对 称 位 形 的 方式 运动 ,以 使 谱 项 的 简 
并 性 完全 解除 . 我 们 可 以 这 样 说 ,一 个 对 称 ( 非 共 线 的 ) 分 子 的 电子 基 项 只 能 是 
非 简 并 的 . 了 

刚才 讲 过 线 型 分 子 是 一 个 例外 . 这 一 点 不 用 群 论 也 易 证 明 . 原子 核 的 离 轴 位 
移 是 具有 和 ”分量 的 一 个 普通 矢量 (2 轴 沿 分 子 轴 ). 我 们 在 $87 中 看 到 ,这 
种 矢量 的 矩阵 元 中 只 有 角 动 量 的 轴 分 量 4 值 改变 1 的 那些 跃迁 矩阵 元 才 不 等 
于 零 . 另 一 方面 , 线 型 分 子 简 并 谱 项 的 两 个 态 分 别 具 有 角 动 量 轴 分 量 值 4 和 
-A(A>1). 这 两 个 态 间 的 跃迁 至 少 要 使 4 的 改变 值 等 于 2, 因 此 和 矩阵 元 总 是 等 
于 零 . 由 此 可 见 , 分 子 中 原子 核 的 共 线 位 形 有 可 能 是 稳定 的 ,即使 电子 态 为 简 并 
也 是 一 样 . 

对 定理 的 一 个 建设 性 的 普遍 证 明 出 于 以 下 的 考虑 (E. Ruch,1957). 由 于 原 
子 核 的 位 形 对 称 性 而 导致 的 电子 态 的 简 并 , 仅 当 分 子 的 对 称 点 群 中 至 少 出 现 一 
个 阶 数 n >2 的 旋转 (C,) 轴 或 旋转 -反射 (5,) 轴 时 才 有 此 可 能 . 此 时 相互 简 并 
态 的 波 函 数 ( 即 表 示 D"" 的 那些 基 函 数 ) 中 至 少 有 一 个 波 函数 的 电子 密度 p = 
jw 上 ?= 类 对 该 轴 不 是 旋转 不 变 的 ,电子 的 电场 将 和 电子 密度 一 样 对 该 轴 也 不 对 
称 . 在 一 个 ( 非 共 线 ) 分 子 中 ,存在 着 一 些 不 在 轴 上 的 等 价 核 ,在 C, 或 5, 旋转 下 相 
互 易 位 . 因此 从 电场 看 来 这 些 等 价 核 所 处 的 位 置 是 不 等 价 的 . 但 是 电场 内 一 组 带 
电 粒 子 的 各 个 平衡 位 置 的 等 价 性 并 不 需要 电场 本 身 的 对 称 性 ,这 样 的 事 是 不 可 
能 的 ,除非 是 巧合 . 

对 定理 的 系统 证 明 不 过 是 上 述 物理 情况 的 一 种 数学 具体 化 . 让 我 们 来 指出 
这 个 证 明 的 结构 (E. Ruch, A. Schinhofer,1965 ) @@. 

我 们 来 考虑 ( 非 线 型 分 子 中 ) 某 个 核 a, 它 不 在 分 子 的 “中 心 ”* 上 ( 即 不 在 群 


加 ”由 于 同一 对 称 性 导致 的 简 并 电子 态 中 的 对 称 性 遭受 破坏 这 一 物理 概念 是 由 朗 道 (1934) 提出 的 
杨 和 特 勒 考虑 了 分 子 中 所 有 可 能 的 各 种 原子 核对 称 位 形 并 用 以 上 方法 逐个 加 以 考察 后 证 明了 这 个 定理 . 
回 “ 详 见 E. Ruch,A. Schanhofer,Theoret chim. acta( Berl. ). 1965. ,Bd. 3.S.291. 
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中 对 称 变换 的 固定 点 上 ) ;也 不 在 对 称 主轴 上 ,如果 有 这 样 的 主轴 的 话 @. 设 五 
为 保持 核 a 不 动 的 所 有 分 子 对 称 变换 的 集合 , 是 分 子 总 对 称 群 G 的 一 个 子 
群 , 它 可 能 是 C, ,C,,C,,C.. 诸 点 群 之 一 . 在 G 中 而 不 在 吾 中 的 那些 变换 把 核 a 
变 到 其 它 等 价 核 a',a”,… 的 位 置 上 去 . 设 : 为 这 组 等 价 核 的 数目 , 子 群 五 的 阶 显 
然 等 于 g/s,g 是 整 群 G 的 阶 ( 即 ;为 子 群 五 在 群 G 中 的 指数 )@. 

s 的 数目 至 少 是 3. 因为 维 数 大 于 1 的 不 可 约 表示 D'" 的 存在 ,至 少 要 有 一 
个 阶 数 高 于 2 的 对 称 轴 ( 已 经 讲 过 ) ,根据 所 述 条件 , 核 a 不 在 这 个 主轴 上 . 

群 G 的 表示 D"" 对 于 对 称 性 较 低 的 群 石 而 言 一 般 是 可 约 的 . 我 们 假定 它 分 
解 成 为 卫 的 不 可 约 表示 时 含有 一 个 维 数 为 1 的 表示 d'". 它 是 由 一 个 电子 波 函 
数 少 给 出 的 沙 是 D"" 表 示 的 基 瑞 数 之 一 . 由 于 do 的 维 数 为 1,p = 邮 对 吾 中 的 
所 有 变换 保持 不 变 ,也 就 是 给 出 了 该 群 的 一 个 单位 不 可 约 表示 . 

有 的 这 种 单位 表示 也 可 以 用 原子 a 的 位 移 之 一 0, 为 基 矢 得 到 ,这 个 位 移 沿 
着 从 分 子 中 心 到 核 a 的 径 矢 . 

对 这 个 位 移 施行 G 中 的 所 有 操作 后 ,得 到 群 G 的 一 个 Do 表示 (一 般 为 可 
约 ) 的 基 范 数组 . 由 于 在 G 中 而 不 在 有 H 中 的 每 个 变换 把 位 移 0, 变 换 到 其 它 -1 
个 等 价 核 a',a",… ,中 的 一 个 位 移 上 ,而 不 同 核 的 位 移 当然 是 线性 独立 的 ,所 以 
Duo 的 维 数 为 * 构成 Do 基 范 数组 的 位 移 0.,0.,… 肯 定 地 不 能 对 应 于 整个 分 子 
的 移动 或 转动 :如 果 有 三 个 或 更 多 个 等 价 核 的 话 , 它 们 的 径 向 位 移 不 能 组 合成 为 
分 子 的 这 些 位 移 . 

同 理 , 对 函数 p = 施行 所 有 变换 后 可 得 群 G 的 一 个 表示 D,. D, 的 维 数 可 
能 是 * 也 可 能 小 于 *, 因 为 我 们 没有 理由 假定 :个 函数 p,G'p,6%p，… 都 是 线性 独 
立 的 . 但 是 我 们 可 以 说 ,如 果 表示 D, 不 同 于 D, ,那么 它 一 定 整个 地 包含 在 D。 
内 @. 此外, 它 一 定 不 是 单位 表示 ,因为 好 对 整 群 G 而 言 肯 定 不 是 不 变 的 ;只 有 
维 数 超过 1 的 不 可 约 表示 有 9 的 基 函 数 的 平方 和 才 是 不 变 的 . 

表示 De 和 D, 的 这 些 性 质 立刻 能 给 出 所 需 的 结论 :D。 是 总 振动 表示 的 一 部 
分 ,D, 是 [D" ] 表示 的 一 部 分 ,不 含 单位 表示 . Do 中 包含 了 也 ,这 就 说 明了 
[D'4%] 中 至 少 含有 一 个 非 单位 振动 表示 D。, 这 正 是 我 们 要 证 明 的 . 

上 述 论证 中 ,我 们 假定 了 D'“ 分解 成 为 子 群 了 的 不 可 约 表示 时 含有 一 个 维 


四 所 谓 主轴 是 指 (立方 体 群 和 二 十 面体 群 以 外 的 对 称 群 中 )n >2 的 C, 或 5, 轴 . 
回 群 G 的 所 有 元 可 以 分 成 $ 个 障 集 吾 ,G' 百 ,G",… ,其 中 6',6",… 是 把 核 a 变换 到 a',a",… 的 
元 . 

国 这 个 论断 的 含义 如 下 . 设 子 群 昌 的 一 个 表示 ( 维 数 为 有 ) 是 由 几 套 不 同 的 基 画 数组 给 出 的 ,并 设 
对 其 中 的 一 套 施 行 G 中 的 所 有 变换 后 给 出 G 的 一 个 维 表示 ,s 是 子 群 召 在 G 中 的 指数 . 那么 我 们 就 可 
以 这 样 说 ,对 任何 其 它 一 套 基 函 数组 施行 同样 的 变换 后 所 得 的 一 个 G 群 表示 ,或 者 和 前 一 个 表示 相同 或 
者 完全 包含 在 前 一 个 表示 之 内 ,严格 证 明 见 371 页 的 脚注 @. 
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数 为 1 的 表示 . 这 个 假定 在 绝 大 多 数 情况 下 是 正确 的 . 例如 , 当 HH=C,,C,,C,， 
C: 时 肯定 是 正确 的 (因为 这 些 群 的 所 有 不 可 约 表示 的 维 数 为 1). 当 百 = C,,C。 
而 n>2 时 也 肯定 是 正确 的 ,只 要 D'" 的 维 数 为 奇数 (因为 C. 和 C,, 群 只 有 维 数 
为 1 或 2 的 不 可 约 表示 ). 考察 点 群 不 可 约 表示 的 特征 标 表 以 后 ,可 以 看 到 一 个 
例外 ,这 就 是 立方 体 群 G =0,7,,0, 的 二 维 表 示 相对 于 子 群 H =C,,C,. 

让 我 们 取 G = O 和 及 =C, 这 个 特例 , 它 只 反映 表示 的 名 称 . 两 个 电子 波 函数 
几 ,给 出 0 群 的 D ”= 已 表示 以 及 子 群 C, 的 dW = 已 表示 ,至 于 C,, 由 乘积 
时 ,好 , 业 i 业 ,给 出 的 表示 为 [E*] =4 + E. 以 核 a 的 任 一 位 移 矢 量 8, 的 三 个 分 量 
为 基 , 可 得 同样 的 C, 表 示 . 在 这 种 情形 下 ,0 的 D, 表 示 为 [DW*] =4, +E, 不 含 
对 应 于 整个 分 子 移动 或 转动 矢量 的 F, 表 示 , 它 同时 含有 单位 表示 和 一 个 非 单位 
表示 . 由 于 D, 包 含 在 Do( 维 数 为 3s) 内 (理由 同 前 ) ,这 就 证 明了 这 些 情况 下 分 子 
也 是 不 稳定 的 0. 

与 本 章 之 初 所 作 的 声明 相 一 致 ,以 上 的 全 部 讨论 中 我 们 把 电子 态 的 简 并 性 
完全 归结 为 纯 轨道 的 来 源 .但 可 指出 ,即使 计 及 自 旋 - 轨道 作用 和 自 旋 - 自 旋 作 
用 , 杨 - 特 勒 定理 仍 能 成 立 ,唯一 区 别 是 ,在 自 旋 为 半 整 数 的 ( 非 线 型 ) 分 子 中 克 
拉 默 斯 双重 简 并 不 会 导致 不 稳定 性 ,这 和 $ 60 中 证 明 的 普遍 定理 相 一 致 . 后 者 
对 应 于 双 点 群 的 二 维 双 值 不 可 约 表示 . 这 种 情形 下 之 所 以 没有 不 稳定 性 ,可 以 从 
以 下 纯 形式 的 论证 中 看 出 . 在 D” 为 双 值 表 示 的 情形 下 , 求 (102. 3) 矩阵 元 的 选 
择 定 则 时 ,我 们 必须 考虑 反对 称 乘积 | D'(% "| 而 不 是 对 称 乘 积 ( 见 $ 99). 但 对 维 
数 为 2 的 每 个 双 值 不 可 约 表示 讲 来 ,反对 称 乘积 均 为 单位 表示 ,这 就 是 说 ,这 些 
乘积 中 肯定 不 含 与 分 子 的 任何 非 全 对 称 振动 相对 应 的 那些 表示 . 
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在 多 原子 分 子 转动 能 级 的 研究 中 ,往往 由 于 在 研究 转动 时 必须 同时 研究 振 
动 而 遇 到 了 困难 . 作为 初步 例子 ,让 我 们 把 转动 的 分 子 看 作 一 个 刚体 (一 个 陀 
螺 ) , 亦 即 具有 “刚性 联结 "的 原子 . 

令 &,n, 为 一 坐标 系 , 它 的 三 个 坐标 轴 沿 着 陀螺 的 三 个 转动 惯量 主轴 并 随 
陀螺 一 起 转动 . 把 经 典 能 量 表 式 中 的 转动 角 动 量 分 量 J/,,J, ,大 , 改 成 相应 的 算 符 
以 后 , 即 得 相应 的 哈密 顿 量 : 














二， (103.1) 


式 中 的 1,,1,1: 是 陀螺 的 三 个 主 转动 惯量 . 


外 还 有 一 个 例外 是 二 十 面体 群 的 4 维 表示 , 作 类 似 的 处 理 后 得 到 同样 的 结论 . 
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旋转 坐标 系 中 角 动 量 分 量 算 符 j,j,,j, 间 的 对 易 关 系 不 是 那么 明显 的 , 因 


为 角 动 量 分 量 人 , 户 , 广 间 的 通常 对 易 关 系 式 是 在 定 坐标 系 中 推导 出 来 的 . 但 是 ， 
它们 很 易 用 以 下 公式 求 出 
(ma(7.5)-(7.D(7.a)= -ij (axb), (103.2) 
式 中 a,b 是 标志 该 刚体 的 两 个 任意 对 易 矢量 . 把 上 式 左边 写 在 *,y,z 定 坐 标 系 
中 ,应 用 角 动 量 分 量 间 以 及 它们 和 任 一 矢量 的 分 量 间 的 普通 对 易 法 则 ,很 易 验证 
以 上 等 式 是 成 立 的 
现在 设 a 和 45 是 沿 & 和 轴 的 单位 矢量 . 则 a x5b 是 沿 Z 轴 的 单位 矢量 ,由 
(103.2) 给 出 
jj -jj = - 记 ， (103.3) 
同 法 可 得 另外 两 个 对 易 式 . 于 是 旋转 坐标 系 中 角 动量 分 量 算 符 的 对 易 式 与 定 坐 
标 系 中 的 区 别 仅 在 于 式 右 差 了 一 个 符号 D0. 由 此 可 知 ,根据 以 前 的 对 易 式 求 得 的 
本 征 值 以 及 和 矩阵 元 等 等 公式 只 要 一 律 改 成 它们 的 复 共 轿 式 ,就 能 对 J, J ,J, 适 
用 . 特别 是 J 的 本 征 值 (本 节 中 记 作 ,而 了 ,的 本 征 值 记 作 W) 的 取 值 为 = 
J，… ,+J,J 是 一 个 整数 , 即 陀螺 角 动 量 的 值 . 
球 型 陀螺 
现在 来 求 转动 陀螺 的 能 量 本 征 值 ,最 简单 的 情形 是 刚体 的 三 个 主 转动 惯量 
全 都 相等 :1, =1s =1。 = 人 当 分 子 的 对 称 群 是 一 个 立方 体 点 群 的 时 候 就 属于 这 种 
情形 . (103. 1) 式 的 哈密 顿 量 呈 下 列 形式 
六 下 


刀 =277 ， 
其 本 征 值 为 
= 各 JJ+D， (103.4) 
其 中 每 个 能 级 具有 角 动 量 相对 于 刚体 本 身 的 2J + 1 个 方向 简 并 性 ( 即 J, = 上 有 
2J+1 个 值 )@. 
对 称 陀 螺 


当 陀螺 的 主 转动 惯量 只 有 两 个 相等 时 , 即 1, =1s 关 1 时 ,也 不 难 算出 其 能 
级 . 具有 二 阶 以 上 对 称 轴 的 一 个 分 子 就 属于 这 种 情形 . 哈密 顿 量 (103. 1 ) 呈 下 列 
形式 : 


全 ”这 个 事实 表明 ,从 所 作用 的 陀螺 波 函 数 看 来 ,*,y,z 坐标 系 的 转动 等 价 于 ,7,l 坐标 系 的 反 转 
动 . 
回 ”今后 我 们 不 再 去 管 角 动量 沿 定 坐标 轴 的 2J + 1 重 方向 简 并 性 ,这 种 简 并 总 是 存在 的 ,但 在 物理 
上 并 不 重要 . 如 果 把 这 种 简 并 性 包括 在 内 ,一 个 球 型 陀螺 的 能 级 总 简 并 度 为 (2J + 1)? 
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AT i ; 
H(t) tpl a + P(E | 
由 此 可 见 ,具有 确定 的 J, 值 的 态 所 具有 的 能 量 为 
= i 
有 =277(I+D + (vn (103.6) 


此 式 给 出 了 对 称 陀螺 的 能 级 . 

球 型 陀螺 中 出 现 的 对 上 值 的 简 并 在 这 里 得 到 了 部 分 的 解除 . 只 有 符号 相反 
的 两 个 上 值 具 有 相同 的 能 量 ,这 与 角 动 量 沿 陀螺 轴 的 两 个 相反 方向 相对 应 因此 
对 称 陀螺 的 能 级 (0) 都 是 双重 简 并 的 . 

因此 对 称 陀螺 的 定 态 要 用 三 个 量子 数 来 描述 : 角 动 量 及 其 沿 陀螺 轴 的 分 
量 (J, = 如 以 及 沿 空间 固定 的 = 轴 的 分 量 (J. = W) ;陀螺 的 能 量 与 最 后 一 个 量子 
数 无 关 . 角 动 量 及 其 沿 空间 固定 轴 的 分 量 , 以 及 沿 刚性 联结 于 一 个 物理 系统 上 的 
轴 分 量 0, 三 者 之 间 所 以 能 同时 测量 是 由 于 算 符 产 和 J 不 但 能 相互 对 易 而 且 还 
和 算 符 j, = 了 n 对 易 ,n 是 沿 Z 轴 的 单位 矢量 . 这 一 点 可 通过 直接 计算 加 以 证 
明 , 但 也 能 事先 知道 : 角 动 量 算 符 是 一 个 无 限 小 转动 算 符 ,而 固定 于 陀螺 上 的 两 
个 矢量 的 标 积 7 … 严 对 坐标 轴 的 任意 转动 是 不 变 的 . 

求 对 称 陀螺 的 定 态 波 函 数 于 是 就 变 成 了 求 广 ,j, 和 访 算 符 的 共同 本 征 函 
数 . 这 在 数学 上 又 和 角 动量 本 征 函 数 在 有 限 转 动 下 的 变换 规律 有 关 . 改变 量子 数 
的 记号 以 后 ,(58.7) 式 的 规律 可 写成 

Wm = 3 Di (a,B,y) Yn: (103.7) 


加 


我 们 取 光 mw 为 用 定 坐标 *,y,z 描述 的 陀螺 状态 波 函 数 ,y, 为 用 附着 在 陀螺 上 的 
坐标 轴 ,n,z 描述 的 状态 波 函 数 . 在 和 物理 系统 (例如 陀螺 ) 刚 性 连结 的 坐标 系 
中 ,wn 具有 与 系统 的 空间 方向 无 关 的 定 值 yj . (103.7) 式 给 出 了 yn 对 角度 的 
依赖 关系 . 设 1JM) 态 还 具有 确定 的 沿 《 轴 的 角 动 量 分 量 值 .这 意味 着 只 有 具有 
这 个 大 值 的 水 所 才 不 等 于 零 , 于 是 (103.7) 的 求 和 式 中 只 剩 下 一 项 
Wm = DR (a,B,y). 

上 式 给 出 了 状态 波 函 数 1JMk) 和 欧 拉 角 的 关系 ,这 些 欧 拉 角 定义 了 陀螺 转 

轴 和 固定 轴 的 关系 . 采用 下 列 波 函 数 归 一 化 条 件 : 


| lw [singdadpdy =1, 


二 “及 1 
Wm = 房车 DY (a,B,y), (103.8) 


外 不 要 和 沿 两 个 空间 固定 轴 的 分 量 混 清 起 来 (这 两 个 分 量 不 能 同时 测量 ) 


我 们 有 
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式 中 的 相 因子 是 这 样 选 定 的 ,使 得 上 =0 时 (103.8) 式 的 函数 变 成 总 角 动量 为 ]， 
分 量 为 履 的 自由 (不 附着 于 乡 轴 ) 角 动量 本 征 函 数 , 亦 即 通常 的 ( 球 谐 ) 函数 ; 参 
考 (58.25) 式 @. 

非 对 称 陀螺 

久 关 1s 关 1c 时 ,能 级 的 一 般 表 式 无 法 算出 . 角 动 量 相对 于 陀螺 方向 的 简 并 现 
在 完全 被 解除 ,对 每 个 给 定 的 了 值 有 2J +1 个 无 简 并 的 能 级 . 计算 这 些 能 级 时 ， 
我 们 要 从 矩阵 形式 的 薛 定 兽 方程 出 发 (0. Klein,1929) ,做 法 如 下 . 

J 以 及 角 动 量 《 分 量具 有 定 值 的 陀螺 状态 波 函 数 yy, 就 是 上 面 导出 的 
(103.8) 式 的 函数 (为 方便 计 我 们 略 去 下 标 W, 因 为 能 量 和 M 无 关 ). 在 这 些 状 
态 中 , 非 对 称 陀螺 的 能 量 并 不 具有 定 值 . 男 一 方面 ,在 定 态 中 J 分 量 并 不 具有 定 
值 , 亦 即 能 级 没有 确定 的 上 值 , 定 态 波 函数 呈 下 列 线性 组 合 形式 ; 


加 = co (103.9) 


式 中 已 假定 所 有 的 函数 具有 公共 的 W 值 ,代入 薛 定 谓 方程 有 y, = 6,y, 中 ,得 方 
程 组 


> ((JEIHIJk') - ES)es =0 (103.10) 
2 
上 式 有 解 的 条 件 为 以 下 久 期 方程 : 
| (大 | 有 Ji - EB | =0, (103.11) 


此 式 的 根 给 出 陀螺 的 能 级 ,然后 用 (103. 10) 给 出 使 哈密 顿 量 对 角 化 的 (103. 9) 
式 中 的 线性 组 合 系数 , 亦 即 给 出 具有 给 定 J 了 值 (及 M 值 ) 的 陀螺 定 态 波 函 数 . 计 
算 对 这 些 波 函 数 而 言 的 任何 物理 量 和 矩阵 元 ,就 化 成 对 对 称 陀螺 波 函 数 而 言 的 矩 
阵 元 . 

算 符 j,,j, 只 有 上 值 改变 1 的 跃迁 矩阵 元 ,而 记 只 有 对 角 元 ( 见 (27. 13) 式 ， 
把 式 中 的 LM 改 成 1, 如). 因此 算 符 户 , 疡 , 产 从 而 应 只 有 大 尖 或 于 2 的 妈 迁 矩 
阵 元 .的 奇 态 和 偶 态 间 没有 路 迁 矩 阵 元 ,这 使 得 2J+ 1 次 的 久 期 方程 立刻 分 解 
成 /次 和 J+1 次 的 两 个 独立 方程 .其 中 一 个 只 含 上 为 偶数 的 跃迁 矩阵 元 , 另 一 
方程 只 含 上 为 奇数 的 跃迁 矩阵 元 . 这 两 个 方程 都 能 进一步 化 成 两 个 次 数 较 低 的 
方程 .为 此 ,我们 不 能 用 函数 组 内 定义 的 矩阵 元 ,而 必须 用 下 列 函 数组 定义 的 矩 
阵 元 : 


外 不 用 有 限 转动 理论 直接 推导 (103.8) 式 见 题 1, 用 (103.8) 式 的 波 函数 计算 各 种 量 的 矩阵 元 见 
$110 和 有 87; 与 双 原子 分 子 (无 自 旋 ) 相应 公式 的 差别 仅 在 于 量子 数 的 名 称 ( 见 $ 82 第 二 个 附注 ). 
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人 
全 
ee 
We 
指标 + 和 -不 一 样 的 函数 具有 不 同 的 对 称 性 (对 通过 z 轴 的 平面 所 作 的 反射 ,会 
改变 的 符号 ) ,它们 之 间 的 跃迁 矩阵 元 因而 等 于 零 . 因此 我 们 可 把 久 期 方程 分 
解 成 一 个 对 ( + ) 态 的 和 一 个 对 ( - ) 态 的 . 

具有 对 易 关系 (103. 3) 的 哈密 顿 量 (103. 1) 具 有 特殊 的 对 称 性 : 它 对 jj ， 


jj 算 符 中 任意 两 个 算 符 的 同时 反 号 保持 不 变 . 这 种 对 称 性 形式 地 对 应 于 D, 群 
因此 非 对 称 陀螺 的 能 级 可 按 此 群 的 不 可 约 表示 分 类 . 从 而 有 四 类 无 简 并 能 级 ,分 
别 对 应 于 4,B, ,B,,B, 表 示 ( 见 $95, 表 7). 

很 易 确定 非 对 称 陀螺 的 哪些 态 属于 哪个 类 型 . 为 此 ,我 们 必须 找 出 几 和 
(103. 12) 式 函数 的 对 称 性 质 . 这 可 从 (103. 8 ) 式 直接 做 起 ,但 从 通常 的 球 谐 函数 
做 起 更 为 简单 ,我 们 注意 到 ,就 其 对 称 性 质 而 言 , 角 动量 : 分 量具 有 定 值 的 状态 
波 函 数 是 和 下 列 角 动 量 本 征 函 数 一 样 的 : 

Yn~ Yi(0,9) ~e ”0O,(0) (103.13) 
其 中 0,8 是 &,n,¢ 坐标 轴 中 的 球面 角 , 记 号 ~ 代表 “变换 相同 ";(103. 13 ) 中 取 
复 共 生 是 由 于 对 易 式 (103. 3 ) 的 右边 反 号 . 
绕 上 轴 转 过 下 角 后 ( 即 对 称 操作 C52 ) ,(103. 13 ) 式 的 函数 被 乘 以 ( - 1) 4 
Ci pn -1) yn 

操作 C:”" 可 看 作 反 演 再 加 上 对 帮 平面 的 一 次 反射 ;第 一 个 操作 使 yi 乘 以 
( -1) ,第 二 个 操作 (9 变 号 ) 相 当 于 改变 上 的 符号 . 根据 函数 6, ,的 定义 
(28.6) ,我 们 有 


Y= ty) =p, 
(103.12) 


(Wb. (kz#0). 


人 
最 后 ,对 操作 C3; = CC 和 得 
C0: pn =1) yr 
应 用 这 些 变换 规则 ,我 们 发 现 函数 组 (103. 12 ) 的 态 分 属于 下 列 各 种 对 称 类 
型 : 
J 偶 ，k 偶 4 
J 偶 ，k 奇 B， 
J] 奇 ，k 偶 B， 
J] 奇 ， 上 奇 Bs 


La 
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J 偶 ，k 偶 B， 
_|J 偶 ，k 奇 已 
103.14 
多 J 奇 ， 丰 倡 4 ( ) 
J 奇 ，k 奇 及 


对 于 一 个 给 定 的 J 值 ,很 易 算出 每 一 类 型 中 的 态 数 .4 型 及 每 个 B,,B,,B, 型 
中 的 态 数 如 下 : 














4 B, ,B,,B, 

| 匡 二 
2 2 (103.15) 
1 1 1 1 

VU | 2 











对 于 非 对 称 陀螺 ,存在 着 4,B, ,B,,B, 型 各 态 间 跃迁 矩阵 元 的 选择 定 则 :这 
些 规则 很 易 用 通常 的 对 称 性 考虑 得 到 . 对 于 物理 矢量 4 的 分 量 讲 来 ,我 们 有 下 
列 选择 定 则 : 
Ar: A*»B3® ,BI BY, 
A,: 4erB27 ,BB , (103.16) 
As: ArBI® ,Bs eB 
为 清楚 起 见 , 群 表示 的 符号 上 标注 了 一 个 坐标 轴 , 绕 该 轴 旋转 时 所 注 表 示 的 特征 
标 为 +1. 


习 题 


1. 通过 直接 计算 算 符 让 ,j.,j, 的 共同 本 征 函 数 , 求 出 对 称 陀 螺 的 1JME) 态 
波 函 数 ( 下 . Reiche,H. Rademacher,1926). 
解 :为 了 求 出 作为 欧 拉 角 a,B,y 的 函数 的 jw ,我们 必须 用 欧 拉 角 表 出 沿 定 
轴 x,y,z 的 角 动 量 分 量 算 符 . 由 于 沿 任 一 轴 的 角 动 量 分 量 算 符 为 -ia/ap,p 是 绕 
该 轴 的 转角 ,我 们 有 
日 全 9 有 et 


J,.= ee 小 = i j= 了 


其 中 gp,,8,,9, 为 绕 相应 轴 的 转角 . 对 这 些 角 的 微 商 可 化 成 对 a,B,y 角 的 微 商 ， 
因为 无 限 小 转动 沿 转轴 可 作 夭 量 相 加. 图 20( §58) 用 欧 拉 角 表 出 了 无 限 小 转动 
6a,588,57 的 拓 量 方向 . 取 它 们 沿 定 轴 x,y,z 的 分 量 , 即 得 绕 定 轴 的 转角 

5p. = -sin a58 + cos asin B57y， 

5p, =eos a88 + sin asin B5y， 
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69., =6a + cos By. 
反 过 来 有 
pa = -cot Beos a5p. -cot Bsin app, + 69,, 
6B8 = -sin app. + cos aBgp,, 
cosa sin ae 
a 
从 这 些 表 式 得 
了 = |( -cos acot Ba sin | 
: BW 3 9 ,sinag 0 
小 = i( sin gootp 六 tora 让 + 诗人 声 )， 
a 


da 
当 把 算 符 刀 = -ia[aa 和 j= -i9/9y(y 为 绕 Z 轴 的 转角 ) 作 用 在 业 w 上 后 ,这 
些 算 符 分 别 被 M 和 上 所 代替 ( 波 函 数 与 和 7 角 的 关系 是 由 因子 exp(iaM + 
小 注册 1 汪汪 


,= 了 + 这 =e™ ( 功 -weap+ 寺 小 





j=/ -ij, 喜朗” "(Me eo p+ aL): 


剩 下 的 推导 和 号 28 末 完 全 一 样 . 我 们 从 方程 了 ,yj =0 出 发 ,此 式 对 M =J 
的 波 函 数 成 立 , 从 而 有 


( 商 -Jeo p+ 万 jwm =0， 


上 式 的 归 一 化 解 为 


了 导 I+1)! 1 1 
Yn = -1)7 ep ee (sin 8) 3 


归 一 化 积分 是 一 个 欧 拉 司 函数. 上 式 除了 一 个 相 因 子 外 ,实际 上 与 下 式 相同 ( 参 
考 (58.26) ) : 





J+1 
87” 

所 选 的 相 因子 与 (103.7) 中 的 定义 一 致 . 
对 Vmm 反 复 应 用 下 式 就 可 算出 MH <J 的 各 个 波 函 教 


fy = VOM T+ ML) Ym 
最 后 结果 与 (103.8) 相 同 , 该 处 的 函数 D 岂 为 (58.10) 和 (58.11) 式 ,并 计 及 了 这 





DI? (a,B,y). 
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些 函 数 的 对 称 性 质 (58. 18). 
2. 计算 非 对 称 陀 螺 的 (内 ' | 万 | 从) 矩阵 元 . 
解 :根据 (27.13) 式 得 


《| 及 = (Ik) = 二 DCT+D = 丰 ]， 
《8 天 IE+2》= (4+21 居 tb) = (EBIE#2) = -4+21 玉 1》 = 
= RDI+h+I) +t) 
为 简洁 计 , 短 隆 元 中 一 律 省 略 了 对 骨 指标 ,所 求 的 哈密 祷 量 矩阵 元 因此 为 
(k|HIE) = (a +b) [ICI+1) -已 ] + 二 ie ， 
(EIHIkE+2) =(k+2|H|Ik) = (1) 
= LTA tt) + 


相对 于 函数 组 (103. 12) 而 言 的 矩阵 元 ,可 通过 (1) 式 的 给 阵 元 表 出 : 
(k+|HIk+)=(k|HIE) (k¥1), 
(1z|HI1 +)=(1|H|1) + (1|H| -1), 
(kt|HIE+2, +4) =(k|H|IE+2) ,(k#¥0) 
(0+|HI2+) =V2(0|H|2). 

3 试 求 J=1 的 非 对 称 陀螺 的 能 级 . 

解 :三 次 的 久 期 方程 分 解 成 三 个 线性 方程 . 其 中 一 个 给 出 


B=(0+ 1HI0+) = +5), (3) 


(2) 


根据 上 式 可 以 立刻 写 出 其 它 两 个 能 级 ,因为 a,b,c 三 个 参量 是 以 对 称 的 方式 出 
现在 这 个 问题 中 ,从 而 有 


忆 = 二 如 (a+o， ,= b+e). (4) 


忆 ,E,E， 能 级 分 别 属 于 加 对 称 类 型 B,,B,,B. 这 些 态 的 波 函 数 为 内 = 凡 ,WW = 
Vis = i 

4. 同 题 2, 但 =2. 

解 : 久 期 方程 为 5 次 ,分 解 成 为 三 个 线性 方程 和 一 个 二 次 方程 . 从 一 个 线性 


四 题 2 至 题 5 中 ,采用 下 列 记号 使 公式 简化 : 
a=l/h, b=1/ls, e=1/le. 


@@ ”这 是 根据 对 称 性 的 考虑 例如 能 量 E, 对 于 参量 a。 和 4b 是 对 称 的 ,因此 它 的 态 对 二 轴 和 也 轴 具有 
同样 的 对 称 性 , 亦 即 属于 B 型 的 态 . 
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方程 得 
Ei = (2-14|2-) =21e+ 廊 (a+b), (5) 
这 是 属于 B, 型 的 一 个 能 级 . 由 此 立刻 可 知 ,一 定 有 B, 和 B, 型 的 其 它 两 个 能 级 : 
E, =21b + (a 4 大 =2PPa + 二 让 (1 可 


这 三 个 能 级 具有 波 函 数 峭 | = = 由 = 
二 次 方程 为 
(0+|HIO+)-E (2+|HI0O+) 
(2+ |HI0+) (2+|H|I2+) -El ， (6) 
解 出 得 
Es=P(atb+e) + /arb+e) -3(ab +bc rca) (7) 
这 两 个 能 级 属于 4 型 ,相应 波 函 数 为 和 由 5 的 线性 组 合 . 
5. 同 题 2, 但 J=3. 
解 : 久 期 方程 为 7 次 ,分 解 成 为 一 个 线性 方程 和 三 个 二 次 方程 . 线性 方程 给 
出 
有 =(2-| 末 2-》=2 记 (ea+b+ec)， (8) 
这 是 一 个 属于 4 型 的 能 级 . 一 个 二 次 方程 为 题 3 的 (6) 式 ,但 J 值 不 一 样 . 它 的 
根 为 


再 = (a +b) 2 TT (9) 


这 是 Bi 型 能 级 . 其 余 能 级 可 从 上 式 置换 a,b,c 后 得 到 . 

6. 具有 四 极 矩 的 一 个 系统 ,处 于 任意 的 外 电场 中 , 求 其 能 级 分 列 . 

解 : 取 张 量 9"*p/axigxi 的 三 个 主轴 为 坐标 系 ( 见 $76 题 3) ,哈密 顿 量 的 四 极 
乱 部 分 可 化 成 

=A 4BP+cR, A+B+C=0; 
由 于 上 式 和 (103.1) 式 的 哈密 顿 量 在 形式 上 完全 类 似 ,本 题 等 价 于 寻求 非 对 称 
陛 螺 的 能 级 ,唯一 区 别 是 现在 系数 之 和 A+B+C=0, 并 且 角 动量 还 可 具有 半 整 
数值 . 这 些 可 用 同样 的 方法 从 头 算 起 ,但 对 整数 了 值 可 用 题 3 和 题 5 的 结果 ,对 
前 几 个 J 值 ,所 得 的 能 级 移动 值 AE 如 下 : 
jks ME= ~/h; -B; -CG 


j= AB [3 + +); 


J =2: AE =34A,3B,3C, + V6(A +B' +C°). 
了 =3/2 时 分 裂 能 级 保持 双重 简 并 ,与 克拉 黑 斯 定理 ( $ 60) 一致. 
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$104 分子 的 振动 转动 相互 作用 


迄今 为 止 我 们 把 转动 和 振动 看 作 分 子 的 两 种 独立 运动 . 但 在 实际 上 ,这 两 种 
运动 的 同时 存在 产生 了 它们 之 间 的 特殊 相互 作用 ( E. Teller, L. Tisza, G. Placzek， 
1932 一 1933). 

让 我 们 先 从 线 型 多 原子 分 子 考虑 起 . 一 个 线 型 分 子 可 以 作 两 类 振动 ( 见 
$ 100 未 段 ) :频率 为 无 简 并 的 纵 振动 和 频率 为 双重 简 并 的 横 振 动 . 现在 我 们 对 
后 一 类 振动 感 兴趣 . 一 般 来 讲 , 作 横 振动 的 分 子 具有 某 种 角 动量 . 这 一 点 从 简单 
的 力学 考虑 看 来 是 很 明显 的 下 ,但 它 也 能 从 量子 力学 的 考虑 证 实 . 后 一 种 考虑 还 
能 使 我 们 求 出 该 角 动 量 在 所 给 振动 态 中 的 各 种 可 能 值 . 

我 们 假定 分 子 中 某 一 双重 频率 w。 受 到 了 激发 . 振动 量子 数 为 w 的 能 级 是 v 
+1 重 简 并 的 . 与 该 能 级 对 应 的 是 以 下 w+ 1 个 波 函 数 : 


Wi = 常数 xexp[ -于 ci(0 + 0 ] 及 (cos) 有 (cs0) 


其 中 ww + ws = 好, 或 者 是 这 些 波 函数 的 任意 的 独立 线性 组 合 . 与 指数 因子 相 磁 
的 那个 多 项 式 的 总 赛 次 (0。 的 等 加 上 0。, 的 短 ) ,对 这 些 函 数 讲 来 都 是 相等 的 并 
等 于 vw. 显然 ,我 们 总 能 选取 少 。。 的 下 列 线性 组 合作 为 基本 函数 组 : 


Wi = 常数 xexp[ -二 Ge(O5+O2) ] x 


x [ (Qs +i) "00, -ia ]. (104.1) 


方 括号 内 是 一 个 确定 的 多 项 式 ,我 们 只 写 出 了 它 的 最 高 次 项 .人 是 一 个 整数 ,可 
以 取 v。+1 个 不 同 的 值 wyn。 -2,0。 -4,…，, 一 v。. 

横 振 动 的 简 正 坐标 0。, 0。, 是 两 个 离开 分 子 轴 的 正 交 位 移 . 绕 轴 旋 转 角 
后 ,多 项 式 的 最 高 次 项 (因而 整个 函数 少 , 被 乘 以 

exp{ip (2 ) -二 (2 } = eeGibe) 

由 此 可 见 ,(104.1) 式 的 函数 对 应 于 角 动 量 的 轴 分 量 为 1, 的 一 个 态 . 

我 们 得 到 的 结论 是 ,双重 频率 w。 被 激发 的 态 (具有 量子 数 w ) 中 ,该 分 子 具 
有 一 个 能 取 下 列 诸 值 ( 相 对 于 分 子 轴 ) 的 角 动 量 

i De 一 朴 re 盖 和 (104.2) 

它 称 为 分 子 的 振动 角 动量 . 如 果 有 若干 个 横 振动 同时 被 激发 ,总 的 振动 角 动量 就 








名 例如 , 周 相差 为 二 的 两 个 正 交 横 振动 ,可 以 看 作 一 个 恋 折 分 子 绕 一 纵 轴 的 纯 转动 . 
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等 于 》 1,, 加 上 电子 轨道 角 动 量 以 后 ,给 出 该 分 子 沿 轴 的 总 角 动 量 1 


分 子 的 总 角 动 量 7 不 能 小 于 沿 轴 的 角 动 量 (与 双 原 子 分 子 的 情形 类 似 ) , 即 

J 的 取 值 为 
Ee 

换 句 话说 ,不 存在 J=0,1,…, |!1| -1 的 态 . 

简 谐 振动 的 情形 下 ,能量 只 和 量子 数 v。 有 关 而 与 1, 无 关 . 考虑 非 简 谐振 动 以 
后 ,振动 能 级 的 简 并 度 ( 对 1, 值 而 言 的 简 并 度 ) 有 所 解除 . 但 是 ,这 种 解除 是 不 完 
全 的 :分 裂 能 级 保持 着 双重 简 并 ,L 和 所 有 1, 同 时 改变 符号 的 两 个 态 具 有 相同 的 
能 量 . 这 是 因为 在 能 量 的 下 一 级 近似 ( 简 谐振 动 后 的 下 一 级 近似 ) 中, 出现/ 的 
二 次 型 goalsla(goa 是 常数 ). 通过 类 似 于 双 原 子 分 子 中 的 A 双 线 效应 ,这 种 


余 留 的 双重 简 并 即 可 得 到 解除 . 
回 到 非 线 型 分 子 时 ,首先 要 作 下 列 力学 性 质 的 说 明 . 对 于 任意 一 个 多 粒子 
( 非 线 型 ) 系 统 讲 来 ,就 有 一 个 怎样 把 振动 和 转动 完全 区 分 开 来 的 问题 ; 换 句 话 
说 ,我 们 怎样 去 理解 一 个 “ 非 转动 的 系统 ”. 乍 看 起 来 ,不 存在 转动 的 判 据 似乎 是 
角 动 量 等 于 零 : 
Emrxv =0 (104.3) 
(三 是 对 该 系统 的 粒子 求 和 ). 但 是 这 个 式 子 的 左边 并 不 等 于 某 一 坐标 函数 对 时 
间 的 全 微 商 . 因此 这 个 等 式 不 能 通过 对 时 间 的 积分 而 表 成 某 一 坐标 函数 等 于 零 
的 形式 . 但 这 正好 是 合理 地 定义 “ 纯 振动 "和 “ 纯 转 动 " 这 两 个 概念 所 需要 的 . 
因此 作为 无 转动 的 定义 ,我 们 必须 采用 下 列 条 件 : 
Emro xy =0， (104.4) 
式 中 7 是 粒子 平衡 位 置 的 径 矢 . 令 r=m +&, 是 小 振动 中 的 位 移 , 我 人 有 vw = 六 
= 站 , (104.4) 式 对 时 间 积分 后 得 
Emro xu =0. (104.5) 
该 分 子 的 运动 可 以 看 作 是 满足 条 件 (104. 5) 的 纯 振动 与 整个 分 子 转动 的 组 合 中. 
把 角 动 量 写成 以 下 形式 : 
Emrxv = Tmr xv + Emuxy, 
我 们 看 到 ,与 无 转动 定义 (104.4) 相 一 致 ,我 们 必须 把 mu xy 理解 为 振动 角 动 
量 . 但 是 必须 指出 ,这 个 角 动量 只 是 系统 总 角 动 量 的 一 个 部 分 , 它 根 本 不 守恒 . 因 
此 对 每 个 振动 态 只 能 附加 一 个 振动 角 动 量 的 平均 值 . 
不 具备 二 阶 以 上 对 称 轴 的 一 个 分 子 , 是 属于 非 对 称 陀 螺 型 的 . 这 类 分 子 中 的 


国 ”分 子 的 平 动 一 开始 就 可 除去 ;只 要 所 选 的 坐标 系 相 对 于 分 子 的 质心 保持 不 动 . 
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所 有 振动 频率 都 是 无 简 并 的 (它们 的 对 称 群 只 有 一 维 的 不 可 约 表示 ). 因此 所 有 
的 振动 能 级 不 存在 简 并 . 但 在 所 有 非 简 并 态 中 , 角 动 量 的 平均 值 一 定 等 于 零 ( 见 
$26). 由 此 可 见 , 在 非 对 称 陀 螺 型 的 分 子 中 ,所 有 态 的 振动 角 动量 平均 值 都 等 
于 零 . 

如 果 分 子 的 对 称 元 素 中 存在 着 一 个 二 阶 以 上 的 对 称 轴 , 这 个 分 子 就 属于 对 
称 陀螺 型 . 这 种 分 子 的 振动 频率 既 有 无 简 并 的 也 有 双重 简 并 的 . 对 前 者 振动 角 动 
量 的 平均 值 仍 等 于 零 . 对 双重 简 并 频率 讲 来 , 沿 分 子 轴 的 角 动 量 平均 值 并 不 等 于 
零 . 

计 和 人 振动 角 动 量 后 ,也 不 难 求 出 分 子 (对 称 陀 螺 型 ) 的 转动 能 量 表 式 . 它 的 
能 量 算 符 与 (103. 5) 式 的 差别 在 于 ,该 式 中 的 陀螺 转动 角 动 量 现在 要 改 成 总 角 
动量 /( 守 人 恒 量 ) 和 振动 角 动量 J(" 之 差 ， 


a 
hn =27 7 -J ) + [rh ) (104.6) 





所 求 的 能 量 等 于 平均 值 Hwa. (104. 6) 式 中 含有 了 分量 的 平方 项 ,这 些 项 给 出 
(103.6) 式 的 纯 转动 能 量 . J 分量 的 平方 项 给 出 的 是 和 转动 量子 数 无 关 的 常 
数 ,可 以 略 去 . 我 们 现在 感 兴趣 的 是 了 分 量 和 J" 分 量 的 乘积 项 ,这 些 项 代表 了 
分 子 振动 和 转动 的 相互 作用 , 称 为 科 里 奥 利 作用 (因为 它 对 应 于 经 典 力学 中 的 
科 里 奥 利 力 ). 对 这 些 项 进行 平均 时 ,应 该 注意 到 振动 角 动 量 的 专横 分 量 和 了 横 
分 量 的 平均 值 等 于 零 . 因此 科 里 奥 利 作 用 的 能 量 平均 值 为 

BR = -和 hk， (104.7) 
式 中 的 有 整数 ) 和 §103 中 的 一 样 , 是 总 角 动量 的 分 子 轴 投影 值 ,k, = 用 "为 标志 
该 振动 态 的 振动 角 动量 分 量 平均 值 ;与 上 值 不 同 , 包 不 是 一 个 整数 . 

最 后 来 研究 球 型 陀螺 式 的 分 子 . 它 包 括 了 对 称 群 为 任 一 立方 体 群 的 那些 分 
子 . 这 种 分 子 具 有 无 简 并 的 以 及 双重 和 三 重 简 并 的 频率 (对 应 于 立方 体 群 中 具 
有 的 那些 一 维 、 二 维和 三 维 不 可 约 表示 ). 振动 能 级 的 简 并 性 ,总 是 被 非 简 谐 运 
动 部 分 地 解除 ;考虑 了 这 个 效应 以 后 ,除了 无 简 并 能 级 外 只 留 下 双重 和 三 重 简 并 
的 能 级 . 我 们 现在 要 讨论 的 就 是 这 些 被 非 简 谐 运动 所 分 裂 的 能 级 . 

很 易 证 明 ,对 球 型 陀螺 式 的 分 子 讲 来 ,振动 角 动量 的 平均 值 不 但 在 非 简 并 的 
振动 态 中 等 于 零 ,而 且 也 在 双重 简 并 的 振动 态 中 等 于 零 . 这 一 点 只 要 根据 对 称 性 
的 考虑 就 可 以 证 明 . 实际 上 ,属于 同一 简 并 能 级 的 两 个 态 中 的 平均 角 动量 矢量 ， 
在 分 子 对 称 群 的 所 有 变换 下 必 相 互 变换 . 但 是 没有 一 个 立方 对 称 群 能 够 只 在 两 
个 方向 间 进行 相互 变换 ,至 少 要 有 三 个 方向 才能 进行 相互 变换 . 

根据 以 上 的 考虑 还 可 以 知道 ,对 于 三 重 简 并 振动 能 级 的 态 ,振动 角 动 量 的 平 
均值 并 不 等 于 零 . 经 过 对 振动 态 平均 以 后 , 角 动量 是 用 一 个 算 符 表示 ,其 矩阵 元 
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就 是 三 个 相互 简 并 态 之 间 的 跃迁 矩阵 元 . 与 态 数 相 一 致 ,这 个 算 符 一 定 具有 ci 


的 形式 ,其 中 的 1 是 单位 长 的 角 动量 算 符 ( 因此 时 21+1 =3) ,2 是 标志 该 振动 能 
级 的 常数 . 分 子 转动 运动 的 哈密 顿 量 为 


Bn = 和 (jj) 
经 过 上 述 平均 后 变 成 下 列 算 符 : 
2 De a i 
Bunn = + -Seii, (104.8) 


第 一 项 的 本 征 值 就 是 (103. 4) 式 的 转动 能 量 ,第 二 项 是 一 个 与 转动 量子 数 无 关 
的 不 重要 的 常数 . (104.8) 式 的 最 后 一 项 给 出 了 所 求 的 振动 能 级 的 科 里 奥 利 分 


裂 值 .了 .i 的 本 征 值 可 以 用 通常 方法 算出 ; 它 可 以 具有 ( 当 了 给 定 后 ) 三 个 不 同 
的 值 (对 应 于 矢量 1+J 的 三 个 值 :J+1,J -1,7). 结果 得 
= 


, , 
EY = Be], EME" = +1) ,ER =Be, (104.9) 
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分 子 波 函 数 是 电子 波 函 数 以 及 原子 核 振动 波 函 数 和 转动 波 函数 的 乘积 . 我 
们 已 经 分 别 地 讨论 了 这 些 函 数 的 对 称 类 型 及 其 分 类 . 现在 尚 待 讨论 整个 分 子 的 
谱 项 分 类 ,也 就 是 总 波 函 数 所 能 具有 的 对 称 性 . 

如 果 给 出 了 三 个 因子 对 某 一 变换 的 对 称 性 ,它们 的 乘积 对 该 变换 而 言 的 对 
称 性 也 就 被 确定 . 为 了 完备 地 标志 态 的 对 称 性 ,我 们 还 必须 知道 分 子 中 所 有 粒子 
(电子 和 核 ) 的 坐标 同时 反 演 时 总 波 函数 所 具有 的 行为 . 根据 总 波 函数 在 这 个 变 
换 下 变 号 还 是 不 变 号 ,我 们 把 相应 的 态 分 别称 为 负 的 或 正 的 下 
”但 是 必须 指出 ,只 有 对 不 存在 立体 异 构 体 的 分 子 , 态 的 反 演 特性 才 具 有 意 
义 . 如 果 存 在 着 立体 异 构 性 ,分子 经 反 演 后 所 得 的 位 形 不 能 通过 空间 旋转 与 原 位 
形 重合 ,这 些 就 是 分 子 的 “ 右 旋 " 异 构 体 和 “左旋 " 异 构 体 @. 因此 , 当 存 在 着 立体 
异 构 体 的 时 候 , 相 互 反 演 所 得 的 两 个 波 函 数 实质 上 属于 不 同 的 分 子 , 它 们 间 的 比 
较 就 失去 了 意义 @@. 

我 们 在 $ 86 中 看 到 , 双 原 子 分 子 中 的 核 自 旋 , 对 分 子 谱 项 按 其 简 并 度 的 排 
列 方式 ,以 及 对 某 些 情形 下 某 种 对 称 能 级 的 完全 受 禁 等 ,都 有 间接 的 重要 影响 . 





名 ”我们 习惯 地 但 不 太 理 想 地 采用 了 与 双 原 子 分 子 相同 的 术语 ( § 86). 

加 ”为 了 使 立体 异 构 体 能 够 存在 ,该 分 子 必须 没有 与 反射 有 关 的 任何 对 称 元 素 (没有 反 演 中 心 ,对称 
面 ,旋转 -反射 轴 ). 

图 严格 讲 来 ,量子 力学 给 出 的 这 两 类 异 构 体 间 的 跃迁 概率 总 是 不 等 于 零 . 可 是 这 个 概率 与 原子 核 
穿 过 势 刍 有 关 , 是 极 小 的 . 
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这 种 影响 对 多 原子 分 子 也 是 存在 的 . 但 是 现在 的 问题 要 复杂 得 多 ,需要 在 每 种 具 
体 情 况 下 应 用 群 论 方法 . 
这 个 方法 的 要 点 是 这 样 的 . 总 波 函 数 除了 坐标 部 分 外 (这 是 迄今 为 止 我 们 
所 研究 的 ) 还 有 自 旋 因 子 , 这 个 因子 是 所 有 核 自 旋 在 某 一 选 定 空间 方向 的 投影 
值 的 函数 , 一 个 原子 核 的 自 旋 投影 o 可 以 取 2i+ 1 个 不 同 值 (i 是 该 原子 核 的 自 
旋 ). 给 出 ri ,ca,…,aw(N 是 分子 中 的 原子 总 数 ) 的 所 有 可 能 值 后 ,共有 (2 + 
1) (2is +1)…(2in +1) 个 不 同 的 自 旋 因子 数值 . 在 每 一 种 对 称 变换 下 ,有 些 原子 
核 (同类 的 核 ) 对 调 了 位 置 ,如 果 设 想 自 旋 值 仍 “ 保 留 不 动 ”, 则 这 种 变换 就 等 价 
于 原子 核 间 的 自 旋 值 交 换 . 因此 ,各 个 自 旋 因 子 可 以 相互 线性 变换 ,从 而 给 出 分 
子 对 称 群 的 某 个 表示 (这 个 表示 一 般 讲 来 是 可 约 的 ). 把 它 分 解 成 为 不 可 约 表示 
后 , 即 得 自 旋 波 函数 所 能 具有 的 各 种 对 称 类 型 . 3 
对 于 自 旋 因 子 所 给 出 的 表示 ,很 易 写 出 它 的 特征 标 Xaw (G6) 的 一 般 公 式 . 为 
此 只 需 注 意 到 ,一 个 对 称 变换 中 只 有 这 样 一 些 自 旋 因 子 是 保持 不 变 的 ,这 些 因子 
中 被 对 调 的 原子 核 正 好 具有 相同 的 o, 值 . 除了 这 些 因子 外 其 它 的 自 旋 因子 会 相 
互 对 调 ,所 以 它们 对 特征 标 毫 无 贡献 . 记 住 o, 可 取 2i, + 1 个 值 ,我 们 就 有 
Xax( CG) =II(2i+1)， (105.1) 
式 中 的 连 乘积 是 若干 组 原子 的 连 乘积 (每 一 组 原子 提供 连 乘积 中 的 一 个 因子 ) ， 
每 一 组 原子 具有 相同 的 e, 值 并 在 所 给 的 G 变换 下 相互 易 位 . 
但 是 ,我 们 对 自 旋 函 数 的 对 称 性 质 不 如 对 坐标 函数 那样 感 兴趣 (我 们 所 指 
的 是 坐标 函数 对 核 坐标 置换 而 言 的 对 称 性 ,电子 的 坐标 则 保持 不 变 ). 这 两 种 对 
称 性 是 直接 相关 的 ,因为 任 一 对 原子 核对 换 后 ,总 波 函数 必须 变 号 或 者 保持 不 
变 ,要 看 它 服从 费 米 统计 还 是 玻 色 统计 ( 换 句 话说 ,总 波 函 数 必须 乘 以 ( - 1)2 
是 所 对 换 原子 核 的 自 旋 ). 我 们 在 特征 标 (105. 1) 中 引入 适当 的 因子 , 即 可 得 到 
下 式 所 示 的 群 表示 特征 标 X( 6) ,这 个 群 表示 中 包含 了 坐标 波 函 数 借以 变换 的 所 
有 不 可 约 表示 : 
光 (G) =I(2 +1)( -1) "> (105.2) 
mm 是 6 变换 下 进行 相互 易 位 的 第 a 组 原子 核 中 的 原子 核 数 . 把 这 个 表示 分 解 成 
为 各 个 不 可 约 成 分 后 , 即 得 该 分 子 坐 标 波 函 数 所 能 具有 的 各 种 对 称 类 型 以 及 各 
个 相应 能 级 的 简 并 度 ( 今 后 所 讲 的 简 并 度 , 都 是 指 原子 核 系 统 的 不 同 自 旋 态 
数 @). 
每 一 类 型 的 对 称 态 ,与 分 子 中 等 价 原子 核 组 的 某 一 总 自 旋 值 相 联系 (等 价 
原子 核 组 在 分 子 对 称 群 的 变换 下 相互 易 位 ). 这 种 联系 并 不 是 单 值 的 :每 一 类 型 
的 对 称 态 可 以 和 等 价 原子 核 组 的 不 同 自 旋 值 相 联 系 . 在 每 种 具体 情形 下 也 可 以 


外 ”这 种 意义 下 的 能 级 简 并 度 ,通常 称 为 该 能 级 的 核 统计 权重 ( 见 $86 最 后 一 个 附注 ). 
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用 群 论 方法 确定 这 种 联系 . 

作为 一 个 例子 ,我 们 来 考虑 非 对 称 陀螺 型 的 乙烯 分 子 C?H;( 图 43g ,对称 群 
为 D,,). 化 学 符号 右上 角 的 数字 标明 了 所 属 的 同位 素 , 这 个 指标 是 必要 的 ,因为 
不 同 的 同位 素 具有 不 同 的 核 自 旋 . 目前 情形 下 H' 的 核 自 旋 等 于 1/2 而 C” 的 核 
自 旋 等 于 零 . 因此 只 需 考虑 氢 原 子 . 

我 们 取 图 43g 中 所 画 的 坐标 系 ,z 轴 垂 直 于 分 子平 面 ,z 轴 沿 分 子 轴 . 对 xy 
面 反射 时 所 有 的 原子 保持 不 动 , 其 它 的 反射 和 旋转 使 氢 原 子 成 对 地 对 换 . 按 
(105.2) 式 可 得 下 列 群 表示 特征 标 : 


E a(xy) (xz) oa(y:) 人 Ca(z) CO) C(x) 





16 16 4 4 4 4 4 4 


把 这 个 表示 分 解 成 不 可 约 成 分 ,结果 发 现 它 含 有 以 下 几 种 D,, 群 的 不 可 约 表 示 : 
74,,3B\,,3B,,,3B,,. 数字 代表 可 约 表示 中 包含 该 不 可 约 表示 的 次 数 :这 些 数字 
也 就 是 各 个 相应 能 级 的 核 统 计 权 重 下 . 

以 上 所 得 的 乙烯 分 子 态 的 分 类 ,是 对 总 (坐标 ) 波 函 数 ( 包 括 电子 ,振动 和 转 
动 部 分 ) 而 言 的 . 但 在 通常 情况 下 ,我 们 对 以 上 结果 的 兴趣 往往 在 另 一 方面 . 这 
就 是 说 ,知道 了 总 波 函 数 所 能 具有 的 对 称 性 以 后 ,只 要 给 定 电子 态 和 振动 态 ,就 
可 以 直接 求 出 所 能 具有 的 各 种 转动 能 级 (以 及 它们 的 统计 权重 ). 

我 们 以 基态 电子 谱 项 的 最 低 振动 能 级 (振动 未 被 激发 的 能 级 ) 的 转动 结构 
为 例 ,假定 基态 的 电子 波 函 数 是 全 对 称 的 (符合 所 有 多 原子 分 子 的 实际 情况 ). 
在 这 种 情况 下 ,总 波 函数 的 绕 轴 旋转 对 称 性 也 就 是 转动 波 函 数 所 具 的 对 称 性 . 和 
以 上 所 得 的 结果 相 比较 ,我 们 就 可 以 知道 ,乙烯 分 子 中 4 和 B, 型 的 转动 能 级 是 
正 的 ( 见 $103), 且 有 统计 权重 7 和 3; 而 B, 和 B, 型 的 能 级 是 负 的 ,统计 权重 等 
于 本 

和 双 原子 分 子 一 样 ( 见 .$ 86 末 ) ,由 于 核 自 旋 与 电子 的 作用 极 弱 , 乙 烯 分 子 
中 核对 称 性 不 同 的 态 实际 上 不 能 相互 跃迁 ,因此 处 于 这 些 态 中 的 分 子 ,犹如 同一 
物质 的 不 同 变态 . 故 乙烯 C; H, 具有 四 种 变态 ,其 核 统计 权重 分 别 为 7,3,3,3. 

作出 上 述 结论 时 ,要 点 在 于 对 称 性 不 同 的 态 是 属于 不 同 能 级 的 (其 间距 远 
大 于 核 自 旋 的 作用 能 ). 对 于 核对 称 性 不 同 的 态 属于 同一 简 并 能 级 的 那 种 分 子 
讲 来 ,上 述 结论 不 能 成 立 . 

再 举 一 个 例子 ,对称 陀螺 型 的 氨 分 子 N"H;( 图 41 ,对 称 群 C,). N" 的 核 自 
旋 等 于 1,H' 的 核 自 旋 等 于 1/2. 应 用 (105.2) 式 , 即 得 我 们 感 兴趣 的 C,, 群 表示 
的 特征 标 : 


外 每 一 类 型 的 态 与 乙烯 分 子 中 四 个 H 原子 的 总 自 旋 值 的 关系 ,在 题 1 中 推导 . 
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它 含有 以 下 的 C,, 群 不 可 约 表示 :124, ,6E, 因 此 有 两 类 能 级 :它们 的 核 统计 权重 
等 于 12 和 60. 

对 称 陀螺 的 转动 能 级 (了 值 为 给 定 ) 是 按 量子 数值 分 类 的 . 和 上 例 一 样 ,我 
们 来 考虑 NH, 分 子 基态 电子 谱 项 的 最 低 振动 能 级 的 转动 结构 (也 就 是 假定 电子 
波 函 数 和 振动 波 函数 都 是 全 对 称 的 ). 在 求 转动 波 函 数 的 对 称 性 的 时 候 我 们 应 
该 注意 到 ,有 意义 的 只 是 指 绕 轴 旋转 下 的 变换 性 质 . 因此 可 以 把 对 称 平面 改 成 垂 
直 于 这 些 平面 的 一 些 二 阶 对 称 轴 ( 对 一 平面 的 反射 等 价 于 绕 这 样 一 个 二 阶 轴 旋 
转 再 加 上 一 次 反 演 ). 在 目前 情形 下 ,所 考虑 的 C, 群 就 可 以 换 成 和 它 同 构 的 D， 
点 群 . 

= 二 |k| 的 转动 波 函 数 绕 三 阶 竖 直 轴 进行 C, 旋 转 后 被 乘 以 e*?r14P, 如 绕 
二 阶 水 平 轴 进 行 U, 旋 转 则 发 生 相 互 变换 ,因此 它们 给 出 了 D, 群 的 一 个 二 维 表 
示 . 如 果 |k| 不 是 3 的 倍数 ,这 个 表示 就 是 不 可 约 的 E 表示 . 总 波 函 数 的 C,, 群 表 
示 , 可 以 按 谱 项 的 正 或 负 对 x(U,) 乘 以 +1 或 -1 后 得 到 .但 由 于 表示 中 的 
X(U) =0, 因 此 不 论 谱 项 的 正 负 仍 都 得 到 表示 (但 此 时 为 C,, 群 的 表示 不 是 
D, 群 的 表示 ). 由 此 得 出 结论 , 当 |k| 不 等 于 3 的 倍数 时 , 正 负 能 级 都 是 可 能 的 ， 
核 统计 权重 为 6( 总 坐标 波 函 数 的 对 称 性 属于 EE 型 ). 

当 |k| 为 3 的 倍数 (但 不 等 于 零 ) 时 ,转动 波 函 数 给 出 的 (D, 群 ) 表 示 具 有 下 
列 特 征 标 : 


这 个 表示 是 可 约 的 ,分 解 为 4 ,4, 表 示 . 为 了 使 总 波 函 数 属于 C,, 群 的 4, 表 示 , 转 
动能 级 4 必须 是 负 的 ,4; 必 须 是 正 的 ,由 此 可 见 , 当 站 | 为 3 的 倍数 并 且 不 等 于 
零 时 , 正 负 能 级 都 是 可 能 的 , 核 统计 权重 为 12( 能 级 为 4, 型 ). 

最 后 ,对 应 于 角 动 量 分 量 上 = 0 的 只 有 一 个 转动 函数 ; 它 所 给 出 的 表示 具有 
特征 标 @ 


1 1 (=-1)7 


外 4: 型 谱 项 的 氢 核 总 自 旋 为 3/2,E 型 谱 项 的 氧 核 总 自 施 为 1/2. 注意 在 不 可 约 表示 中 出 现 二 维 的 
表示 E 并 不 表示 在 分 子 能 级 中 出 现 附加 的 简 并 ,这 是 置换 简 并 ,在 §63 中 已 经 说 过 . 
回 角 动 量 值 为 /而 投影 值 为 零 的 本 征 函 数 旋转 = 角 后 被 乘 以 ( -1)7， 
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如 果 总 波 函 数 为 4, 型 对 称 , 它 经 反 演 后 必然 给 出 ( - 1) 所 因子. 由 此 可 见 ,当天 
=0 时 ,J 值 为 偶数 的 能 级 只 能 是 负 的 ,J 值 为 奇数 的 能 级 只 能 是 正 的 ;两 种 情形 
下 的 统计 权重 都 等 于 6(4, 型 能 级 ). 
总 结 以 上 结果 , 即 得 下 表 , 表 中 列 人 了 各 种 不 同 值 时 N*H 分 子 的 基态 电 
子 谱 项 最 低 振 动能 级 所 能 具有 的 各 种 态 ( 符 号 +, -表示 正 态 和 人 负 态 ): 
(+) | (-) 








1#| 不 是 3 的 倍数 6E 6E 
1#| 是 3 的 倍数 124; 124: 
J 为 偶数 = 64, 
k=0, 
本 为 奇数 6A4, a 





J 和 上 给 定 以 后 ,NH 分 子 的 能 级 一 般 讲 来 是 简 并 的 (还 可 参考 题 3 中 ND, 的 
表 ). 这 种 简 并 性 由 于 下 列 特殊 效应 而 被 部 分 地 解除 ,这 个 效应 与 氢 原 子 的 有 限 质 
量 以 及 与 氨 分 子 的 形状 扁平 有 关 . 该 分 子 
中 的 原子 作 不 大 的 竖 直 位 移 后 就 有 可 能 从 
图 44 的 一 个 位 形 跃迁 到 另 一 个 位 形 ,这 两 人 
个 位 形 可 以 通过 对 一 个 平面 的 反射 而 相互 


得 到 ,这 个 平面 平行 于 三 角 锥 的 底 边 . 这 种 TS 





跃迁 导致 了 能 级 的 分 裂 , 使 正 负 能 级 彼此 N 
分 开 . (一 维 情形 下 与 此 类 似 的 效应 见 $50 
题 3). 这 两 个 位 形 被 一 个 “ 势 又 "所 隔 开 ， 图 44 


能 级 分 裂 值 与 原子 穿 过 这 个 “ 势 牟 "的 概率 成 正比 . 氨 分 子 的 这 个 概率 尽管 由 于 以 
上 所 讲 的 性 质 而 比较 大 ,但 是 它 的 分 裂 值 还 是 很 小 的 (10… eV). 
球 型 陀螺 式 分 子 的 例子 , 见 本 节 题 5. 


习 题 


1. 确立 C3*Hs 分 子 中 态 的 对 称 性 与 该 分 子 中 氢 核 总 自 核 间 的 关系 . 

解 :D 四 个 HH' 核 的 总 自 旋 可 以 具有 1=2,1,0 三 个 值 , 它 的 投影 Mi 可 取 2 
到 -2 的 各 个 值 . 我 们 从 M, 的 最 大 值 开始 ,逐个 地 考虑 Mi 值 相同 的 那些 自 旋 因 
子 所 给 出 的 表示 . 

Mi=2 时 只 有 一 个 自 旋 因 子 ,其 中 所 有 原子 核 的 自 旋 投 影 值 都 等 于 1/2. M， 
=1 时 有 四 个 不 同 的 自 旋 因 子 ,它们 的 区 别 在 于 四 个 原子 核 中 一 个 核 的 自 旋 投 


影 值 等 于 - 方 . 最 后 ,Mi =0 时 有 六 个 不 同 的 自 族 因 子 ,要 看 选取 哪 两 个 核 的 自 


四 应 用 壬 换 群 的 方法 求解 类 似 的 问题 ,可 以 考虑 1.G. Kaplan 的 书 ( 见 $63) ,第 6 章 ,$2. 


“Wn 第 十 三 章 多 原子 分 子 





旋 投 影 值 等 于 - 方 . 这 三 组 自 旅 因子 给 出 的 三 套 群 表示 特征 标 如 下 表 所 示 . 








[下 
E o(xy) o(xz) o(y) 了 C:(z) Ca(y) C(x) 
W=2 | 1 1 1 1 1 1 1 1 
融 jsl | 运 4 0 0 0 0 0 0 
Mi =0 | 6 6 2 2 芝 2 2 





























第 一 个 表示 是 单位 表示 4，; 由 于 1=2 时 才能 有 Mi =2, 因 此 4, 型 的 态 对 应 
于 自 旋 1=2. 

Mi =1 时 可 以 有 1=1 和 1=2, 第 二 个 表示 减 去 第 一 个 表示 后 再 把 它 分 解 成 
不 可 约 表示 ,结果 发 现 1=1 时 有 B,,,B,,,B,, 三 种 态 . 

最 后 ,Mi =0 时 可 以 具有 Mi =1 的 各 个 表示 和 1=0 的 表示 . 第 三 个 表示 减 
去 第 二 个 表示 后 得 到 两 个 A, 态 ,对 应 于 自 旋 1=0. 

2. 对 C2H ,CH ,NO 分 子 , 求 总 ( 坐标) 波 函 数 的 对 称 类 型 及 其 相应 能 
级 的 统计 权重 [ 所 有 这 些 分 子 具有 同一 形式 , 核 自 族 为 i(H?) =1,i(C") =1/2， 
i(N"*)=1]. 

解 :与 本 节 所 讲 的 CH 分 子 的 方法 相同 , 求 得 下 列 各 态 ( 所 选 的 坐标 轴 也 
和 例 中 的 一 样 ) : 








本 尝 (+) (-) 
a 274,, 18B,, 18B,,, 18B,, 
CHI 164,, 12B,, 12B,,, 24B,, 
Ni Ow 64。 3B,, 





3. 同上 题 ,但 分 子 为 N"H? 
解 :与 本 节 中 N"H3 分 子 的 做 法 一 样 , 求 得 的 态 为 304, ,34, ,24E. 
对 基态 电子 谱 项 最 低 振动 能 级 讲 来 ,不 同 的 大 值 具有 下 列 各 态 : 








|*| 不 是 3 的 倍数 24E 24E 


|#| 是 3 的 倍数 304, ,34， 304, ,34, 
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4， 与 上 题 同 ,但 分 子 为 CYHs( 见 图 43f; 对 称 群 为 D,,). 
解 :可 能 态 具有 下 列 类 型 :74,e,14i。,342e,1342r,9B。,11 尼 . 
对 基态 电子 谱 项 最 低 振动 能 级 讲 来 ,可 得 下 列 各 态 : 





|*| 不 是 3 的 倍数 11E, 
1#| 是 3 的 倍数 1A,,,13A,, 
tof! 为 偶数 14,, 

J 为 奇数 134,, 








5， 同上 题 , 但 为 甲烷 分 子 CH4(C 原子 在 四 面体 中 心 ,四 个 H 原子 在 顶 
角 ). 

解 :这 个 分 子 属于 球 型 陀螺 式 ,对 称 群 为 T,. 用 同一 方法 可 以 求 出 可 能 态 的 
类 型 为 :54,,1E,3F" (分 子 的 总 自 旋 相 应 地 等 于 2,0,1). 

球 型 陀螺 的 转动 态 是 按 总 角 动量 ] 值 分 类 的 .每 个 ] 值 有 2J +1 个 转动 函 
数 ,给 出 了 O 群 的 一 个 2J+1 维 表示 ,O 群 与 7, 群 同 构 , 它 是 把 Tu 群 中 的 所 有 
对 称 平面 换 成 垂直 于 它 的 二 阶 轴 后 得 到 的 . 这 个 表示 的 特征 标 由 (98.3) 式 所 确 
定 . 例如 J =3 时 可 得 下 列 群 表示 特征 标 : 


E 8C， 6C: 6C， $0 








7 | 1 | -1 -1 | = 





其 中 所 含 的 O 群 不 可 约 表示 为 4 ,F, ,Pa. 再 来 研究 基态 电子 谱 项 最 低 振动 能 级 
的 转动 结构 ,所 得 的 结论 是 ,J =3 时 总 波 函 数 为 4 型 的 能 级 只 能 是 正 的 ,F 型 态 
的 能 级 则 可 正 可 负 , 对 于 前 几 个 了 值 , 可 得 下 列 各 态 ( 它 们 的 核 统 计 权 重 也 一 起 
写 出 ) : 








54,,3F, 3F, 
1E,3F, 54,,1E,3F, 
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$31 中 导出 的 角 动 量 相 加 法 则 ,给 出 了 角 动 量 为 所 和 元 的 两 个 粒子 (或 两 个 
更 复杂 的 部 分 ) 所 组 成 的 系统 总 角 动 量 的 各 种 可 能 值 . 这 个 法 则 实际 上 和 波 函 
数 的 空间 旋转 性 质 密切 相关 ,并 可 根据 旋 量 的 性 质 立即 得 出 . 

角 动 量 为 记 和 户 的 粒子 波 函 数 分 别 是 2j, 秩 和 2j, 秩 的 对 称 旋 量 ,系统 的 波 函 
数 则 等 于 它们 的 乘积 : 


ba 2 

ee po (106.1) 
这 个 乘积 对 所 有 的 指标 对 称 化 后 ,得 到 一 个 2( 记 + 户 ) 秩 的 对 称 旋 量 ,对 应 于 总 
角 动 量 为 户 + 疡 的 态 . 如 果 我 们 把 乘积 (106. 1) 中 的 一 对 指标 缩 并 掉 ,其 中 的 一 
个 指标 取 自 w'" 另 一 个 指标 取 自 ww” (否则 缩 并 后 等 于 零 ) ,由 于 yw 和光 都 
是 对 称 旋 量 ,A,w,… 和 p,c,… 中 不 管 取 哪 一 对 指标 进行 缩 并 都 是 一 样 的 ,经 过 
对 称 化 以 后 ,得 到 一 个 2( 六 + 户 -1) 秩 的 旋 量 ,对 应 于 角 动 量 为 廊 + 方 -1 的 
态 电 继续 这 种 手续 ,可 得 从 广 + 记 直到 1 -js1 的 j 值 各 一 次 ,和 已 知 的 角 动 量 相 


四 ”严格 讲 来 ,我 们 总 是 考虑 这 样 一 个 系统 (以 后 不 必 每 次 声明 ) , 它 的 各 部 分 之 间 相 互 作用 很 能 ,以 
致 每 部 分 的 角 动量 在 一 级 近似 下 可 以 看 作 是 守恒 的 . 

下 面 所 得 的 全 部 结果 ,当然 不 但 能 应 用 于 两 个 粒子 (或 粒子 系统 ) 的 总 角 动 量 的 相 加 ,而 且 也 能 应 用 
于 同一 系统 的 轨道 角 动量 和 自 施 的 相 加 ,假如 自 旋 - 轨道 确 合 是 足够 的 弱 的 话 - 

回 为 避免 误解 , 作 下 列 说 明 是 有 益 的 . 双 粒 子 系统 的 波 函数 永远 是 一 个 2() + 户 ) 秩 的 旋 量 ,这 个 秩 
数 一 般 地 不 等 于 21 是 该 系统 的 总 角 动量 . 但 是 ,这 个 旋 量 可 以 等 价 于 一 个 低 秩 旋 量 . 例如 , 角 动量 站 = 记 


= 村 的 双 粒 子 系统 波 函数 是 一 个 2 秩 旋 量 . 但 如 总 角 动 量 j=0, 这 个 旋 量 是 反对 称 的 ,因而 可 化 成 一 个 标 


量 ,一 般 讲 来 ,总 角 动 量 j 确定 了 该 系统 旋 量 波 函 数 的 对 称 性 : 它 对 3/ 个 指标 是 对 称 的 并 对 其 余 指标 反对 
称 . 
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加 法 则 相 一 致 

从 数学 上 讲 来 ,这 就 是 把 旋转 群 两 个 不 可 约 表示 (2j, +1 维和 2j, +1 维 ) 的 

直 积 D”x 刀 ”分 解 为 不 可 约 成 分 ,于 是 角 动量 的 相 加 法 则 可 写成 
DW x DH sD FDIaD 4 DD. 

为 了 完全 解决 角 动 量 相 加 问题 ,我 们 还 须 研究 怎样 由 两 个 组 成 粒子 的 波 函 
数 构造 具有 给 定 总 角 动 量 值 的 系统 波 函 数 问题 . 

我 们 先 从 简单 情形 开始 , 亦 即 两 个 角 动量 相 加 后 所 得 的 总 角 动 量 等 于 零 的 
情形 . 此 时 显然 有 方 = 疡 以 及 角 动 量 分 量 m, = - ma. 令 赂 为 一 个 粒子 的 归 一 化 
状态 波 函数 ( 呈 非 旋 量 形式 ) ; 它 具 有 角 动量 7 和 分 量 m. 所 求 的 系统 波 函 数 加 ， 
等 于 m 信和 相反 的 而 个 站 子 流 函 效 的 区 积 之 和 

7 -mi CD 2) 

< Ws (106.2) 
j 等 于 六 和 户 的 公共 值 . 求 和 式 前 的 因子 来 自 归 一 化 . 求 和 式 中 的 各 个 系数 必须 
有 具有 相同 的 绝对 值 , 因 为 所 有 的 角 动 量 分 量 值 m 应 该 是 等 概率 的 . (106.2) 式 中 
的 符号 序 次 很 易 用 波 函 数 的 旋 量 形式 求 出 .采用 旋 量 记号 ,(106.2) 中 的 求 和 式 
为 下 列 标量 (系统 总 角 动量 为 零 ) 

py, (106.3) 
它 是 由 两 个 秩 旋 量 所 组 成 . 根据 上 式 , 我 们 可 从 (57.3) 式 直接 求 出 (106.2) 式 
中 各 项 的 符号 . 

但 应 注意 ,一 般 讲 来 我 们 只 能 确定 求 和 式 (106.2) 中 各 项 的 相对 符号 ,至 于 
整个 求 和 式 的 符号 则 可 能 与 角 动 量 的 “ 相 加 次 序 " 有 关 . 实际 上 ,如 果 把 y" 中 
所 有 的 旋 量 指标 全 部 下 降 ( 有 j +m 个 指标 为 1,j-m 个 指标 为 2) 并 把 wy” 中 的 
指标 全 部 上 升 ,(106. 3 ) 的 标量 就 要 乘 以 ( -1)”, 当 j 为 半 整 数 时 就 要 变 一 符 
号 . 

其 次 ,我 们 来 考虑 总 角 动量 为 零 的 一 个 系统 ,由 角 动 量 为 方太 法 分 量 为 mi， 
ms ,m3 的 三 个 粒子 所 组 成 . 总 角 动 量 等 于 零 的 条 件 是 m, + ma + ms =0, 并 且 几 ， 
方 沪 中 任意 一 个 的 值 可 以 从 其 它 两 个 值 的 矢量 相 加 法 则 中 得 到 ,也 就 是 说 ,ji ,j， 
族 在 几何 上 应 该 是 一 个 封闭 三 角形 的 三 条 边 . 换 句 话说 ,每 一 个 值 介 于 其 它 两 值 
的 和 与 差 之 间 : 

歧 - 户 | < 方 < 放 + 广 ,等 等 
代数 和 广 + 户 + 户 显 然 是 一 个 整数 . 


所 考虑 系统 的 波 函 数 为 下 列 求 和 式 : 
i (106.4) 


每 个 六 的 取 值 是 从 -六 到 广 这 个 公式 中 的 系数 称 为 维 格 纳 ( Wigner)3j - 符号 . 按 


* 394. 第 十 四 章 ” 角 动量 的 相 加 





定义 仅 当 m, + ma + ms =0 时 它们 才 不 等 于 零 . 

置换 下 标 1,2,3 时 ,(106.4) 式 的 波 函数 只 能 改变 一 个 不 重要 的 周 相 因子 . 
实际 上 3 符号 可 以 全 部 定义 成 实 量 ( 见 后 面 ) ,yo 的 不 确定 性 就 变 成 只 是 它 的 公 
共 符号 的 不 确定 性 (正如 (106.2) 式 的 函数 那样 ). 这 意味 着 3 符号 中 列 的 对 换 
使 它 或 者 不 变 或 者 变 一 符号 . 

确定 求 和 式 (106.4) 中 系数 (31 符号 的 常用 定义 ) 的 一 个 最 对 称 的 方法 是 这 
样 的 .采用 旋 量 记号 ,w。 是 由 三 个 旋 量 wy ,wy ,yw 的 乘积 经 过 全 部 指 
标的 缩 并 后 形成 的 一 个 标量 ,每 一 对 缩 并 指标 取 自 其 中 的 两 个 不 同 旋 量 . 对 粒子 
1 和 2 讲 来 , 缩 并 时 yw" 取 上 标 y” 取 下 标 ;对 粒子 2 和 3, 缩 并 时 y” 取 上 标 
中 取 下 标 ;对 粒子 3 和 1, 则 yw 取 上 标 w'" 取 下 标 . 很 易 证 明 ,这 三 类 缩 并 指 
标 分 别 有 记 + 户 一 户 ; 记 + 太一 记 和 刻 + 方 - 广 对 . 这 个 缩 并 规则 唯一 地 确定 了 yo 的 
符号 . 

显然 ,采用 了 这 个 定义 以 后 ,指标 1,2,3 的 循环 置换 使 保持 不 变 . 这 意味 
着 3; 符号 对 列 的 循环 置换 保持 不 变 . 很 易 看 出 ,1,2,3 中 任意 两 个 指标 的 对 换 ， 
会 使 ji +j, + 记 对 旋 量 指标 发 生 升降 ,这 意味 着 yo。 要 乘 以 ( - 1) 信和 2; 换 句 话说 ， 
31 符号 具有 下 列 性 质 ， 

人. 六 te 而 站 jss， (106.5) 
m, mi my m) m; my 

即 当 广 + 户 + 户 为 奇数 时 ,任意 两 列 的 对 调 要 变 一 符号 . 

最 后 ,很 易 看 出 

| 记 应 记 bt 让 六 } (106.6) 
=W We = 育 y m m my 

每 个 角 动量 :分 量 的 变 号 可 看 作 绕 y 轴 转 r 角 的 结果 ,这 等 价 于 把 所 有 的 旋 量 
下 标 上 升 并 同时 把 所 有 的 上 标 下 降 ( 见 (58.5) 式 ). 

从 (106.4) 式 出 发 ,可 以 导出 一 个 重要 公式 ,这 个 公式 能 够 给 出 具有 给 定 j 
和 m 值 的 双 粒子 系统 的 yn 波 函 数 ,为 此 ,我 们 把 粒子 1 和 2 一 起 看 作 一 个 系 
统 . 由 于 这 个 系统 的 角 动 量 j 和 粒子 3 的 角 动 量 户 相 加 后 所 得 的 总 角 动 量 等 于 
零 , 故 一 定 有 j= 有 ,m= -ms 按 (106.2) ,我 们 可 写成 

1 i 

万 洒 2 CD yb (106.7) 
此 式 应 该 和 (106.4) 式 比较 (该 式 中 的 户 ,ms 改 成 户 -m). 在 这 里 ,我 们 首先 要 计 
及 这 样 的 事实 ,(106.7) 中 的 求 和 是 按 (106.3) 式 的 构造 法 则 进行 的 ,与 (106.4)》 
的 求 和 式 的 构造 法 则 并 不 一 致 ;为 了 把 (106.7) 化 成 (106.4) 的 形式 ,不 难看 出 ， 
我 们 必须 把 粒子 1 和 3 的 每 对 缩 并 指标 上 下 对 调 一 下 ,这 就 产生 了 一 个 附加 因 





Wo = 
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子 ( -022 比较 的 结果 为 了 
Wa =( hn VT [ a jw， (106.8) 
mm (TL ma -m 
式 中 对 m, ,m, 的 求 和 应 满足 m, + ma = m 的 条 件 . 
(106. 8) 式 给 出 了 我 们 所 需要 的 表 式 , 它 把 角 动 量 为 方 和 户 的 两 个 粒子 波 函 
数组 合成 为 系统 的 波 函 数 . 该 式 可 写成 
Wn = mm ljm) Yh YD ms = mm), (106.9) 


式 中 的 系数 
mom) = 7 a 

Se 

组 成 一 个 变换 矩阵 , 它 把 (21 +1) (2 + 1) 个 正 交 归 一 化 的 完备 波 函 数 Imims 》 

变换 成 为 同样 完备 的 1jm) 波 函数 组 (具有 给 定 的 广 岂 值 ). 这 种 系数 称 为 矢量 看 

合 系 数 或 克 莱 布 什 -高 丹 (Clebsch - Gordan) 系数 . 记号 (mm ljm) 就 是 一 组 本 

数 展 为 另 一 组 函数 时 常用 的 (11. 18) 式 中 的 展开 系数 的 记号 . 为 简洁 计 ,我 们 已 

在 记号 中 省 略 了 两 组 函数 共有 的 量子 数 户 和 六 必要 时 可 恢复 成 

Cimams jsjm) ©, 

(106.9) 的 变换 矩阵 是 么 正 的 ( 见 $12). 因此 道 变换 系数 


hh 


imi = him tm lm m2) ns (106.11) 


i fal 
等 于 (106.9) 式 中 变换 系数 的 复 共 思 . 后 面 将 指出 ,这 些 系数 都 是 些 实 量 ,因此 
简单 地 有 


] (106. 10) 


(mm ljm) = (jmlmm,). 
根据 量子 力学 的 一 般 规则 , (106. 11) 中 展开 系数 的 平方 给 出 了 系统 具有 某 个 j 
和 mm 值 的 概率 ( 当 岂 ,m, 和 户 ,m, 为 给 定时 ). 
变换 (106.9) 的 么 正 性 意味 着 它 的 系数 满足 一 定 的 正 交 条 件 . 根据 (12. 5) 
和 (12.6) 式 有 


FE mm lim) (mm fm’) = 


mm 


外 根据 (60.2) 式 ,时 间 反 演 下 , 波 函 数 变 成 
Pa 1) i,-m 
很 易 验 证 ,(106.8) 式 的 右边 确实 同 其 左边 一 样 按 上 式 变换 的 . 
加 克 莱 布 什 - 高 丹 系数 (CG 系数 ) 在 有 的 文献 中 记 作 
4 或 耽 


ma Cima 
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=(2+1 
Ws db 





Ss (106.12) 
ECmm ljm) mim’ ljm) = 
8 Vw 了 
> wn jl | |- 
7 m m mlm, m’, -m 
=5. 5 (106.13) 


ao 


31 符 号 的 一 般 显示 表达 式 是 相当 宛 长 的 . 它 可 写成 @ 
. 为 洲 |- 芝 + 六 一方)1 (六 -六 + 方 )1 (一 矶 + 大 + 广 )1 ] 
(+P+ 六 +I1)1! 
*[Ch+tm)! (太一 mmD)! htm)! (大 -ma)! (htm)! (h-m)!l]' x 
WW i - 0 a 
mm 
(106.14) 
式 中 对 所 有 的 整数 : 值 求 和 ,但 由 于 负 整 数 的 阶乘 为 无 穷 大 ,这 个 求 和 式 中 只 有 
为 数 有 限 的 项 . 求 和 式 前 的 系数 明显 对 称 于 下 标 1,2,3; 把 求 和 变量 z 的 值 变换 
一 下 即 可 看 出 求 和 式 本 身 也 具有 这 种 对 称 性 . 
除了 根据 3) 符号 的 定义 直接 导出 的 对 称 性 质 (106.5) 和 (106.6) 式 以 外 ,3j 
符号 还 存在 着 其 它 一 些 对 称 性 质 ,但 它们 的 推导 较为 复杂 ,我 们 不 在 这 里 给 出 . 
所 讲 的 这 些 对称 性 可 用 3) 符号 的 参量 所 组 成 的 下 列 3 x3 数值 表 很 好 地 表达 出 


来 : 
人 
m, ma my | 
育 tm tm tm 
此 表 中 每 行 或 每 列 之 和 都 等 于 广 + 户 + 广 . 然后 有 :(1) 表 中 任意 两 列 对 调 后 ,3 


符号 要 乘 以 ( - 1)“ 所 和 2( 与 (106. 5) 所 给 的 性 质 相同 ) ;(2) 任意 两 行 对 调 后 同 
样 要 乘 以 ( - 1)” 近 扩 (对 下 面 两 行 讲 来 ,与 (106.6) 所 给 的 性 质 相 同 ) ;(3) 表 中 





m ma my 





让 4 让 - 太 调 4 元 大 3 有 -六 
太一 mi h-m jh-m | (106.15) 


外 (106.9) 式 中 的 系数 由 维 格 纳 (E. P. Wigner, 1931) 首先 算出 . 它 的 对 称 性 质 及 对 称 表 式 
(106. 14) 由 拉 卡 (G. Racah,1942) 首 先导 出 . 最 直接 的 导出 方法 也 许 是 利用 (57.6) 式 把 y。 的 旋 量 表 式 
(加 以 适当 的 归 一 化 后 ) 直接 化 成 (106. 4) 的 求 和 式 . 注意 (57.6) 中 的 系数 是 实 的 ,因此 3j 符号 也 一 定 是 
实数 . 另 一 种 推导 见 A. R. Edmonds, Angular Momentum in Quantum Mechanics,Princeton,1957. 后 面 的 3j 符 
号 表 引 自 此 书 . 
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的 行 和 列 对 调 后 3 符号 保持 不 变 . 
下 面 给 出 特殊 情形 下 的 某 些 简单 公式 . 按 (106.2) 有 下 列 数值 : 


3 人 
= ( -1) ”一 一- 一. 106. 16 
(。 -jj-(07 Pay 


由 (106. 14) 式 直接 可 得 : 


ee 
=(- x 


m m 一 到 | 一 ma 


2)! (D2)! Nthtm tm)! (六 + 产 一 本 一 ma)! 
(Dh + 入 +11 (rtm)! (hm)! (大 +ma)1 ( 疡 -ma)1! 


(106.17) 
CD 


万 hm ms 





[ CB! (六 + 请 + 为) hth+tm)! (为 一 m3)1 | 
+tm)! 


下 列 公 式 
hh CL (一 六 + 疡 + 太 )1 1 
攻 0 oj =5-0 [ (2p+1)! | > 








p! 
“pi (p-i)! (p-h)! 
(106.18) 
当 2p = 放 + 记 + 访 为 偶数 时 ,上 式 的 推导 需要 许多 附加 计算 四 , 当 2p 为 奇数 时 ,这 
个 引 符 号 由 于 对 称 性 (106.6) 而 等 于 零 . 
表 9 中 列 人 了 户 =172,1,3/2,2 的 各 种 31 符号 值 , 以 供 参 考 . 对 于 每 一 个 有 
值 , 表 中 只 给 出 了 少数 几 个 31 符号 ,其 余 的 3 符号 可 以 根据 (106.5) ,(106.6) 
式 以 及 这 个 表 推出 . 
表 9 3j 符 号 表 
1 
中 J | 
了 (D+ D+2) 


A 





二 
2 





四 见 T.Regge,ll nuovo cimento 10,544,1958;11,116,1959. (106. 15) 对 称 性 (以 及 如 符号 (108.3) 
式 的 性 质 ) 的 更 深入 的 数学 特征 的 讨论 见 评述 性 文章 有 4. A. CMopomckg 8 用 A. IIenem,yOH,106,3 
(1972) 

回 见 前 引 Edmonds 的 书 . 





第 十 四 章 ” 角 动量 的 相 加 





















































续 表 
FE 
co 
二 
ms 
0 
i 2m 
(EXETERE 
_ [2 i+m+l -sl 
(B+)(Y+2)(2+3) 
my 
1 
2 
和 j+m+l 
a 
, j=-m+l) 1 
2 [5 
1 二 7 2 
es 
襄 
入 
寺 
i | | 
(2 +1)(2)+2)(2+3) 
Pa . 二 区 
本 [C0 (eT 
EET 
Re 
2 
jt 去 ss (w+ 立 ) (| 
21(2+1)(2+2)(27+3) 
1 3 
和 二 
地 [2 


A 





j; . 
C -2 人 i ) 
m -m-m my 





$106 当 符 号 +. 399. 



































续 表 
本 
-4 9 
j 2[3m -j(j+1)] 
[3-DAY+D)( D+2) (2 +3 
A 2n [a+ D2) rs] 
j+2 E+m+a) tm+) -m+2)(j-m+l)]” 
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j+l of Gm DDO-m -m+)(jtm+2)]” 
[3 
j+2 CG-m- DO-m i-m+)(j-m+2)]” 








(2+1D(2+2)(2+3)(2+4)(27+5) 


习 题 


试 求 自 旋 为 1/2 轨道 角 动 量 给 定 为 1 的 粒子 态 的 角 部 波 函 数 与 总 角 动 量 为 
了 投影 值 为 四 的 状态 波 函 数 之 间 的 关系 . 

解 :这 个 问题 可 以 用 一 般 公式 (106.8) 解 决 ,把 该 式 中 的 由， 理解 为 轨道 角 
动量 本 征 函 教 ( 即 球 谐 函数 Y,) ,把 峭 ” 理解 为 自 旋 波 函 数 X(o)[ 其 中 的 


1 
0o= +7]: 


1 1 
Yin =( -1) ve 全 


172 


” )Yie-o) 
o 一 12 


把 3j1 符 号 值 代入 后 , 即 得 : 
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os th 
全 ) + ) 
$107 张 量 的 矩阵 元 


$ 29 中 曾经 得 到 过 物理 矢量 的 矩阵 元 与 角 动 量 分 量 值 间 的 一 些 关系 式 . 这 
些 式 子 实际 上 不 过 是 任意 秩 不 可 约 张 量 ( 见 $57) 的 某 些 相应 的 一 般 公式 的 一 
个 特例 0 

一 个 整数 ) 秩 不 可 约 张 量 的 2k +1 个 分 量 按 其 变换 性 质 来 说 等 价 于 2k+ 
1 个 球 谐 函 数 yu ,9g = -kk,…,k( 见 §57 最 后 一 个 附注 ) ,这 就 是 说 ,把 一 个 张 量 
的 分 量 适当 地 线性 组 合 以 后 ,我 们 可 以 得 到 一 组 量 ,这 组 量 在 转动 下 按 函 数组 
的 规律 变换 . 我 们 用 _, 代 表 这 组 量 , 称 为 秩 球 张 量 . 

以 k=1 的 矢量 为 例 ,/, 和 矢量 诸 分 量 的 关系 式 为 











fo sie fen = FE 0 io,). (107.1) 
参考 (57.7). 二 秩 张 量 的 相应 公式 为 
b= ee ha (a sia,), 
(107.2) 


关 -二 (a -0,, +2ia,). 
且 有 a + av +a, =0@. 
两 个 (或 更 多 个 ) 球 张 量 /im ,fi 可 按 角 动量 相 加 法 则 构造 出 张 量 乘积 , ， 
已 形式 上 代表 着 对 应 于 这 两 个 张 量 的 “ 角 动 量 ”. 因此 可 以 按 下 式 从 和 此, 秩 的 
两 个 球 张 量 构造 出 = + ，…, 1k -如 1 秩 的 球 张 量 ; 
(fugu)ro = 2 (qi1921KQ)f sn Bim = 


入 i a 
a( = A 
人 和 > 9 | ee 
(参考 (106.9) 式 ). 但 是 ,两 个 同 为 上 秩 的 张 量 的 标 积 通 常 定义 成 为 
ha)w= 2 (-DCoe (107.4) 


四 ”107 一 $109 中 所 分 析 的 问题 ,大 部 分 结果 是 由 拉 卡 (G. Racah,1942 一 1943) 给 出 的 . 
加 之 所 以 要 取 所 ,为 复 量 仅仅 是 因为 我 们 采用 的 是 球 分 量 ,而 该 张 量 原来 的 笛 卡 儿 分 量 都 是 些 实 
量 . 


$107 张 量 的 矩阵 元 “401， 





这 个 式 子 和 K=Q=0 的 (107.3) 式 相差 一 个 因子 V2k+1, 可 参考 (106.2) 式 @. 
这 个 定义 也 可 改写 成 
(fe = 2 fs 


如 果 我 们 注意 到 球 张 量 的 复 共 力 为 @( 参考 (28.9)) 
Vs 
把 物理 量 表 成 球 张 量 的 形式 对 其 矩阵 元 的 计算 特别 方便 ,这 样 一 来 就 能 直 
接应 用 角 动 量 相 加 理论 中 的 各 种 结果 . 
按 和 矩阵 元 的 定义 ,我 们 有 


fam = Do Cnrm’ [fo |njm) wae, (107.5) 


by 


其 中 yw 为 系统 的 定 态 波 函 数 , 该 态 由 它 的 角 动 量 户 分 量 m 和 其 余 量子 数 的 集 
合 n 所 描写 . (107. 5 ) 式 左右 两 边 的 函数 按 其 变换 性 质 来 说 ,分 别 对 应 于 
(106.11) 式 的 两 边 ,因此 可 以 立刻 得 到 以 下 一 些 选 择 定 则 :k 秩 不 可 约 张 量 的 / 
分 量 的 矩阵 元 ,除了 满足 “ 角 动 量 相 加 法 则 "六 =j +k 的 办 一 六 m' 跃 迁 和 矩阵 元 外 ， 
其 余 都 等 于 零 , 亦 即 量子 数 六 ,j,k 必须 满足 “三 角形 法 则 "(构成 一 个 封闭 三 角形 
的 三 条 边 ) ,并 且 有 m=m +g. 特别 是 , 仅 当 2j>k 时 ,对 角 元 才能 不 等 于 零 . 

其 次 ,根据 同样 的 变换 对 应 , 求 和 式 (107.5) 中 的 系数 应 该 和 (106. 11) 式 中 
的 系数 成 正比 ( 维 格 纳 - 埃 克 特定 理 Wigner - Eckart). 这 一 点 确定 了 这 些 系 数 
和 m,m' 的 关系 ,因此 矩阵 元 可 写成 下 列 形式 : 


(nj'm’ fs Injm) = 
sR 
a -0""| 因 11), 
-m’ gqg m 


其 中 记 。. 代 表 j 和 六 二 者 中 较 大 的 那 一 个 ,《n 六 fi 中 区 ) 是 一 些 和 m,m',g 无 关 
的 量 , 称 为 约 化 矩阵 元 . 这 个 公式 解决 了 矩阵 元 和 角 动 量 分 量 的 依赖 关系 问题 . 
这 个 关系 完全 是 由 对 旋转 群 而 言 的 对 称 性 质 所 支配 的 ,至 于 和 其 它 量子 数 的 关 
系 则 由 .fi, 本 身 的 物理 特性 所 确定 ®@. 


算 符 组 fi, 之 间 存 在 着 下 列 关 系 : 
el (107.7) 
因此 对 其 矩阵 元 讲 来 ,下 式 成 立 : 


(107.6) 


加 ”如果 矢量 4 和 如 对 应 于 (107.1) 式 的 球 张 量 ,/i, 和 &i* 则 有 (7i&, )o =4 .至 秩 . 
加 ”我 们 重复 一 下 关于 (106.8) 式 的 说 明 : 按 此 规则 ,对 (107.3) 式 右边 的 两 个 和 后 秩 张 量 取 复 共 


轰 , 则 使 式 左 的 人 秩 张 量 也 成 为 其 复 共 轰 . 
图 根据 这 些 结果 ,立刻 可 得 $ 29 中 给 出 的 矢量 矩阵 元 的 选择 定 则 及 其 公式 (29.7) ,(29.9). 
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nm’ [fo |mim》 ”=( 一 1 (mm| 天 -mm 》 (107.8) 
人 3 符号 的 性 质 (106.5) 和 (106.6) ,可 得 约 化 矩阵 元 
的 “ 厄 米 "关系 9: 

ny fm) = la)". (107.9) 
标量 (107.4) 的 矩阵 元 对 j 和 m 是 对 角 的 . 按 和 矩阵 乘法 规则 有 
《na 和 | (fgi) ow |njm) = 
反光 一 njm fo nm’") (nm’ | gs |njm), 
把 (107.6) 代 入 上 式 ,利用 3 人 mm" 求 和 后 ,得 到 
《im| (figi)w Injm) = pr 《mm | gl m7). 


(107.10) 
同 理 易 得 矩阵 元 平方 和 的 下 列 公 式 


> Imm’ lf Inim) 1 = [DA (107.11) 
be 








有 (nm’ lf lInjm) 1 = 了 LEE my) 1. (107.12) 


第 一 式 是 在 给 定 m 值 下 对 g 和 a 9 值 下 对 m 和 m' 求 和 
(两 式 均 有 m’' =m +9). 

为 参考 计 , 我 们 来 考察 /,, 就 是 球 谐 函 数 yw 本 身 时 的 情形 ,给 出 它 对 一 个 粒 
子 的 两 个 整数 轨道 角 动 量 态 ,和 1, 之 间 的 跃迁 矩阵 元 , 即 下 列 积分 : 


(LmlY, lhm) = [¥en ‘a Yn do. (107.13) 


Im hm 
除了 角 动 量 相 加 法 则 (1+4 =4) 所 赋予 的 选择 定 则 以 外 ,这 个 和 矩阵 元 还 有 一 个 1 
+1 + 必须 为 偶数 的 规则 . 这 是 来 自 宇 称 守恒 , 它 要 求 两 个 粒子 态 的 宇 称 乘积 
( -1)"* 必 须 等 于 所 考虑 物理 量 的 宇 称 ( -1) ( 见 $30). 
(107. 13) 式 的 那些 矩阵 元 是 $ 110 中 所 算 的 一 个 更 普遍 的 积分 的 一 个 特例 
(是 该 节 附注 ) ,它们 由 下 式 给 出 : 
(lmlY lbhm) =( Siam 5 7 } 


一 mi m m, 


We Te + CR 


0 0 0 4 
特别 是 m, =ms =m =0 时 ,得 三 个 勒 让 德 函 数 的 乘积 积分 式 : 


加 定义 式 (107.6) 中 的 相 因 子 实际 上 是 这 样 选 定 的 ,使 得 (107.9) 式 成 立 . 
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1 i 
P: 六 更 =2 107. 15 
[PP, Psp) dp G "| (107.15) 


$108 6j 符号 


$106 中 我 们 定义 31 符号 为 (106.4) 式 中 对 总 角 动 量 为 零 的 三 个 粒子 波 函 
数 求 和 时 的 系数 . 从 旋转 变换 的 性 质 讲 来 ,这 个 和 是 一 个 标量 ,由 于 这 一 点 ,具有 
给 定 记 ,记忆 值 (以 及 所 有 可 能 的 m, ,ma ,ms 值 ) 的 一 组 31 符号 可 以 看 作 这 样 一 组 
量 , 它 们 在 旋转 下 是 按 乘 积 办 mwyanyanw 的 道 步 规律 变换 的 ,使 得 整个 和 是 一 个 
标量 

根据 这 个 观点 我 们 可 以 提出 只 用 31 符号 构造 标量 的 问题 . 这 个 标量 必须 只 
依赖 于 j, 不 依赖 于 随 转 动 变 化 的 m. 换 句 话说 , 它 必 能 表 成 对 所 有 的 m 求 和 的 
形式 ,这 样 的 求 和 式 就 是 两 个 31 符号 乘积 的 下 列 “ 缩 并 " 式 : 


号 人 | (108.1) 
[参考 标量 (106. 2) 的 构造 方法 ]. 


由 于 每 个 “ 缩 并 "针对 着 一 对 m, 构 造 一 个 完整 的 标量 时 我 们 必须 考虑 偶数 
个 31 符号 的 乘积 , 两 个 3 符号 的 乘积 缩 并 时 ,由 于 其 正 交 性 ,显然 有 


5 i Ry 
mm TM m, ms 一 mi -Wy -my 


2 
pl 本 
mm2my TL m, my ; 


其 中 应 用 了 等 式 m, + ma + ms =0 及 (106. 6) ,(106. 12) 式 . 因此 构造 一 个 非 平 
凡 标 量 所 需 的 最 少 因子 数 等 于 4. 
每 个 31 符 号 中 ,三 个 / 值 组 成 一 个 封闭 三 角形 . 由 于 每 个 
了 值 必 须 出 现在 两 个 3 符号 的 “ 缩 并 "中 ,显然 ,在 用 4 个 了 i 符 
号 的 乘积 构造 一 个 标量 时 ,一 定 会 有 6 个 值 组 成 一 个 不 规 
则 四 面体 的 6 条 棱 ( 图 45) ,每 一 个 31 符号 对 应 于 它 的 一 个 
面 . 我 们 在 定义 所 需 的 标量 时 ,对 其 缩 并 过 程 照例 要 用 一 定 的 
条 件 , 它 由 下 式 给 出 : 
Mh ”法 
人 六 ji 及 昌 ( } 


TH 


“人 广 I 站 澳 ] 昌 | ce 
m 一 ms mm m -ml -m, ms ma 





图 45 
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式 中 对 所 有 m 的 所 有 可 能 值 求 和 ,但 由 于 每 个 3 符号 中 的 三 个 m 值 之 和 必须 
为 零 ,6 个 m 中 实际 上 只 有 3 个 严 是 独立 的 ,(108.2) 式 所 定义 的 量 称 为 好 符号 
或 拉 卡 系数 . 

根据 定义 (108.2) ,应 用 37 符号 的 对 称 性 质 ,不 难 验证 杂 符号 中 的 三 列 进行 
任意 置换 时 ,或 者 任意 两 列 的 上 下 指标 同时 对 调 时 ,6j 符号 保持 不 变 . 由 于 这 些 
对 称 性 质 ,6j 符号 中 的 六,… ,js 可 以 排列 成 24 种 等 价 的 形式 @. 此 外 ,6j 符号 还 
有 一 个 不 太 明 显 的 对 称 性 质 , 这 是 两 组 不 同 j 值 的 符号 间 的 一 个 等 式 ®@; 


四 
LE 


Oa a a (108.3) 
tj th -js) F(h+js +th -js) 








让) (+ 训 + 训 一 训 ) 
下 面 给 出 如 符号 与 3 符号 间 一 个 有 用 的 关系 式 , 它 可 从 定义 (108.2) 导出， 


4 mm 一 ms me 
交 
人 
(108.4) 


式 左 的 求 和 项 与 (108.2) 中 的 相 比 少 了 一 个 3 符号 . 因此 我 们 可 以 说 , (108.4) 
中 的 和 可 用 缺 掉 一 个 面 的 四 面体 (图 45 ) 代表. 这 一 点 确定 了 它 与 标量 求 和 式 的 
差别 . 换 句 话说 ,就 其 变换 性 质 而 言 , 它 相当 于 一 个 3 符号 ,这 个 符号 一 定 和 
(108.4) 式 右边 的 那个 37 符号 成 正比 . 该 式 两 边 乘 以 


六 页 户 
my m2 my 


并 对 mi ,ms ,ms 求 和 后 ,很 易 求 出 其 比例 系数 ( 即 该 式 右 边 的 生 符 号 ). 
多 符号 在 下 述 三 个 角 动 量 的 相 加 问题 中 自然 地 产生 . 
设 广 凡凡 三 个 角 动量 相 加 后 给 出 的 总 角 动 量 为 也 当 了 值 (及 其 分 量 值 M) 


四 文献 中 也 有 的 用 下 列 记号 


i 
wei) = -ee 2 
‘Js Js j 

加 “如果 把 图 45 看 作 一 个 正四 面体, 那么 j 的 24 种 等 价 置换 可 以 从 该 四 面体 的 24 种 对 称 变换 ( 施 


转 和 反射 ) 获得. 
® 见 T.Regge,ll nuovo cimento[ 10]10,544,1958;11,116,1959. 
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给 定 后 ,该 系统 的 态 还 没有 唯一 地 确定 , 它 还 依赖 于 这 些 角 动 量 相 加 的 方式 (或 
称 耦合 方案 ) . 

例如 ,我 们 来 考虑 这 样 两 个 耦合 方案 :(1) 先 把 角 动量 六 和 户 相 加 成 为 总 角 
动量 ji, 再 把 ji, 和 二 相 加 成 为 最 后 的 角 动量 J/; (2) 角 动 量 疡 和 户 相 加 成 轧 ,然后 
由 加 和 久 相 加 成 氏 前 一 方案 对 应 于 j( 以 及 刻 , 广 , 记 ,J,M) 具 有 定 值 的 态 ,其 波 
函数 记 作 Wiw( 为 简洁 计 省 写 了 重复 性 下 标 广 思 汶 ). 同 理 ,第 二 种 耦合 方案 的 
波 函 数 记 作 Wismw* 这 两 种 情形 下 的 “中 间 " 角 动量 的 值 (j, 或 ji ) 一 般 讲 来 都 不 
是 唯一 的 ,所 以 我 们 有 两 组 不 同 的 态 (J 和 M 为 给 定 ) ,它们 具有 不 同 的 j, 或 记 ， 
值 . 根据 一 般 规则 ,这 两 组 态 的 波 函 数 由 一 定 的 么 正 变换 相 联 系 : 


bm = > ia lj ) im (108.5) 


三 


从 物理 角度 看 来 很 明显 ,这 个 变换 中 的 系数 全 与 M 无 关 : 它 们 应 和 整个 系 
统 的 空间 取向 无 关 . 因此 ,它们 只 能 和 6 个 角 动 量 值 j,,j;,,j ,js ,jss ,J 有关 而 与 这 
些 角 动 量 的 分 量 值 无 关 ,也 就 是 说 全 都 是 (前 述 定义 下 的 ) 标 量 . 这 些 系 数 很 易 
用 下 法 具体 算出 . 

重复 应 用 (106. 9) 式 得 


Wo = 3 mma I JM) im ims = 
避 


= 2 mm IM) (mam jama ) im hms i 


何 


Woow = mm JM) Cm ma jms) Yim nam» 


和 
(m) 代 表 对 表 式 中 出 现 的 所 有 mi ,m,,… 求 和 . 根据 函数 的 正 交 性 ,我 们 有 
Gnljn) = {windg = 

= DCmsma IM) Cmma IM) (mma iam ) (mams jms ). 


式 右 求 和 时 W 固定 ,但 其 结果 实际 上 与 W 无 关 (理由 已 述 ). 因此 上 式 还 可 对 1 
求 和 并 把 求 和 式 乘 上 一 个 因子 1/(2j +1). 用 (106.10) 式 把 (mm ljm) 等 系数 
表 为 31 符号 ,得 下 列表 式 : 


Guts) = VD 计 (108.6) 
» 了 本 
利用 名 符号 与 (108. 5) 式 的 变换 系数 之 间 的 上 述 关系 ,可 以 很 容易 地 导出 


有 关 多 符号 乘积 之 和 的 某 些 有 用 公式 . 
首先 ,由 于 变换 (108. 5) 是 么 正 的 , 且 其 系数 都 是 实数 ,所 以 下 式 成 立 ; 


放大 . 矶 
5 rnornf - 北 = (108.7) 
f J Js J J 
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其 次 ,我们 来 考虑 三 个 角 动 量 的 三 种 看 合 方案 ,其 中 间 和 分 别 为 ji,js 和 
ja. 三 种 情形 下 的 变换 系数 (108. 6) 是 由 矩阵 的 乘法 规则 相 联 系 的 : 


2 Galjn) nlj) = (jah), 


把 (108.6) 代 入 上 式 , 重 编 下 标 后 得 
5 CDitp el 万 = 


hh jh jh 
-人 区 让 (108.8) 
Js 6 
最 后 ,考虑 四 个 角 动 量 的 各 种 耦合 方案 后 ,可 以 导出 D 三 个 6j 符号 连 乘积 的 下 列 
相 加 公式 : 
Ze 
hb BAF 1 BIR Bh 4 


站 
和 oo 
A 
(L. C. Biedenhamn, J.P. Elliott,1953). 
为 参考 计 , 我 们 给 出 外 符 号 的 某 些 显 示 表 式 . 一 般 情形 下 ,6j 符号 可 写成 下 
列 求 和 式 : 
六 
| 2] AO A A A x 





(-1)(z+1)! 
x ry 四 rp py > = 一 x 
2 (zh -h-hh)! (zh -js -js)! (zh -hh -ji)! (zj -js -jh)! 
1 
(Nthth tjs -a)! (hth+tjs tjs -za)! (j++js th -2z)! 
(108.10) 





其 中 
_ [Cat+b-e)! (a-b+e)! (-a+rp+cll2 
Alobc) = [ (at+b+c+1)! ] pF 


式 中 是 对 所 有 正 整 数 : 求 和 ,但 分 母 中 不 能 有 一 个 阶乘 出 现 负 宗 量 值 . 
表 10 给 出 了 当 一 个 参量 等 于 0, 汝 或 1 时 的 刀 符 号 值 . 





外 见 $106 中 所 引 Edmonds 的 书 . 
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表 10 本 符号 表 





s=a+h+e 


5 i 
VDD+I) (Ze +1) 





(5-26)(s-2c+1) 
oe #2) (1-20+ 
1 中 < wy [ya 


Le 
人 < 二 6 本 +1)(26 +2)2c(2c +1) 

如 学 in 
E a 2)-eol (s+1)(s-20) 

2 


26(26 +1)2c(2c +1) 





e st i s(s+1)(s-24-1)(s-2a) 远 
1 ec-1 sa ep 











26(2b +1)(2b +2)(2e -1)2c( 2c +1) 





(25+1D(25+2)(25+3)(2c-1)2c02c+17 


a 4 e OD rr 
| pd] 


赔本 本 人 号 2[b(b+1) +e(c+1)-a(a+1)] 
‘ 小 [24(25+1)(20+2)2c(2c+1)(2c+2)]5 





{ 
人 b 中 -7 [ 攻 半 6] 
{ 
| 





最 后 ,我们 来 讲 几 点 有 关 用 37 符号 构成 高 阶 标量 的 问题 . 

多 符号 以 后 的 下 一 个 标量 ,是 由 六 个 3; 符号 的 缩 并 乘积 构成 的 . 这 些 3) 符 
号 中 含有 18 个 成 对 的 j, 因 此 所 得 的 标量 依赖 于 9 个 参量 广 它 按 例 称 为 儿 - 符 
号 并 由 下 式 定义 D(E. P. Wigner,1951 ) : 


hh ja a 

A 加 各 各 ff 加 加 训 

亡 和 ja > x 
mm mi mi ma m2 ma 


全 

训 加 有 Yh 五 页 T 训 太古 

ee 
(108.11) 


这 个 量 也 可 以 写成 三 个 外 符号 的 乘积 之 和 : 


外 ”根据 缩 并 的 一 般 规则 (108.1) ,(108. 11) 式 最 后 三 个 3j 符 号 中 的 m 应 该 具有 负 号 并 且 在 工 符号 
的 后 面 应 该 引入 一 个 因子 ( - 1) :4-”). 但 是 根据 31 符 号 的 (106.6) 式 ,并 且 考 虑 到 目前 情形 下 对 9 个 mm 
的 求 和 结果 工 m 等 于 零 ,就 得 到 (108. 11) 式 的 定义 . 
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jn ja ja 
FE J 外 2 (D+1)x 





3 J J 


i Do Se ee 
xf 6 四 | (108. 12) 
J ds Th Fd i J 
把 定义 (108.2) 代 入 (108. 12) 并 利用 3 符号 的 正 交 性 ,可 以 看 出 (108. 11) 和 
(108. 12) 式 的 等 价 性 . 
外 符号 具有 高 度 的 对 称 性 , 它 直接 来 自 (108.11) 式 的 定义 以 及 了 1 符 导 的 对 
称 性 . 很 易 看 出 ,把 9 符号 中 的 任意 两 行 或 任意 两 列 对 调 以 后 , 它 等 于 原来 的 9 
符号 乘 以 ( - 1) 此 外 ,9j 符号 对 转 置 保持 不 变 , 即 对 行 和 列 的 互 调 保持 不 变 . 
更 高 阶 的 标量 依赖 于 数目 更 多 的 参量 六 显然, 这 个 参量 数 一 定 是 3 的 整 售 
数 (3 芭 符号 ). 我 们 不 在 这 里 讨论 这 些 量 的 性 质 . 只 指出 一 点 , 当 n>3 时 ,对 每 
一 个 n 值 来 说 存在 着 不 止 一 种 3 必 符 号 ,彼此 不 能 互相 约 化 . 例如 n=4 时 ,存在 
着 两 种 不 同类 型 的 12 符号 中 


$109 角 动 量 耦 合 表象 中 的 矩阵 元 


我 们 再 来 研究 由 两 个 部 分 (把 它 称 为 子 系统 1 和 2) 所 组 成 的 一 个 系统 , 令 
几 ' 为 属于 第 一 个 子 系统 的 球 张 量 . 根据 (107. 6) 式 , 它 对 该 子 系统 的 波 函 数 而 言 
的 矩阵 元 为 
《CU ai》 = 
让 


i 万 
-机 | je AY ni). (109.1) 
-mm mi 


我 们 的 问题 是 要 计算 这 个 量 对 整个 系统 的 波 函 数 而 言 的 矩阵 元 ,看 它 能 否 用 
(109. 1) 式 中 出 现 的 约 化 矩阵 元 表示 出 来 . 

整个 系统 的 态 是 由 量子 数 放 i.JMn,n,(J 和 MM 是 整个 系统 的 角 动 量 及 其 分 
量 ) 确 定 的 . 由 于 .jw 属于 子 系统 1, 它 的 算 符 与 子 系统 2 的 角 动 量 算 符 对 易 . 所 
以 它 的 矩阵 元 对 户 是 对 角 的 , 它 对 子 系统 2 的 其 余 量子 数 ns 也 是 对 角 的 . 为 简洁 
计 , 我 们 可 以 省 去 (j,,n,) 这 两 个 指标 而 把 所 求 的 矩阵 元 写成 

Cn TM Nf nj IM). 

根据 (107.6) 式 , 它 与 M 的 关系 由 下 式 给 出 : 


人 @ 关于 由 符号 的 理论 以 及 3 志 符 号 的 性 质问 题 ,更 详细 的 论述 可 以 参考 前 引 Edmonds 一 书 中 的 文 
献 以 下 列 两 书 : A. ITL. JOumc, H. B. Jlesmncon, B. B. Bagarac. MareMarrqeckrf annapar Teopiot MoMeHTa 
Bomsaioc，1960; AN. A. Bapanopas, A. H. Mockanes, B. K. Xepcoucxmf. 





KomntyecTBa ABMKEHHA. 
Kaanrogaa Teopnx yrnoBoro MomenTa. ——M. :Hayxa, 1975. 
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nj TM' Nf Inj JIM) = 
了 

—M’ 
为 了 确立 (109. 1) 和 (109. 2) 两 式 右边 的 两 个 约 化 矩阵 元 之 间 的 关系 ,我 们 

可 按 和 矩阵 元 的 定义 写 出 


CU nj IM) = | iwf i Wmdg = 
sD (I Ths MT +I) (+1) X 


A 
| 人 儿 je 


mm m -Mm m, -mM 


和 a 
= -Do ( 和 My) 1 ni) (109.2) 


把 (109.1) 和 (109.2) 代 入 上 式 并 把 所 得 的 结果 与 (108.4) 式 比较 ,我 们 就 可 以 
看 出 ,(109.1) 和 (109.2) 式 中 的 两 个 约 化 矩阵 元 的 比值 必须 与 革 一 个 名 符号 成 
正比 . 把 这 两 个 式 子 进行 精确 比较 以 后 即 得 下 列 最 终 表 式 ; 

Cap TNA Wn) = 

位 对 NY Nai), (109.3) 

式 中 的 是 指 记 和 六 ,中 较 大 的 那 一 个 ,J 是 指 1 和 中 较 小 的 那 一 个 ,对 属 
于 子 系统 2 的 球 张 重 讲 来 ,类 似 的 约 化 矩阵 元 公式 为 ; 

《na Ti = 

= (1) horamet MDT FI CT FI) x 


, 


I 
aol 2 je 1/ nha). (109.4) 
六 站 寄 


(109.3) 和 (109.4) 式 之 间 缺 乏 完全 的 对 称 性 [表现 在 ( - 1) 的 指数 寡 中 ] ,是 由 
于 波 函 数 的 周 相 与 角 动量 的 相 加 顺序 有 关 . 当 我 们 同时 计算 这 两 个 子 系统 的 矩 
阵 元 时 ,必须 记 住 这 个 差别 . 

其 次 , 设 (J /i”)w 为 属于 不 同 子 系统 的 两 个 秩 球 张 量 (这 两 个 张 量 因 此 
是 对 易 的 ) 的 标 积 [ 见 定义 (107.4) ] , 求 出 这 个 标 积 对 整个 系统 而 言 的 矩阵 元 表 
式 是 很 有 用 处 的 . 根据 (107. 10) 式 ,这 个 矩阵 元 可 以 通过 每 个 张 量 的 约 化 矩阵 
元 (对 整个 系统 的 波 函数 而 言 的 约 化 矩阵 元 ) 用 下 式 表达 出 来 : 

nn MI (ff )mlmnajiPJM)》 = 


see Ee Pa LA rm s 
747 DFTA WaT) apa nz， 
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这 里 应 用 了 这 样 一 个 事实 :属于 一 个 子 系统 的 物理 量 的 矩阵 对 另 一 个 子 系统 的 
量子 数 是 对 角 的 . 把 (109.3) 和 (109.4) 代 入 上 式 并 应 用 求 和 式 (108.8) , 即 得 所 
求 的 公式 ,这 个 公式 是 用 每 个 张 量 相对 于 所 属 子 系统 波 函 数 而 言 的 约 化 矩阵 元 
来 表 出 的 标 积 矩 阵 元 : 

nm MAY FY ) wln njjIM) = 

a 

=( -1)iimnrpmmt1 

Ga 上 页 让 

x Cn A nD Cn Nf | nj,). (109.5) 
$110 轴 对 称 系统 的 矩阵 元 


属于 对 称 陀 螺 型 系统 的 物理 量 矩阵 元 的 计算 基础 ,是 三 个 了 函数 连 乘积 的 
一 个 积分 表 式 . 
为 了 导出 它 ,我 们 回 到 展开 式 (106.11) : 
iniWans = Emlm ma Yin, m=m +ma， 
上 式 两 边 作 坐标 的 有 限 转动 变换 . 每 个 函数 少 按 (58.7) 式 变换 后 ,就 有 
DenWins= ED mlmms) DY 
现在 把 式 右 的 iv' 表 成 展开 式 (106. 9) 并 分 别 比较 乘积 yj,。 ,Ww, 前 的 系数 ,得 
到 关系 式 
DE (wv) DE (vw) = 5 mm ljm’) DY w) mm ljm), (110.1) 


其 中 的 m=m, + ms,m’ =m' 二 代表 三 个 欧 拉 角 a,B,y. 用 31 符号 表 出 ， 
上 式 成 为 
Do (wv) DE (w) = 


mm my 


-3 0» < 后 pe (110:2) 
7 m' my -mm ma -m 
其 中 还 用 到 D 函数 的 性 质 (58. 19). 

《110.2) 式 两 边 乘 以 DO 。() 并 用 正 交 式 (58.20) 对 由 积分 后 ,得 


[Pp 铝 (w) DS) (wv) DO 


mm am my 


和 
-| 五 方 | 和 } (110.3) 
mi my mia)m m, ms 


d 
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式 中 的 指标 已 按 显然 方式 重新 命名 ,使 得 结果 更 呈 对 称 . 这 就 是 欲求 的 公式 @. 

令 刀 为 属于 陀螺 的 一 个 上 秩 球 张 量 ,在 固定 于 陀螺 的 坐标 系 x',y',z' =， 
7 心中 (ZY 沿 陀螺 轴 ) :例如 电 多 极 矩 张 量 或 磁 多 极 矩 张 量 . 令 fi, 为 这 个 张 量 在 定 
坐标 系 *,y,z 中 的 分 量 ,两 者 的 关系 由 有 限 转动 矩阵 给 出 : 


f= 2 Di (oj (110.4) 
描写 整个 系统 转动 的 波 函数 , 它 与 D 函数 的 差别 仅 在 于 归 一 化 : 
pe = pn (ow), (110.5) 
8T 


式 中 j 是 系统 的 总 角 动 量 ,m 是 沿 固定 = 轴 的 分 量 ,是 沿 陀螺 轴 的 分 量 ; 相 因子 
是 这 样 选 定 的 ,使 得 j 为 整数 并 且 y=0 时 ,函数 (110. 5) 变 成 自由 角 动 量 的 本 征 
函数 (参考 (103.8) 式 ) ,计算 张 量 (110. 4) 相对 于 这 套 函 数 而 言 的 矩阵 元 时 ,可 
用 (110.3) 式 ,并 用 (58. 19) 表 出 D 函数 的 复 共 示 ,我 们 得 


pm' lf lium) =Y 7 ( 1) ™ V+I (GD +1) x 
| 
"fi lp)s; 0.6 
“本 gq A 4 jw fe lh oe 
其 中 4 = 人 -p,q9=m’-m. 

此 式 给 出 了 所 提问 题 的 解 , 它 表 出 了 矩阵 元 与 角 动 量 7 及 其 分 量 m,m' 的 
关系 . 与 量子 数 几 /的 关系 当然 是 不 确定 的 ,它们 的 值 与 系统 的 “内 " 态 有 关 ， 
“内 "矩阵 元 (jv' lf lu)》 就 是 取 的 内 态 . 

矩阵 元 (110. 6) 与 m,m' 的 关系 ,当然 和 总 角 动量 为 给 定 的 任 一 系统 中 的 情 
况 相同 . 按 (107.6) ,利用 约 化 矩阵 元 把 这 个 依赖 因子 分 离 出 去 以 后 ,得 约 化 矩 
阵 元 的 下 列表 式 : 

CA) = -Dee VAD+IDC +1) x 
ns 
*|( 2 (110.7) 
-HA 9 bk 

对 于 一 个 给 定 的 mm, 矩阵 元 (110.6) 的 模 量 平方 对 m'( 以 及 对 g=m’-m) 求 

和 后 与 m 值 无 关 , 按 一 般 规则 (107.11) 它 等 于 

EN mien) a TAN)P= 
= 1+)( i a | pl lp) F. (110.8) 
-pg bk 


外 对 整数 值 及 = ,有 = 和 访 =b, 以 及 mi =m'; =m'3 =0, 函 数 Di 按 (58.25) 化 成 球 谐 函 数 ， 
(110.3) 给 出 了 三 个 球 谐 函 数 的 连 乘积 的 积分 表 式 (107. 14). 
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*,y,z 坐标 系 中 的 约 化 矩阵 元 (110.7) 的 厄 米 关 系 (107.9) ,是 和 ,mn, 系 
中 的 矩阵 元 关系 (107.8) 

(sl =( -Dplfi lp) 
一 致 的 ,这 是 我 们 预料 到 的 . 

这 个 轴 对 称 系 统 的 转动 和 一 个 双 原 子 分 子 (或 共 轴 核 ) 一 样 ,只 用 定义 轴线 
方向 的 两 个 角 (a= 9w,B= 9) 来 描写 . 这 种 情形 下 的 转动 波 函 数 与 (110.5) 式 的 差 
别 就 在 于 缺少 一 个 因子 em"/ V2m ,可 参考 $82 中 第 二 个 附注 . 可 是 ,这 个 差别 
并 不 影响 矩阵 元 :由 于 函数 D* (a,B,y) 与 y 的 关系 可 用 因子 e”* 表 出 ， 
(110.3) 式 可 以 写成 


6 DE (8,0) DI (&,p810) D(a,p,0) Paap = 


ein mam mymy 


J 
m m2 mm’ mm 
其 中 m=m', +m'; +m', 这 个 积分 的 计算 结果 并 没有 变 . 角 动 量 轴 分 量 的 选择 
定 则 仍 和 以 前 (jp' -p=q') 一 样 ,来 自 电子 波 函 数 的 正 交 性 (由 于 分 子 对 ¢ 轴 的 
对 称 性 ). (110.6) 和 (110.7) 式 中 的 《jy'1f1p4) 现 在 必须 理解 成 为 对 静止 核 的 


电子 态 而 言 的 矩阵 元 . 


第 十 五 章 
磁场 中 的 运动 





$111 磁场 中 的 薛 定 谓 方程 


具有 自 旋 的 粒子 还 有 某 种 “内 识 " 磁 甜 . 它 的 量子 力学 算 符 与 自 旋 算 符 8 
成 正比 ,可 以 写成 


应 = 作 (111.1) 


式 中 :是 粒子 的 自 旋 值 , 是 标志 粒子 的 一 个 常数 . 磁 答 分量 的 本 征 值 为 ,= 
ho/s. 因此 系数 (通常 把 称 作 磁 矩 值 ) 就 是 ,的 最 大 可 能 值 , 当 自 旋 分 量 o = 
s 时 达到 此 值 . 

4/is 给 出 了 该 粒子 内 襄 磁 矩 和 内 庄 角 动量 的 比值 ( 当 两 者 都 沿 > 轴 时 ). 对 
于 通常 的 (轨道 ) 角 动量 ,这 个 比值 为 e/(2me) ( 见 《 场 论 ) ,$44). 粒子 的 内 豪 磁 
和 矩 和 其 自 旋 间 的 比例 系数 则 不 同 ,对 于 电子 , 它 等 于 - |e|/mec, 为 通常 值 的 二 


信 , 理 论 上 可 从 狄 拉克 相对 论 波动 方程 求 出 ( 见 卷 4, 833). 电子 ( 自 施 十) 的 内 


京 磁 矩 -ws 因 此 为 
pa = LE9.7x10-* J/T. (111.2) 
ps 称 为 玻 尔 磁 子 . 
重 粒子 的 磁 矩 习惯 上 以 核磁 子 为 单位 ,此 单位 的 定义 为 eh/(2m,c) ,m, 为 质 
子 的 质量 . 实验 上 测 得 质子 的 内 豪 磁 矩 为 2. 79 核磁 子 , 其 方向 与 自 旋 平行 . 中 子 
的 磁 矩 与 自 旋 反 向 ,数值 为 1. 91 核磁 子 . 
应 该 注意 的 是 ,(111. 1) 式 两 边 的 上 和 s 应 该 是 同一 类 型 的 矢量 :都 是 轴 矢 


量 . 电 偶 极 矩 的 类 似 方程 4(4d = 常数 xs) 将 和 坐标 系 的 反 演 对 称 性 相 矛 盾 : 反 演 
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后 式 子 两 边 的 相对 符号 将 会 改变 了 . 

在 非 相 对 论 量子 力学 中 ,磁场 只 看 作 外 场 . 但 粒子 间 的 磁 作 用 是 一 种 相对 论 
效应 ,需要 用 统一 的 相对 论 理论 加 以 考虑 . 

经 典 理论 中 ,电磁 场 中 带电 粒子 的 哈密 顿 函数 为 


1 e 和 
Baz (PE4) top 
9 是 场 的 标 势 ,4 是 矢 势 ,p 是 粒子 的 广义 动量 ( 见 《 场 论 》§16). 如 果 粒 子 无 自 


旋 , 可 用 通常 方式 过 渡 到 量子 力学 :广义 动量 必须 改 为 算 符 户 = - 访 V, 我 们 得 
哈密 顿 算 符 @ 


Lf 
A= (P -<4) +egp. (111.3) 


另 一 方面 ,如 果 粒 子 有 自 旋 ,上 述 手 续 是 不 够 的 . 这 是 因为 粒子 的 内 襄 磁 和 矩 
直接 与 磁场 相 作用 . 在 经 典 的 哈密 顿 函数 中 ,这 种 作用 并 不 存在 ,因为 自 旋 是 一 
种 纯 量 子 效应 ,在 经 典 力学 极限 下 消失 . 哈密 顿 量 的 正确 表 式 是 在 (111.3) 中 外 
加 一 项 -应 五 后 得 到 的 ,这 一 项 相当 于 磁 矩 jx 在 磁场 五 中 的 能 量 . 因此 有 自 旋 
粒子 的 哈密 顿 算 符 为 @ 


B= (B54) 了 (111.4) 
展开 平方 项 (万 - 4 】 时 ,注意 万 一 般 和 矢量 4 不 对 易 ,后 者 是 坐标 的 函数 .我 
们 必须 写成 


ee 





方 -= 下- 230) (4B +B A) + -Ks. H+ey. (111.5) 
根据 动量 算 符 和 任意 坐标 函数 的 对 易 关 系 (16.4) ,我 们 有 
万 .4-4 :万 = -iidiv 4. (111.6) 
故 当 div A=0 时 已 和 4 对 易 . 这 一 点 对 均匀 场 成 立 , 它 的 矢 势 可 表 成 下 式 : 
A=IHxr. (111.7) 


具有 哈密 顿 算 符 (111.4) 的 方程 访 ay/at = hy 是 存在 磁场 情形 下 的 广义 薛 
定 廖 方程 . 这 个 方程 中 哈密 顿 算 符 所 作用 的 波 函数 是 一 些 2s 秩 的 对 称 旋 量 . 


四 这 种 方程 (假如 基本 粒子 存在 一 个 电 矩 ) 也 和 时 间 反 演 对 称 性 相 矛 盾 :时 间 反 号 时 4 不 变 ,但 自 
旋 变 号 (为 明显 起 见 , 我 们 以 这 些 量 在 轨道 运动 中 的 定义 为 例 ,此 时 d 中 只 含 坐 标 ,但 角 动 量 中 还 含有 粒 
子 的 过 度 ). 

加 广义 动量 在 这 里 和 普通 动量 采用 同一 符号 p( 不 用 《 场 论 》§ 16 中 的 P) ,是 为 了 强调 它们 对 应 于 
同一 个 算 符 . 

国 ”磁场 和 哈密 顿 算 符 用 同一 字母 不 会 混淆 , 因 后 者 总 加 有 “*” 号 . 
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磁场 中 的 粒子 波 函 数 不 能 唯一 地 定义 ,因为 场 势 的 选择 不 是 唯一 的 ,它们 只 
能 确定 到 相差 一 个 规范 变换 为 止 ( 见 ( 场 论 》, § 18) : 


A—sA + vf, ep -YY, (111.8) 


其 中 f 是 坐标 和 时 间 的 任意 函数 . 这 种 变换 并 不 影响 场 强 的 值 ,因此 不 会 在 实质 
上 改变 波动 方程 的 解 , 特 别 是 , 1w1" 一 定 保持 不 变 . 不 难 证 明 , 如 果 对 哈密 顿 算 符 
作 (111.8) 式 的 变换 同时 对 波 函 数 作 下 列 变 换 , 则 原 方程 保持 不 变 : 


wyexp (让 (111.9) 
波 函 数 的 这 种 非 唯 一 性 并 不 影响 到 任何 一 个 具有 物理 意义 的 量 (此 量 的 定义 中 
并 不 显 含 场 势 ). 
经 典 力 学 中 ,粒子 的 广义 动量 和 速度 的 关系 为 
my =p -eA/c. 


为 了 求 出 量子 力学 中 的 算 符 9 ,需要 求 出 矢量 r 和 哈密 顿 算 符 的 对 易 关 系 . 简单 
计算 后 给 出 


mm =P -EA, (111.10) 


这 与 经 典 表 式 完全 类 似 . 至 于 速度 的 分 量 算 符 ,我 们 有 下 列 对 易 关 系 


1 =i 一 有 (111.11) 
全 二 | =i22， 
me 
上 式 很 易 直 接 验 证 . 我 们 看 到 ,在 磁场 中 , (带电 ) 粒子 的 三 个 速度 分 量 并 不 对 
易 . 这 意味 着 粒子 三 个 方向 的 速度 分 量 不 能 同时 具有 定 值 . 
当 在 磁场 中 运动 时 ,只 有 场 H( 以 及 矢 势 4) 反 号 才能 有 时 间 反 演 对 称 性 ， 

这 意味 着 ( 见 $ 18 和 $ 60) , 薛 定 刘 方 程 hy = Ey 取 复 共 堪 并 把 及 反 号 后 ,其 原 
有 形式 保持 不 变 . 这 可 很 明显 地 从 哈密 顿 算 符 (111.4) 的 所 有 各 项 (除了 人-$.H 
这 一 项 ) 看 出 . 莅 定 户 方 程 中 -$. Hy 这 一 项 在 上 述 变换 下 变 成 .Hy" ,由 
于 5 不 同 于 -$, 初 看 起 来 对 称 性 被 破坏 了 . 但 应 记 住 , 波 函数 实质 上 是 一 个 旋 
量 w* ,时 间 反 演 下 ,一 个 逆 变 旋 量 必须 改 为 协 变 旋 量 ( 见 $ 60) , 故 在 酬 定 户 方 
程 中 -8 Hy 变 成 4”. Hy,。… 利用 定义 (57.4),(57.5) 很 易 看 出 , 算 符 $" 
作用 在 协 变 旋 量 分 量 上 的 结果 ,与 算 符 $ 作 用 在 逆 变 旋 量 分 量 上 的 结果 相差 一 
个 符号 . 因此 时 间 反 演 操作 导致 的 分 量 的 苹 定 户 方 程 ,与 原来 的 yw” 的 方 
程 具有 同一 形式 . 
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$112 均匀 磁场 中 的 运动 


我 们 来 求 恒定 均匀 磁场 中 粒子 的 能 级 ( 朗 道 ,1930). 均匀 磁场 的 矢 势 此 时 
最 好 不 取 (111.7) 式 而 取 下 列 形式 : 


4.= -Hy, 4,=4,=0, (112.1) 
磁场 方向 已 取 作 z 轴 . 
哈密 顿 算 符 则 变 成 
| 
育 = 二 (六 + + (112.2) 


首先 ,我 们 注意 到 算 符 $5. 是 和 哈密 顿 算 符 对 易 的 ,因为 后 者 不 含 自 旋 的 其 
它 分 量 算 符 . 这 意味 着 自 旋 的 = 分 量 守恒 ,从 而 $. 可 用 本 征 值 , = e 代替 . 随后， 
波 函 数 与 自 旋 的 关系 成 为 不 重要 , 薛 定 刘 方 程 中 的 少 可 取 作 普 通 的 坐标 函数 . 
这 个 函数 的 方程 为 

去 [ (K+) + ]y -Eony = Ey. (112.3) 

这 个 方程 的 哈密 顿 算 符 不 显 含 坐标 x 和 z. 因此 算 符 户 和 户 ( 对 * 和 >z 的 微 
分 算 符 ) 也 和 哈密 顿 算 符 对 易 , 亦 即 广义 动量 的 * 和 =z 分量 是 守恒 量 . 由 此 可 把 
少 取 成 下 列 形 式 : 

Wy =e ny(y). (112.4) 
本 征 值 p, 和 p., 取 -% 到 +%w 的 所 有 值 .由 于 4,=0, 广 义 动量 的 :分量 等 于 普通 
的 动量 分 量 mv,, 因 此 粒子 速度 沿 磁场 方向 可 取 任 意 值 ,我 们 可 以 说 沿 磁场 的 运 
动 是 “ 非 量 子 化 "的 . 
(112. ee 3) ,得 函数 xX(y) 的 下 列 方程 
并 + 加 (E+ Len -Lp 2 -了 moi(y -7) Jx=0, (112.5) 
式 中 记号 yo = -cp,/eH, 以 及 


了 (112.6) 


6 
(112.5) 式 形式 上 等 同 于 频率 为 wx 的 线性 振子 的 薛 定 雇 方 程 (23.6). 因 此 可 以 
立刻 作出 结论 , (112. 5) 式 圆 括号 内 的 表 式 相当 于 振子 能 量 , 它 具有 未 征 值 
(n+ 二] hows 而 n=0,1,2,… 
由 此 我 们 得 到 均匀 磁场 中 粒子 能 级 的 下 列表 式 : 
BE= (n+) ho tp -L2H. (112.7) 
第 一 项 给 出 的 是 离散 能 量 值 ,对 应 于 垂直 于 磁场 的 平面 内 的 运动 ,这 些 能 级 称 为 
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朗 道 能 级 . 对 于 电子 ,u/s = -lelhi/me,(112.7) 变 成 


B= (n+ +0) ho ta (112.8) 


与 能 级 (112.7) 式 相对 应 的 本 征 函 数 X(y) 由 (23. 12) 式 给 出 ,适当 改变 记 
号 后 得 到 





1 (7=%) 7-% 
Xl7) i Fi"™| 二 ] 本 j= img 
其 中 ov = Vh/mey. 
经 典 力学 中 ,粒子 在 垂直 于 场 甩 的 平面 (xy 平面 ) 中 作 圆周 运动 (圆心 固 
定 ). 量子 力学 中 守恒 的 y 相当 于 经 典 的 圆心 坐标 . x。= cp,e 有 +x 也 是 一 个 守恒 
量 ,很 易 看 出 其 算 符 与 哈密 顿 算 符 (112.2) 对 易 .x。 相当 于 圆心 的 经 典 坐标 x 
可 是 名 和 负 算 符 不 对 易 , 换 句 话说 ,坐标 x 和 加 不 能 同时 取 定 值 . 
由 于 (112.7) 式 中 不 含 p,, 后 者 原先 假定 它 可 取 连 续 值 ,能 级 是 连续 简 并 
的 .如果 xy 平面 内 的 运动 局 限 在 一 个 很 大 的 但 是 有 限 的 面积 5 =L.L, 内 , 简 并 
度 就 成 为 有 限 的 . Ap, 区 间 内 p, 的 可 能 值 (现在 是 离散 的 ) 的 数目 为 (L,/2mh) 
Ap,. 当 轨 道中 心 在 $ 内 时 所 有 这 些 p, 值 都 是 允许 的 ( 与 很 大 的 L, 值 相 比 ,我 们 
略 去 了 轨道 半径 ). 从 条 件 0 <y。 < 已 得 Ap, =eHL,/e. 因而 态 数 (n,p, 给 定 ) 为 
eHS/(2mhe) .如 果 运 动 区 域 在 = 方向 也 是 有 限 的 (尺度 为 L,) ,在 Ap, 区 间 内 p， 
的 可 能 值 的 数目 为 (L,/2mh) Ap,, 此 区 间 内 的 态 数 为 
eHs L, eHVAp. 
2rhc nh :4m rc” 


对 于 电子 ,还 有 一 个 附加 简 并 :(112.8) 式 中 mr = 方 和 n+1,0 = -去 的 能 
级 相同 . 


(112.10) 


习 题 
1. 求 均匀 磁场 中 的 电子 状态 波 画 数 ,该 态 中 电子 沿 磁场 方向 的 动量 和 角 动 
量具 有 定 值 . 
解 : 取 z 轴 沿 场 的 方向 ,在 柱 坐 标 p,p,z 中 ,失势 的 分 量 为 A。 = 于 芭 ,4 = 


加 ”在 圆 半径 为 cmw,/eH(w, 是 速度 在 xy 面 上 的 投影 , 见 《 场 论 》 ,821) 的 经 典 运动 中 ,我 们 有 
加 = -ep, /eH = ~ emo,/ell +y. 
由 此 可 知 ,yo 是 圆心 的 y 坐标 . 另 一 坐标 为 


x0 =emy, /eH +x=ep,/eH +x. 
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=0, 共 定语 方 程 为 @ 
jy 1 时 1 
- 匣 [ (Pe) 3 ] -hos + Moipy = Ey. (1) 








及 站 ap’ 
取 解 的 形式 为 
1 
=—_ 1 Rp) ewe 
7 (p)e™e 
得 径 向 函数 的 方程 
ee 
打 (w+ 人 mR)+ [5- 药 -3 MD jhoumn | R= 并 


RV ,可 把 上 式 写 成 


上 1 
a 
当 《 一 o 时 ,所 求 函 数 的 行为 犹如 e -名 ,而 当世 0 时 狂 如 " ,因此 可 今 

R(E) =e ao 人 (全 ); 
2( 志 ) 的 方程 被 下 列 合流 超 几 何 函 数 所 满足 


w=F{ 加 (pin! -去 ) ,ml +1,6}- 


m. 


如 果 波 画 数 到 处 有 限 ,B- 方 1ml -于 必须 是 一 个 非 负 整 数 必 .能 级 就 由 下 式 给 


出 : 


E= ho (w+ 二 iml+ 记 m+ 立 ) 也 


2 3 
它 等 价 于 (112.7). 相应 的 径 向 波 函 数 为 


1 ml tn,)! 1 六 
Rp) = rm [ze mn] or( - 格 | x 





xp™'F(-n ns lml + 人)， (2) 


Qn 
其 中 an = VA 有 /Mwn ,上 式 已 按 下 列 条 件 归 一 化 : 
站 pd: 
此 处 的 超 几 何 函 数 是 一 个 广义 拉 盖 尔 多 项 式 . 


四 电子 的 电荷 写成 。= - le1 ,电子 质量 记 作 M 以 便 和 角 动 量 m 相 区 别 . 此 题 中 自 旋 项 不 重要 , 故 
省 去 . 
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2. 求 对 应 于 电子 束缚 态 的 最 低能 级 ,该 电子 处 于 浅 势 阱 U(r) (101 << 下 / 
me,a 是 阱 中 的 力 程 ) 及 一 个 均匀 磁场 中 (1JO. A. ardkoa,1960) . 

解 :对 场 U(r) 所 设 的 条 件 保 证 了 (磁场 不 存在 时 ) 微 扰 论 可 用 ,此 时 阱 中 没 
有 束缚 态 ( 8$45). 当 有 磁场 存在 时 ,只 有 对 垂直 于 盏 的 平面 内 的 运动 ,才能 把 
U(r) 看 作 微 扰 ;加 上 上 U 后 该 运动 的 能 谱 ( 离散) 性 质 不 变 ,但 沿 甩 方向 的 运动 性 
质 发 生 了 改变 ,从 无 限 运动 变 成 ( 见 后 面 ) 有 限 运动 , 亦 即 能 谱 从 连续 变 成 离散 . 
对 后 一 种 运动 讲 来 , 势 阱 之 场 不 能 用 微 扰 论处 理 . 

据 此 , 当 把 薛 定 许 方 程 ( 题 1 的 (1) 式 ,但 左边 加 了 一 项 UW) 分 离 变 量 以 后 ， 
径 向 函数 R(p) 仍 旺 上 题 的 (2) 式 ,最 低能 级 对 应 于 量子 数 n,=m=0. 把 小 = 
Roo(p)X(z) 代 入 巷 定 许 方 程 , 乘 以 Roo(p) 并 对 pdp 积分 后 ,得 X(z) 的 方程 


有 
-+ U(x = ey, (3) 
其 中 = 了 ia， 


TD 人 UC YE + ) RY, Cp)pdp. 


网 仍 为 粒子 质量 . 上 式 与 势 阱 U(z) 中 能 量 为 e 的 一 维 运动 薛 定 诗 方 程 具有 相同 
的 形式 ,因此 可 以 简单 地 利用 8$45 题 1 的 结果 , 按 该 题 得 离散 能 级 为 


e= - 划 [ 厂 zad] = -Bf FR ppapds] 


(4) 
波 函 数 Ro(p) 在 距离 p~an 处 衰减 .如果 磁 场 很 弱 使 得 ay >>a, 上 式 对 p 
的 积分 主要 在 p<a 区 域内 ,在 此 区 域内 可 令 Roo(p) ~ Ru(0) =1/an, 于 是 
的 用 了 
= -ima( {var), (5) 
其 中 dY=2mpdpdz-4mrdr. 相反 地 ,在 强 磁场 情形 下 , 当 ai <<a 时 ,(4) 中 的 积 
分 主要 在 p<ay 内 ,此 时 可 令 U( Vz +P )~U(z). 对 p 的 积分 就 化 成 对 Roo 函 
数 的 归 一 化 积分 并 等 于 1 , 故 


so= -到 (三 waod) (6) 


这 两 种 情形 下 ,对 积分 的 估计 给 出 & << iwn. 
3. 求 磁场 中 的 氢 原 子 能 级 ,该 磁场 很 强 使 得 un << aa aa 为 玻 尔 半径 (R. 丁 
Elliott, R. Loudon,1960). 
解 : 按 所 述 条 件 ,jiaon >> me'/ 上 及 ,在 委 直 于 盏 的 平面 内 核 库仑 场 对 电子 运动 
的 影响 可 以 看 作 小 的 微 扰 , 从 而 回 到 题 2 的 情形 ,(3) 式 可 用 ,但 
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Bs a (mE 
v= -ef 全， (7) 
此 式 中 写 进 Ru 径 向 函数 ,我 们 只 是 考虑 纵向 运动 的 能 级 ,保持 横向 运动 为 零 朗 
1 
道 能 级 (二 hon ) 

基态 波 函 数 Xo(z) 延 伸 到 1z1<an 距离 处 并 在 该 距离 内 变化 缓慢 (没有 零 
点 , 故 在 z=0 处 不 等 于 零 ). 因此 最 低能 级 满足 §45 题 1 中 所 用 的 条 件 , 从 而 
(6) 式 可 用 ,(6) 式 是 以 该 题 之 解 为 基础 的 . 积分 的 对 数 发 散 可 在 上 限 1z1 ~ ay 和 
下 限 1z| - as[ 这 里 的 1zl ~p,(7) 式 中 不 允许 用 1z1 代 替 Vp ”+2 ] 处 "截断". 结 
果 为 
2me 2 0 _ _me' :相克 
et C39 
此 式 具有 了 所谓 对 数 准确 性 . 这 里 不 但 假定 了 比值 aa/an 很 大 而 且 它 的 对 数 也 是 
很 大 的 .对 数 的 宗 量 中 有 一 个 数值 因子 仍 不 确定 . 

离散 谱 的 激发 态 是 由 U(z) ~ -@/z[ 从 z~as >>p 的 (7) 式 中 得 出 ] 的 薛 定 
诅 方 程 (3) 中 解 出 的 ,但 此 式 作 变 换 共 =zp(z) 后 可 化 成 


1 dzd -2e- 
2m 六 由 i (9) 


这 与 三 维 库 仑 问题 中 s 关机 疝 计 汪 吉 放生 加 向 多 出 冤 相册 0 10) 式 
给 出 : 





2o= 一 


me 
2 大 (20) 
其 中 n=1,2,3,…, 此 式 也 只 有 对 数 准确 性 . 下 一 级 改正 项 与 主 项 相 比 将 是 很 小 
的 ,比值 只 有 1/ln(as/ay). 

(9) 式 只 给 出 了 z>0 的 波 函 数 . 它 可 延 拓 到 z<0 的 区 域内 成 为 X( -z) = 
X(z) 或 者 X( -z) = -X(z). 在 这 种 近似 下 ,能 级 (10) 因而 是 双重 简 并 的 . 但 在 对 
(an/as) 而 言 的 更 高 次 近似 中 ,双重 简 并 被 解除 . 
$113 磁场 中 的 原子 

ee 个 原子 . 它 的 哈密 顿 算 符 是 

有- 去 区 [2.+ 4 a(r)] + +U+ AS， (113.1) 

席 中 计 导 有 的 电 玫 { 记 子 的 电 科 号 志 - 1e1) 求 和 ,UV 是 电子 之 间 以 及 和 核 的 相互 
作用 能 量 ,$ = > 5 是 原子 的 总 (电子 ) 自 旋 算 符 . 

如 果 磁 场 矢 势 取 (111.7) 式 , 则 已 指出 ,此 时 算 符 和 4 对 易 . 展开 (113.1) 
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中 的 方 括号 并 用 所 三 务 时 的 民 于 只 和 阁 本 是， 我 们 得 
入 = 记 + Dab A+ Why 

把 (111.7) 的 4 代入 ,得 

B=, + > r, xP,+ 这 (Hxr,)’+ Lh .8 








但 7 xP。 eh rip Se 了 原子 的 总 轨道 
角 动 量 算 符 用 . 故 
= +pa(L +2§) .H+-e 





(113.2) 


An 是 玻 尔 磁 子 . 算 符 
hmr = -ua(L +28) (113.3) 
可 以 看 作 原 子 的 “内 裹 " 磁 矩 算 符 , 它 在 没有 磁场 时 也 为 原子 所 具有 . 

外 磁场 分 裂 了 原子 的 能 级 并 且 解 除了 对 总 角 动 量 方向 的 简 并 性 ( 塞 曼 效 
应 ) .我 们 来 求 原子 能 级 的 分 裂 值 ,该 能 级 的 J,L 和 5 等 量子 数 具 有 定 值 ( 亦 即 
假定 能 级 属于 LS 耦合 情形 , 见 §72). 

我 们 将 假定 磁场 很 弱 , 以 致 ys 比 原子 的 能 级 间距 包括 精细 结构 间距 在 内 
要 小 得 多 .此 时 (113.2) 中 的 第 二 和 第 三 项 可 看 作 微 扰 ,未 微 扰 能 级 就 是 多 重 项 
的 各 个 成 分 . 一 级 近似 中 可 以 略 去 第 三 项 , 因 与 第 二 项 的 线性 项 相 比 它 是 场 的 二 
次 项 . 

在 这 种 近似 下 ,能 量 分 裂 值 AE 是 由 微 扰 项 对 总 角 动 量 沿 磁场 方向 分 量具 
有 定 值 的 那些 (未 微 扰 ) 态 求 平均 值得 到 的 . 取 磁场 方向 为 z 轴 ,我 们 有 

AE =paH(L, +2§,) =psH(J. +5,). (113.4) 


平均 值 /正好 等 于 所 给 本 征 值 / = MM,. 平 均值 5, 可 用 分 步 平均 法 (参考 $72) 
求 出 .作法 如 下 . 

算 符 § 先 对 5,L 和 J 值 固定 但 M, 值 不 固定 的 原子 态 求 平均 .平均 以 后 的 算 
符 $ 一 定 和 标志 自由 原子 的 唯一 守恒 “矢量 "平行 ”. 因此 可 写成 

5 = 常数 xJ， 
这 个 式 子 是 纯 约定 的 ,因为 了 的 三 个 分 量 不 能 同时 有 定 值 , 它 的 z 分 量 可 直接 写成 
5, = 常数 XJ = 常数 x M,. 
前 式 两 边 乘 以 J 后 得 方程 
S .J 了 = 常数 x 玫 = 常 数 xJ(J+1). 
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把 守恒 矢量 J 放 进 平均 记号 内 得 5. =S. J. 平 均值 $5- J 在 L*,S* 和 了 具有 
定 值 的 态 中 等 于 它 的 本 征 值 [参考 (31.4) 式 ] 


5 .7= 立 LJG+D -ZL+1) +S(S+1)] 
从 以 上 第 二 式 中 求 出 常数 代入 第 一 式 后 ,得 


5,=M,J SA. (113.5) 
汇集 以 上 诸 式 并 代入 (113.4) 中 ,得 到 分 裂 值 的 最 终 表 式 : 
AE =jsgM,/H (113.6) 


其 中 的 
J(J+1) -L(L+1) +S(S+1) 
2J(J+1) 

称 为 朗 德 (Lande') 因子 或 旋 磁 因子 . 无 自 旋 时 (S =0, 因 而 J=L)g=1;L=0 时 
( 故 J=S)5g =20. 

(113.6) 式 给 出 了 2J+1 个 Mi = -J, -J+1,…,J 的 不 同 能 量 值 . 因此 磁 
场 完全 解除 了 关于 角 动 量 方向 的 能 级 简 并 ,与 电场 不 同 ,电场 保留 Mi = + 1M,1 
的 两 个 能 级 不 分 裂 B( 8 76) .但 是 , 当 g =0 时 ,(113.6) 描 述 的 线性 分 裂 不 再 存 
在 ,即使 /#0 的 态 如 *D,,, 就 是 这 样 . 

我 们 在 $76 中 看 到 ,电场 中 原子 能 级 的 位 移 和 其 平均 电 偶 极 矩 之 间 存在 着 
一 定 的 关系 . 磁场 情形 下 也 有 类 似 的 关系 . 经 典 理论 中 ,带电 粒子 系统 的 势能 为 
-Jh“ ,pn 是 该 系统 的 磁 矩 . 量子 理论 中 ,要 用 相应 的 算 符 来 代替 , 故 系统 的 哈 
密 顿 算 符 为 


g=1+ (113.7) 


应 = 记 -应 : 吾 = 房 -六 不 
应 用 (11.16) 式 ,以 场 万 为 参量 人, 得 磁 矩 平均 值 为 


到 = -号 (113.8) 


其 中 AE 是 所 给 原子 态 的 能 级 位 移 . 把 (113.6) 代 入 上 式 ,我 们 看 到 ,在 角 动 量 的 
z 方 向 投影 W 具有 定 值 的 原子 态 中 ,该 原子 沿 > 方向 的 平均 磁 矩 为 

.= -ungM,. (113.9) 

如 果 原 子 既 无 自 旋 又 无 轨道 角 动 量 (S = 上 =0) ,不 论 在 一 级 近似 或 任 一 高 

级 近似 中 ,(113.2) 式 中 的 第 二 项 不 产生 能 级 位 移 ( 因 为 L 和 的 矩阵 元 等 于 


@@ 由 一 般 公式 (113.6) 和 (113.7) 所 描述 的 分 裂 通常 称 为 反常 塞 曼 效应 . 这 个 不 合适 的 名 词 的 产生 
是 由 于 电子 的 自 旋 未 发 现 以 前 人 们 把 (113.6) 中 g =1 的 效应 看 作 是 正常 的 . 

加 $76 中 对 电场 所 作 的 论证 对 磁场 并 不 成 立 . 原因 在 于 甩 是 一 个 轴 矢 量 , 因 此 对 包含 它 的 任 一 平 
面 的 反射 ,如 要 变 号 . 所 以 由 这 个 操作 所 得 的 两 个 态 分 属于 不 同 场 中 的 原子 ,不 是 同一 场 中 的 原子 . 
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零 ). 在 此 情形 下 ,整个 效应 来 自 (113.2) 中 的 第 三 项 . 在 微 扰 论 的 一 级 近似 中 能 
级 位 移 就 等 于 下 列 平均 值 


2 = 
AB = (Hxr,)’. (113.10) 


令 ( 吾 xm 六 = 让 rsin0,9 是 r 和 殖 的 夹 角 , 对 mr 的 各 个 方向 求 平均 ,我 们 有 


sin?9=1 -cosibg=2/3(L=S=0 的 状态 波 函 数 是 球 对 称 的 ,因此 对 方向 求 平均 与 
对 距离 r, 求 平均 无 关 ) , 故 
A = 号 元 (113.11) 
由 (113.8) 算 出 的 磁 矩 现在 和 场 刀 成 正比 (对 工 = $ =0 的 原子 ,无 磁场 时 当 
然 不 会 有 磁 矩 ) .把 它 写成 y 的 形式 ,我 们 可 把 系数 看 作 朗 之 万 公式 (P. Lan- 
gevin,1905) 所 给 出 的 原子 磁化 率 : 


X= -= DA, (113.12) 


它 是 负 的 , 亦 即 原子 是 抗 磁 的 下 . 

如 果 J=0 但 5=Lz0, 场 的 线性 位 移 还 是 等 于 零 ,可 是 二 级 近似 中 微 扰 
-Ka* H 的 二 次 效应 超过 了 (113. 11) 的 效应 @, 这 是 因为 根据 一 般 公式 
(38.10) ,能 量 本 征 值 的 微 扰 论 二 级 改正 项 是 一 个 求 和 式 , 其 中 各 个 求 和 项 的 分 
母 中 含有 未 微 扰 能 级 的 差 , 目 前 情形 下 它们 是 能 级 的 精细 结构 间距 ,都 是 一 些小 
量 .我 们 已 在 $ 38 中 指出 ,二 级 近似 的 基态 能 级 改正 项 永远 是 负 的 . 因此 基态 中 
的 磁 和 矩 永远 是 正 的 , 亦 即 J=0,L =5z0 的 基态 原子 是 顺 磁 的 . 

强 磁 场 中 ,poh 差不多 等 于 或 大 于 精细 结构 间距 ,能 级 的 分 裂 情况 与 (113.6) 
和 (113.7) 预 言 的 不 同 ,这 种 现象 称 为 帕 邢 - 巴克 ( Paschen - Back ) 效应 . 

当 塞 曼 分 裂 远 大 于 精细 结构 间距 但 仍 小 于 不 同 多 重 项 之 间 的 间距 时 ,能 级 
分 裂 值 的 计算 是 很 简单 的 (和 以 前 一 样 可 以 证 明 , 哈 密 顿 算 符 (113.2) 中 的 第 三 
项 与 第 二 项 相 比 仍 可 略 去 ). 换 句 话说 ,此 时 磁场 中 的 能 量 远 超过 自 旋 -轨道 作 
用 @. 因此 可 在 一 级 近似 中 略 去 自 旋 - 轨道 作用 . 轨道 角 动 量 的 投影 M, 和 自 旋 
的 投影 Ms 就 和 总 角 动 量 的 投影 一 样 都 成 为 守恒 量 , 故 分 裂 值 由 下 式 给 出 : 





外 托马斯 - 费 米 模型 不 能 用 来 计算 电子 离 核 的 距离 的 均 方 值 ,尽管 托马斯 - 费 米 密度 为 w( 7) 的 积 
分 式 [nrdr 是 收敛 的 ,但 收敛 太 慢 , 结 果 与 实验 相差 较 远 . 

回 5=L#x0 时 ,对 于 5,L,J-*5,L,] +1 的 跃迁 ,其 非 对 角 跃 迁 矩阵 元 L,,5, 一 般 讲 来 不 等 于 零 . 

图 对 于 中 间 情 形 , 当 磁场 效应 和 自 旋 -轨道 作用 差不多 大 小 的 时 候 , 能 级 分 裂 的 一 般 表 式 无 法 算 


出 ,S= 方 时 的 计算 见 后 面 的 例题 1 
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AE =jsH(M, +2M,). (113.13) 


多 重 项 分 裂 是 到 加 在 磁场 分 裂 上 的 . 它 是 由 (72.4) 的 AL . $ 算 符 对 具有 给 

定 Mi ,Ms 值 的 态 求 平均 后 确定 的 (我 们 考虑 的 是 自 旋 -轨道 作用 引起 的 多 重 项 

分 烈 ). 给 定 了 角 动量 的 一 个 分 量 值 ,其 它 两 个 分 量 的 平均 值 就 都 等 于 零 . 从 而 
工 .§ =M,M;, 因 此 下 一 级 近似 中 的 能 级 公式 为 

AE =psH(M, +2Ms) + AM,M,. (113.14) 

计算 任意 耦合 型 式 (不 是 LS 耦合 ) 下 的 塞 曼 效应 是 不 可 能 的 . 我 们 只 能 说 ， 

这 种 分 裂 (在 弱 场 中 ) 和 场 万 成 线性 关系 并 与 总 角 动 量 分 量 M, 成 正比 , 亦 即 旺 

下 列 形式 : 

AE =ps8y HM,, (113.15) 

式 中 的 gw 是 标志 所 考虑 谱 项 的 某 些 系 数 ,mn 代表 标志 该 谱 项 的 除 ] 以 外 的 所 有 

量子 数 的 集合 . 这 些 系数 虽然 不 能 分 别 算出 ,但 有 可 能 得 到 一 个 有 关 》 gw 的 


实用 公式 , 式 中 对 具有 给 定 电子 组 态 和 总 角 动 量 的 所 有 可 能 的 原子 态 求 和 . 
根据 定义 
guM) = (njJMI1L +2S,1nJM,), 
另 一 方面 ,gswwWij[ 其 中 gw 是 LS 耦合 的 朗 德 因 子 (113.7) ] 是 用 不 同 的 波 函 数 
完备 组 算出 的 下 列 对 角 和 矩阵 元 : 
gsuM, = (SLIM,IL, +25,1SLIM,). 
这 两 组 波 函 数 可 通过 线性 么 正 变换 相互 得 到 ,但 是 这 种 变换 不 改变 对 角 和 矩 阵 元 
之 和 ( $12). 因 此 有 


总 guM, = 多 gsuM,. 
由 于 gj 和 gsw 与 MM 无 关 , 故 得 
eu= Rs (113.16) 
式 中 对 所 给 电子 组 态 中 具有 给 定 ] 值 的 一 切 可 能 态 求 和 . 这 就 是 欲求 的 关系 式 . 
习 题 


让 求 $= 半 的 谱 项 在 由 屠 一 巴克 效应 中 的 分 裂 . 
解 :在 微 拓 处 理论 中 需要 同时 考虑 磁场 和 自 旋 轨 道 作用 ，, 即 微 扰 算 符 为 


QD 我 们 没有 把 正比 于 (5)? 的 项 ( 自 族 - 自 族 作用 ) 包 括 在 内 . 但 应 记 住 , 当 自 旋 S= 二 时 ,由 


于 泡 利 矩 阵 的 特性 ( 见 8$55) ,可 把 (和.$)* 化 成 $, 从 而 包括 在 所 写 的 了 的 表 式 中 . 
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六 = 4  § +pa(L, +2§.)H. 
作为 零 级 近似 的 原始 波 函 数 ,我 们 取 [,S = 了 ,Mi，M。 具有 定 值 (上 给 定 ,MM = 
-Le… ,LiMs = 二 二 ) 的 这 套 波 画 数 . 受 微 护 态 中 只 有 及 三 MM) = M， + 1。 是 守恒 
量 (六 和 上 儿 对 易 ) ,因此 分 裂 谱 项 的 各 个 部 分 具有 确定 的 M 值 .11 = 二 (2 壮 ) 
这 两 个 值 每 个 只 能 以 一 种 方式 出 现 : 即 1M,M,》= | 到》 和 | -5 -去 》. 具 有 
这 两 个 M 值 的 态 , 它 的 能 量 改正 值 简单 地 等 于 这 两 个 MA,M、) 的 对 角 元 (1 1 
YIMeMs》. 其 余 的 W/ 值 和 个 都 能 以 两 种 方式 出 现 : 即 | 杂 -了 ,十 》 和 | M+ 十 ， 


- 立 》. 此 时 对 应 于 每 个 打 有 两 个 不 同 的 能 量 值 ,它们 是 由 以 上 两 态 间 的 跃迁 


和 矩 阵 元 所 组 成 的 久 期 方程 确定 的 . 
二 5 的 纸 阵 元 可 由 答 阵 (MIE1M') 和 (Ms1S1M',) 的 直接 相 乘 算出 ,并 且 





有 
(MMsIL .STM 》 =M,M,, 
i 本 1 
《MY+ 王 ，- 广 由 .SI -本 全 =《M- 了 :IL SIM+ 广 ,~ 》= 


无 磁场 时 ,该 谱 项 是 双 线 ,其 两 成 分 间 的 间距 为 =4 (2+ 立 ), 见 (72.6)， 
我 们 取 其 中 的 较 低能 级 作为 能 量 的 原点 . 于 是 在 磁场 中 的 能 级 最 终 表 式 为 
E=etpsH(L+1),， 当 M= 圭 (2 二 ) 时 ; 


二 二 1 + 
E =FetphM+ [4(e ta) +37 ri Me | 2 





当 3 = 
， 有 
当 jwaH/e <<1 时 有 
2L 


到 2(L+1) 本 
BE 二 27 SE MHM Ei 


这 与 (113.6),(113.7) 式 一 至 ( 令 访 式 中 8= 二 ,J=L# 十 ). 当 jaH/e >>1 时 ， 
我 们 有 
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E* =p8 (Mz ) + #7 
这 与 (113.14) 式 一 致 . 

2. 求情 形 a 的 双 原 子 分 子 谱 项 的 塞 要 分 裂 , 

解 : 核 运动 产生 的 磁 答 远 小 于 电子 的 磁 矩 . 因此 磁场 的 微 扰 对 分 子 讲 来 仍 和 
对 多 电子 系统 一 样 , 即 可 写成 和 以 前 一 样 的 形式 :了 =JsH .( 荆 +28) ,其 中 克 ,S 
是 电子 的 轨道 和 自 旋 角 动量 . 

微 护 项 对 电子 态 求 平均 ,在 情形 a 时 可 得 

paHn,(A +25) =paHn,(20 -A). 
n, 对 分 子 转动 的 平均 值 等 于 下 列 对 角 元 


eu 
IMlIn, IM) = +1 


其 中 M= MI) ,这 个 给 阵 元 是 从 (87.4) 的 约 化 答 阵 元 算出 的 ,该 式 中 的 天 和 从 改 
成 J 和 2. 故 所 求 的 分 裂 值 为 
20-4 
AE = 呈 攻 人 
3. 同 题 2, 但 为 情形 5. 
解 :确定 所 求 分 裂 值 的 对 角 元 (AKJIVI1AKJ) 可 用 887 给 出 的 一 般 规则 算 
出 ,但 它 也 可 用 以 下 更 简明 的 办 法 算出 . 微 扰 算 符 对 轨道 和 电子 态 求 平均 ,可 得 
nH(An, +25,) 
( 自 旋 算 符 在 这 个 平均 中 不 受 影响 ) ,然后 ,我 们 对 分 子 的 转动 求 平均 ;n, 的 平均 
值 由 (87.4) 式 给 出 ,从 而 得 


二 
Ai [RCR 六 +28 ] 
最 后 ,我 们 对 自 旋 波 函数 求 平均 . 经 过 整个 平均 后 ,各 失 量 的 平均 值 必须 平行 于 
总 角 动 量 J, 它 是 唯一 的 守恒 拓 量 . 因此 得 [参考 (113.5) ] 


ral A’ 
Tr [Re Ta J]m 
(MH= Mi ) ,最 后 是 
Ks 人 
5 = (agek r+) +KCK+1) 


-5S(S+1)] +[J(J+1) -KK+1) +S(S+1)] } am. 
4. 一 个 抗 磁性 原子 处 于 外 磁场 中 , 求 原 子 中 心 处 的 感 生 磁场 强度 . 


解 :对 于 5=L=0, 哈 窗 顿 量 中 不 含 场 的 线性 微 扰 项 ,因此 原子 波 函 数 不 舍 
磁场 的 一 级 改正 项 ,外 磁场 感 生 的 原子 中 的 电流 变化 六 只 是 来 自 ( 仍 为 及 的 一 
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级 近似 ) 电 子 速度 算 符 的 附加 项 (lel/mec)A. 因此 有 
2 2 
了 了 = -pA= -pa Xr (1) 
式 中 pp 是 原子 中 的 电子 密度 . 这 个 附加 电流 在 原子 中 心 处 产生 的 磁场 为 


1 fxr 
m= | a 





参考 (121.8). 把 (1) 式 代入 并 在 积分 号 内 对 的 方向 求 平均 ,得 


: 
a 
Hu = -3 A | Ldr=3p.(0)H, (2) 


yY.(0) 是 原子 的 电子 壳 层 在 其 中 心 处 的 电势 . 
在 托马斯 - 费 米 模型 中 ,p.(0) = -1.802Z* me?/ 术 [ 见 (70.8)] 故 


2 2 
His = -0.60 (ES) ZH= -3.2x10 27H. 








3: 


$114 可 变 磁场 中 的 自 旋 


我 们 来 考虑 一 个 具有 磁 矩 的 电 中 性 粒子 ,处 于 一 个 均匀 的 但 随时 间 变 化 的 
磁场 中 . 它 可 以 是 一 个 基本 粒子 (中 子 ) ,也 可 以 是 一 个 复合 粒子 (原子 ). 假定 磁 
场 很 弱 ,粒子 在 该 场 中 的 磁 能 小 于 该 粒子 的 能 级 间距 . 我 们 就 可 研究 粒子 的 整体 
运动 , 它 的 内 态 已 被 给 定 . 

设 $ 为 该 粒子 的 “内 襄 " 角 动量 算 符 一 一 基本 粒子 的 自 旋 或 者 是 原子 的 总 
角 动 量 /. 磁 矩 算 符 可 表 成 (111. 1 ) 的 形式 . 中 性 粒子 整体 运动 的 哈密 顿 量 可 写 
成 


请 = 一 人 人 下 (114.1) 


我 们 只 写 出 了 依赖 于 自 旋 的 那 一 部 分 哈密 顿 量 . 

在 一 均匀 场 中 ,这 个 算 符 不 显 含 坐标 @. 粒子 波 函 数 因而 分 解 成 为 坐标 函数 
和 自 旋 函 数 的 乘积 . 前 者 不 过 是 自由 运动 的 波 函 数 ,以 后 我 们 仅 对 其 自 旋 部 分 感 
兴趣 .我们 将 证 明 , 角 动量 * 为 任意 的 一 个 粒子 的 问题 ,可 以 化 成 较 简单 的 自 旋 


为 地 的 一 个 粒子 运动 的 问题 (E. Majorana) . 为 此 只 需 应 用 $57 中 早已 用 过 的 方 


法 , 即 把 自 旋 为 * 的 一 个 粒子 形式 上 换 成 2; 个 自 旋 为 二 的 “粒子 ". 算 符 $ 则 表 


加 ”此 式 相当 于 原子 的 电子 帝 层 绕 外 磁场 方向 的 拉 莫 尔 进 动 : 见 《 场 论 )》 $ 45. 

加 这些 说 法 也 能 用 到 在 非 均 匀 磁 场 中 运动 的 任 一 粒子 (带电 或 不 带电 ) ,只 要 它 的 运动 可 以 看 作 是 
准 经 典 的 . 随 粒 子 的 轨道 运动 变化 的 磁场 ,就 可 以 简单 地 看 成 时 间 的 函数 ,我们 也 能 用 同样 的 方程 描述 自 
旋 波 函数 的 变化 . 
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成 这 些 “ 粒 子 "的 自 旋 算 符 之 和 》 5,, 波 函数 则 表 成 2; 个 1 秩 旋 量 的 乘积 , 哈 
密 顿 算 符 (114.1) 则 分 解 成 为 2* 个 独立 的 哈密 顿 算 符 : 

和 = = (114.2) 
因此 2s 个 “粒子 "中 每 个 粒子 的 运动 都 能 相互 独立 地 确定 . 当 我 们 这 样 做 了 以 


后 ,就 只 需 重新 引进 任 一 2 秩 对 称 旋 量 的 各 个 分 量 , 来 代替 2s 个 1 秩 旋 量 各 个 
分 量 的 连 乘积 . 


习 ”是 


Ws 求 均匀 珊 场 中 自 族 为 上 的 一 个 中 性 粒子 的 自 旋 波 画 数 ,该 开 场 方向 恒定 
但 其 绝对 值 按 妥 = 及 (4) 的 任意 规律 变化 . 
解 ; 波 函数 是 一 个 旋 量 W", 它 满足 波动 方程 
SR iy 
ih = -2uH :sy (1) 
取 磁 场 方向 为 z 轴 ,把 上 式 写成 旋 量 的 分 量 式 
ih iy = py, hy pH, 
得 
Wy'=aexp( 光 [Hd:)， y=0exp (ef Hd), 
常数 cl ,cs 必须 从 初始 条 件 和 归 一 化 条 件 1y' 1 + wy?1? =1 求 出 . 
2. 同 题 1 ,但 磁场 的 绝对 值 恒 定 , 它 的 方向 以 匀 角 速 @ 绕 z 轴 旋转 并 和 = 机 
夹 9 角 . 
解 : 该 磁场 具有 分 量 
H, = Hsin gcos wt, H,=Hsin bgsin wt, H.,=Heos 0， 
按 (1) 得 方程 
yj' =iaon(yicos 0+We sin 0), 
p=iv(W'e™sin 0 -ycos 0) 
其 中 w=jH/ii. 作 普 换 y' =e “gp! ,W =e?g*, 上 列 方程 组 就 化 成 常 系数 线 
性 方程 组 , 解 出 后 得 


WR Seam oe my 





把 ia cz -ia ] 


现 ia - 
内 =2one [0 有人 2- 四 -2wwcos 9 
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其 中 
人 =[(o+2wneos 0)* +4w)sin’0]'®. 
$115 磁场 中 的 流 密度 


现在 来 推导 在 磁场 中 运动 的 带电 粒子 的 流 密度 的 量子 力学 表达 式 . 
我 们 从 下 式 出 发 : 


3H= -1 i- 84dy, (115.1) 
此 式 确定 了 矢 势 变化 时 具有 空间 电荷 分 布 的 哈密 顿 函数 的 变化 @. 量子 力学 中 
此 式 必 须 应 用 于 带电 粒子 哈密 顿 量 的 平均 值 : 
万 = fv: [去 (8-4) -Em ] war (115.2) 
对 上 式 进 行 变 分 ,并 注意 8H = eurl 54 ,得 
88 = | w [4+a4 + 4 4] war- 
-和 | ooa 84 到 Sa (115.3) 
Pp" 84 项 可 用 分 部 积分 变 成 
* SAWdV = -ih fw v84 . dy=ih [34 ,有 六 更 "dy 


(无 穷 远 处 的 面积 分 照例 等 于 零 ). 利用 矢量 分 析 中 熟知 的 公式 
a*curlb= -div(axb) +b: curla, 


对 (115.3) 中 的 最 后 一 项 进行 分 部 积分 . div 项 的 积分 等 于 零 , 故 得 
[Y'sw: curl 8AdV = Ja “curl( w" $y) dy, 
最 后 结果 为 
83H= -加 | aa， (VY -yy may+ 4. 8AVw' dy — 


@ ”本 节 中 的 了 代表 电流 密度 , 亦 即 粒 子 的 通 量 密度 乘 以 粒子 电荷 <. 
四 磁场 中 一 个 电荷 的 拉 格 朗 日 函数 中 含有 一 项 “ 4, 如果 电 荷 具有 空间 分 布 , 则 此 项 为 
paar. 
当 4 变化 时 拉 氏 函数 的 改变 为 
= 二 :aaay， 
而 哈密 顿 函 数 的 无 限 小 变化 等 于 拉 氏 函数 的 无 限 小 变化 再 取 一 个 负 号 ( 见 《 力 学 》,$40) . 


“ 430 . 第 十 五 章 磁场 中 的 运动 





-fa4 * cull( "$y) dy. 
将 此 式 和 (115.1) 比 较 , 即 得 下 列 流 密度 表 式 : 
J=3E[ (Vp wp vw] AV w+ Leoud( pSy) (115.4) 
2m me s 
要 强调 的 是 ,这 个 表 式 中 虽然 显 含 矢 势 ,但 了 还 是 单 值 的 . 这 可 通过 直接 计算 加 


以 验证 ,只 要 记得 矢 势 按 (111.8) 变 换 的 同时 波 函数 应 按 (111.9) 式 变换 . 
也 很 易 验 证 , 流 (115.4) 和 电荷 密度 p =elw1? 确实 满足 下 列 连续 性 方程 


忽 + divj =0. 
(115.4) 式 最 后 一 项 给 出 了 粒子 磁 矩 对 流 密度 的 贡献 . 这 就 是 ccurl m ,其 中 
m= yey= hy, (115.5) 


这 是 磁 矩 的 空间 密度 . 
(115.4) 式 是 流 的 平均 值 . 它 可 看 作 流 密度 算 符 的 对 角 和 矩阵 元 . 这 个 算 符 
可 用 二 次 量子 化 形式 最 简单 地 写 出 来 , 即 把 (115.4) 中 的 到 和 到 * 改 成 算 符 儿 


和 多 (根据 一 般 规则 ,每 项 中 的 更 * 应 写 在 罗 的 左边 ). 这 个 符号 的 非 对 角 和 矩阵 
元 也 能 求 出 : 

， _ie# 四 as 

ja =2nl(V PY, =; Vl 


+ 长 ceunl( yi $y.). (115.6) 
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目前 还 没有 完整 的 核 力 理论 , 核 力 是 作用 在 核 粒 子 (核子 ) 之 间 并 把 它们 束 
缚 在 原子 核 内 的 一 种 力 . 由 于 还 没有 一 个 完整 的 核 力 理论 ,所 以 对 核 力 的 描述 在 
更 大 程度 上 需要 依靠 实验 . 

核子 有 两 种 ,两 者 的 主要 区 别 在 于 它们 的 电 性 . 质子 (p) 带 有 正 电荷 ,而 中 


子 (n) 是 电 中 性 的 . 它们 的 自 旋 都 是 二 ,质量 几乎 相等 (分 别 为 1836.1 和 1838.6 


电子 质量 ). 这 种 相似 性 不 是 偶然 的 , 撤 开 电 性 的 差别 ,质子 和 中 子 是 两 个 极为 
相似 的 粒子 ,这 种 相似 性 在 本 质 上 具有 重要 的 意义 . 

业已 发 现 ,除了 较 弱 的 电力 外 ,两 个 质子 间 的 相互 作用 力 非常 相似 于 两 个 中 
子 间 的 相互 作用 力 , 这 称 为 核 力 的 电荷 对 称 性 了. 

在 保持 这 种 对 称 性 的 范围 内 ,我 们 可 以 说 , 双 质 子 (pp) 系统 和 双 中 子 (nn) 
系统 具有 性 质 上 相同 的 态 . 当然 ,在 这 里 重要 的 是 ,质子 和 中 子 服 从 同一 种 统计 
( 即 费 米 统计 ) ,因此 pp 和 nn 系统 只 允许 有 波 函 数 峭 (m ,0,;r, ,0,) 对 称 性 相同 
的 态 , 即 对 粒子 坐标 和 自 旋 的 同时 交换 保持 反对 称 性 的 那 种 态 . 

可 是 ,电荷 对 称 性 不 过 是 质子 和 中 子 间 更 深入 的 物理 相似 性 即 所 谓 同 位 旋 
不 变性 @ 的 表现 之 一 . 这 个 性 质 不 但 导致 pp 和 mn 系统 (可 通过 所 有 质子 与 所 有 
中 子 的 对 换 而 相互 得 到 ) 的 相似 性 ,而 且 还 导致 由 不 同 粒子 组 成 的 pn 系统 与 以 
上 两 个 系统 的 相似 性 ,当然 ,它们 不 可 能 是 完全 的 相似 ,因为 pn 系统 中 的 粒子 并 


四 它 特别 是 表现 在 镜像 核 性 质 (结合 能 ,能 谱 等 等 ) 的 相似 性 方面 . 一 对 镜像 核 是 指 质子 数 和 中 子 
数 相互 对 换 的 两 个 核 . 
加 同位 旋 不 变性 ,英文 为 isotopie invariance, 也 有 称 为 isobarie invariance. 
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不 全 同 , 它 的 态 肯定 不 限于 波 函 数 为 反对 称 的 态 . 但 是 我 们 发 现 ,在 pn 系统 的 各 
种 可 能 态 中 有 些 态 在 性 质 上 和 两 个 全 同 核子 系统 的 态 差 不 多 精确 相同 0. 这 些 
态 当 然 是 由 反对 称 波 函 数 描写 的 (pn 系统 剩 下 的 态 由 对 称 波 函 数 所 描写 ,在 pp 
和 nn 系统 中 并 不 存在 ). 

同位 旋 不 变性 和 电荷 对 称 性 一 样 , 仅 当 略 去 电磁 作用 后 才能 成 立 . 同位 旋 不 
变性 为 什么 只 是 近似 正确 的 另 一 个 理由 是 ,中 子 和 质子 间 存 在 着 很 小 的 质量 差 
别 ;如 果 中 子 和 质子 间 真是 精确 对 称 的 ,它们 的 质量 当然 也 应 等 同 ®@. 

有 一 种 方便 的 表述 方式 可 以 用 来 描述 同位 旋 不 变性 . 它 是 根据 下 列 事实 自 
然 地 得 到 的 , 即 同位 旋 不 变性 相当 于 把 核子 系统 的 态 按 其 坐标 - 自 旋 波 函数 少 
的 对 称 性 进行 分 类 的 可 能 性 ,而 与 所 述 及 的 核子 类 型 无 关 , 因 此 在 所 找 的 表述 方 
式 中 ,我 们 一 定 有 可 能 定义 一 个 描述 系统 状态 的 新 量子 数 ,用 以 唯一 地 确定 函数 


少 的 对 称 性 . 与 此 类 似 的 一 种 情况 ,我 们 早已 在 粒子 自 旋 为 了 的 多 粒子 系统 中 碰 
到 过 . 我 们 在 §63 中 看 到 ,如 果 指定 了 这 个 系统 的 总 自 旋 5, 则 其 坐标 波 函 数 p 
的 对 称 性 就 被 唯一 地 确定 ,而 不 管 每 个 粒子 的 自 旋 分 量 o 究竟 取 + 寺中 的 哪 


个 值 . 
因此 在 对 同位 旋 不 变性 进行 形式 上 的 描述 时 ,我 们 就 有 理由 把 中 子 和 质子 
看 作 同 一 个 粒子 (核子 ) 的 两 个 不 同 “电荷 态 ”, 它 们 的 区 别 在 于 一 个 新 矢量 的 


分 量具 有 不 同 的 值 , 这 个 新 矢量 > 在 形式 上 与 自 旋 为 二 的 自 旋 矢 量具 有 完全 类 


似 的 性 质 . 这 个 新 量 通常 称 为 同位 自 旋 或 同位 旋 @, 它 是 “同位 旋 空间 "&,n,2 
(当然 它 和 实际 空间 毫 无 关系 ) 中 的 一 个 矢量 . 


一 个 核子 的 同位 施 的 轴 分 量 只 能 取 re = + 方 两 个 值 . + 二 值 被 任意 地 指 


定 给 质子 ， -地 值 则 指定 给 中 子 @. 几 个 核子 的 同位 旋 可 按 通 常 自 旋 的 相 加 法 则 


相 加 成 为 系统 的 总 同位 旋 . 系统 总 同位 旋 的 分 量 等 于 各 个 粒子 的 7, 值 之 和 . 
对 于 一 个 质子 数 为 Z( 即 原子 序数 ) 中 子 数 为 N 质量 数 4 =Z +N 的 核 ,我 们 有 


T= 了 一 = 去 (Z-N) =Z- 了 4. (116.1) 


这 可 根据 pp 散射 和 pn 散射 的 实验 数据 分 析 中 得 出 (G. Breit,E. U. Condon ,R. D. Present,1936) . 
实际 上 ,中 子 和 质子 间 的 这 个 质量 差别 很 可 能 还 是 由 电磁 原因 造成 的 . 

先 由 W. Heisenberg( 1932) 所 采用 ,并 由 B. Cassen 和 E. U. Condon (1936 ) 拿 来 描写 同位 旋 不 
变性 


© e@ee 


文献 中 也 能 找到 相反 的 指定 . 
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亦 即 当 核 子 数 固定 后 ,7, 能 给 出 该 系统 的 总 电荷 . 因此 7 显然 是 一 个 严格 守恒 
量 , 它 简单 地 表达 了 电荷 的 守恒 . 

正如 总 自 旋 5 确定 了 自 旋 波 函数 的 对 称 性 那样 ,系统 总 同位 旋 的 绝对 值 7 
确定 了 该 系统 “电荷 部 分 " 波 函数 w 的 对 称 性 . 从 而 也 确定 了 坐标 - 自 旋 ( 即 通 
常 的 ) 波 函数 少 的 对 称 性 ,这 是 因为 核子 系统 的 总 波 函数 ( 即 乘积 ye ) 必须 具备 
一 定 的 对 称 性 , 它 和 所 有 的 费 米子 系统 一 样 ,对 两 个 粒子 的 坐标 , 自 旋 以 及 “ 电 
荷 变量 "7, 的 同时 对 换 必须 反对 称 . 因此 任 一 核子 系统 中 波 函 数 yy 存在 着 确定 
的 对 称 性 ,在 上 述 处 理 中 被 表达 成 为 了 的 守恒 性 . 

”我 们 也 可 以 换 一 种 说 法 ,所 谓 同位 旋 不 变性 ,是 指 系统 的 性 质 对 同位 旋 空 间 
中 的 转动 具有 不 变性 . 仅仅 是 7, 值 不 同 的 各 个 态 (7 和 其 它 量子 数 具 有 定 值 ) 具 
有 相同 的 性 质 .电荷 对 称 性 (中 子 和 质子 互 换 后 系统 性 质 的 不 变性 ) 不 过 是 同位 
旋 不 变性 的 一 个 特例 ,可 以 看 成 是 对 所 有 7, 的 同时 变 号 所 具有 的 不 变性 , 亦 即 
绕 同位 旋 空 间 gm 平面 内 的 一 个 轴 旋转 180° 所 具有 的 不 变性 . 

根据 以 上 的 处 理 显然 可 知 ,同位 旋 不 变性 必然 会 被 库仑 作用 所 破坏 ,库仑 作 
用 与 电荷 有 关 , 也 就 是 和 同位 旋 的 :分量 有 关 , 故 对 gmt 空间 内 的 转动 并 不 具备 
不 变性 . 

我 们 以 双核 子 系统 为 例 , 它 的 总 同位 旋 可 取 7=1 和 7=0 两 个 值 .7=1 时 
7, 分 量 的 可 能 值 为 1,0, -1. 根据 (116. 1) ,相应 的 电荷 值 为 2,1,0, 亦 即 7=1 
的 系统 可 以 是 pp,pn 或 nn.7=1 的 波 函 数 电荷 部 分 w 是 对 称 的 (正如 对 称 的 自 
旋 波 函数 对 应 于 自 旋 5=1 一 样 ,参考 §62). 所 以 7=1 的 态 具 有 反对 称 的 通常 
波 函 数 少 了 =0 时 只 能 有 7, =0, 相 应 的 波 函 数 w 是 反对 称 的 ;因此 它 只 和 pn 系 
统 中 yw 波 函 数 为 对 称 的 态 有 关 . 

同位 旋 对 应 于 一 个 算 符 7, 它 作用 在 波 函 数 的 电荷 变量 7, 上 ,正和 自 旋 算 符 
了 作用 在 自 旋 变 量 o 上 一 样 . 鉴于 两 者 在 形式 上 完全 类 似 ,7,,7, ,7 算 符 和 5， 
3 ,3 算 符 一 样 ,由 (55.7) 式 的 泡 利和 矩阵 给 出 . 

下 面 来 给 出 这 些 算 符 的 某 些 组 合 形式 ,它们 具有 简单 的 直观 含义 . 下 列 算 符 


a i 息 

ji 0 | 
作用 在 中 子 波 函 数 上 把 它 变 成 质子 波 函 数 ,作用 在 质子 波 函 数 上 则 等 于 零 . 同 
理 , 算 符 


= - 
把 质子 变 成 中 子 , 并 把 中 子 “ 潭 没 " 掉 . 最 后 ,下 列 算 符 


给 1 0 
去 +5=(。 od 
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使 质子 波 函 数 不 变 并 把 中 子 波 函 数 潭 没 掉 . 上 式 乘 e 后 可 以 称 为 核子 的 电荷 
算 符 . 

现在 来 证 明 ,两 个 粒子 的 对 换算 符 户 可 以 用 它们 的 同位 旋 算 符 广 , 刘 表达 

出 来 . 根据 定义 ,对 换算 符 作用 在 双 粒 子 系统 波 函数 少 (r ,ci ;7,,o,) 上 的 结果 

是 使 这 两 个 粒子 的 坐标 和 自 旋 同时 对 换 , 亦 即 变量 rm ,c， 和 7,,o, 对 换 . 这 个 算 

符 的 本 征 值 为 上 1, 当 它 作用 在 对 称 的 或 反对 称 的 少 波 函数 上 时 就 有 

= Pyaww= 一 沙井 亲 - (116.2) 

前 面 已 经 讲 过 ,yyw 和 yawn 分 别 对 应 于 总 同位 旋 7T=0 和 7T=1 的 电荷 波 

函数 wy. 由 此 可 见 ,为 了 把 户 表 成 作用 于 电荷 变量 上 的 算 符 , 它 就 应 该 具有 下 列 
性 质 

Po =w, Pw,= -ow,. (116.3) 

这 两 个 条 件 能 被 算 符 1 - 灾 所 满足 ,这 是 很 易 看 出 的 ,只 要 注意 到 wj 是 算 符 四 

的 本 征 函 数 , 具 有 本 征 值 7(7T+1). 最后, 写 出 T=7, + 并 且 考虑 到 下 和 史 都 


具有 定 值 7(7+1) = 六 , 即 得 所 求 的 表 式 下 
户 =1- 守 = - 方 -2 和 :入 (116.4) 


对 于 核子 系统 中 各 种 物理 量 的 矩阵 元 ,存在 着 一 定 的 同位 旋 选 择 定 则 (L. 
A. Radicati,1952). 设 书 为 具有 相 加 性 的 某 个 量 (任意 秩 张 量 ) , 亦 即 它 对 于 整个 
系统 而 言 的 值 等 于 对 各 个 个 别 核子 而 言 的 值 之 和 . 我们 把 这 个 量 的 算 符 写成 


Fh= 交办 + Zh 
式 中 分 别 对 该 系统 内 所 有 的 质子 和 中 子 求 和 - 这 个 表 式 可 写成 下 列 等 同形 式 ; 
户 = 时 (去 + 冯 ) 疡 + 2 ( 计 - 计 )f= 
ss (116.5) 


式 中 每 项 都 是 对 所 有 核子 (质子 和 中 子 ) 求 和 . (116.5) 中 的 第 一 项 是 标量 ,第 二 
项 是 同位 旋 空间 中 矢量 的 Z 分量 . 因此 它们 对 同位 旋 而 言 的 选择 定 则 ,与 普通 空 
间 中 的 标量 和 矢量 对 轨道 角 动 量 而 言 的 选择 定 则 ( 见 $29) 相 同 :同位 旋 标 量 只 
允许 不 改变 7 了 值 的 路 迁 ;同位 旋 矢量 的 分量 只 能 有 A7 = 0 或 +1 的 跃迁 和 矩阵 
元 .对 于 7 =0 的 两 个 态 ,也 就 是 对 于 中 子 数 和 质子 数 相等 的 系统 ,不 能 有 AT = 
0 的 跃迁 ,这 是 因为 A7 =0 的 跃迁 矩阵 元 是 和 7, 成 正比 的 ( 见 (29.7) 式 ). 


外 ”这 种 形式 的 算 符 ,已 在 $62 例题 中 用 粒子 的 通常 自 旋 导 出 过 . 
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以 原子 核 的 偶 极 矩 为 例 \ 为 er 而 f=0. (116.5) 中 的 第 一 项 为 
eT r= mr 
因而 和 质心 的 径 矢 成 正比 ,适当 选取 原点 后 可 使 它 等 于 零 . 可 见 核 偶 极 逢 可 化 成 
同位 旋 矢量 的 分 量 . 
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作用 于 核子 之 间 的 核 力 的 主要 特征 是 力 程 很 短 :在 数量 级 为 10-" em 的 距 
离 处 指数 式 地 衰减 . 

在 非 相 对 论 极限 下 我 们 可 以 这 样 说 , 核 力 与 核子 的 速度 无 关 并 且 有 势 ; 核 内 
的 核子 速度 大 约 是 光速 的 1/4( 见 后 ). 两 核子 的 相互 作用 势能 U 不 但 和 距离 
有 关 而 且 相 当 强烈 地 和 它们 的 自 旋 有 关 @. U 和 的 确切 关系 当然 只 能 由 核 力 理 
论 去 确立 ,至 于 它 和 自 旋 的 关系 则 可 根据 自 旋 算 符 的 性 质 经 过 简单 考虑 后 得 出 ， 

可 供 我 们 支配 的 与 相互 作用 能 量 U 有关 的 矢量 一 起 只 有 三 个 , 即 两 核子 间 


的 单位 径 矢量 n, 以 及 两 个 核子 的 自 旋 s, 和 s,. 根据 自 旋 二 算 符 的 一 般 性 质 , 它 


的 任意 函数 可 以 化 成 线性 函数 ($55). 再 考虑 到 乘积 n. s 不 是 真 标量 而 是 奈 
标量 (因为 n 是 极 矢量 而 s 是 轴 矢 量 ). 于 是 很 明显 ,从 n,s,,s, 三 个 矢量 出 发 只 
能 构造 出 两 个 与 自 旋 皇 线性 关系 的 独立 标量 , 即 (s, * s,) (ns,)(n.s,)@. 
从 而 ,两 核子 的 相互 作用 算 符 计 及 对 自 旋 的 关系 后 ,可 以 写成 三 个 独立 项 
之 和 ; 
Dra = U(r) +U(r) (S$) + 
+ U(r) [3(8, +n) (Sn) -$$,], (117.1) 
其 中 两 项 与 自 旋 有 关 , 一 项 无 关 . 第 三 项 被 写成 这 样 的 形式 ,是 使 它 对 n 的 各 个 
方向 平均 后 等 于 零 . 这 一 项 所 描述 的 力 通常 称 为 张 量力 . 
(117.1) 中 的 下 标 * 普 通 " 表 明 这 个 算 符 不 影响 核子 的 电荷 态 . 实际 上 还 存 
在 着 作用 后 使 质子 变 成 中 子 以 及 中 子 变 成 质子 的 相互 作用 . 这 种 “交换 "作用 的 
算 符 与 (117.1) 不 同 之 处 在 于 还 含有 (116.4) 的 粒子 对 换算 符 : 
Da = 1U(r) + U(r) (SS)+ 
+Us(r)[3(8 "a) ($n) -$, .$8,]1P. (117.2) 
总 的 相互 作用 算 符 为 


加 从 这 一 点 讲 来 ,粒子 作用 和 电子 作用 有 很 大 的 不 同 ,后 者 的 自 旋 - 自 旋 作 用 是 纯 相 对 论 性 的 而 
且 ( 在 原子 中 ) 很 小 . 
回 ”这 里 假定 了 核 力 是 空间 反 演 不 变 的 , 亦 即 不 能 含有 大 标量. 迄今 为 止 没有 实验 否定 这 个 假设 . 
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Ds=D + Us. (117.3) 
可 见 两 核子 的 相互 作用 要 用 六 个 不 同 的 距离 函数 来 描写 . 这 些 项 一 般 讲 来 都 属 
于 同一 数量 级 中 ， 
(117.1) 和 (117.2) 中 的 自 旋 算 符 可 以 用 总 自 旋 算 符 $ 表 出 ,把 §=$, + 
和 8 .n=$， "n+$, "平方 起 来 并 利用 部 = 宫 = 字 ,5,*n)?= (8 7- 二 
( 见 (55.10) 式 ) ,我 们 得 


(8 = 二 [03 村] (117.4) 


算 符 人 和 $$ 对 易 , 因 此 对 于 (117.1) 和 (117.2) 中 前 两 项 所 代表 的 作用 讲 
来 ,系统 的 总 自 旋 矢量 是 守恒 的 . 张 量 作用 含有 算 符 ($.n), 它 和 5* 对 易 但 和 


矢量 本身 不 对 易 .结果 只 有 总 自 旋 的 绝对 值守 恒 , 它 的 方向 不 守恒 . 
双核 子 系统 的 总 自 旋 5 可 取 0 和 1, 总 同位 旋 7T 也 是 这 样 ,因此 这 个 系统 所 
有 的 态 可 按 S 和 7 值 的 不 同 分 成 四 类 . 每 类 的 态 具有 相互 作用 算 符 4(r) (对 


5=0) 或 4(7) +B(7) [($ .nm)* - 子 ] (对 $=1), 可 按 每 类 情况 由 一 般 表 式 


(117.3) 化 出 ( 见 题 1)®@. 

5 和 了 给 定 后 ,系统 的 态 是 按 总 角 动 量 值 7 和 宇 称 分 类 的 . 我 们 知道 ,7 =0 
和 了 =1 分 别 对 应 于 波 函 数 y 为 对 称 的 和 反对 称 的 态 . 另 一 方面 ,5 值 确定 了 波 
函数 对 自 旋 变量 的 对 称 性 (S =1 对 称 ,S =0 反对 称 ). 显然 , 当 5 和 7 了 给 定 以 后 ， 
波 函 数 对 空间 变量 的 对 称 性 ( 态 的 宇 称 ) 也 被 确定 . 同位 旋 7=0 的 态 只 能 是 偶 
的 三 重 态 (S =1) 或 奇 的 单 态 (3S =0) ;而 同位 旋 7=1 的 态 均 为 奇 的 三 重 态 或 偶 
的 单 态 . 

由 于 自 旋 作为 矢量 并 不 守恒 ,轨道 角 动 量 一 般 也 不 守恒 ,只 有 两 者 之 和 J= 
L+S 是 守恒 的 . 可 是 工 的 绝对 值 也 有 可 能 守恒 ,这 是 因为 给 定 了 J,S 和 字 称 


@ 还 可 提 一 下 依赖 于 核子 速度 的 相互 作用 . 在 速度 的 线性 近似 下 ,可 以 用 一 个 具有 [wi(r) +pa(r) 


(上 $) 形 式 的 算 符 来 描写 ,其 中 工 =r xp 是 两 核子 相对 运动 的 轨道 角 动 量 ,是 动量 ,S = si + sa. 这 个 
算 符 含有 两 个 -的 函数 . 根据 字 称 及 时 间 反 演 不 变性 ,p .二 和 S ,nm 等 项 被 排除 . 

加 ”有关 尔 核 性 质 的 实验 表明 ,7=0,5 =1 的 核子 作用 具有 强 的 引力 和 一 个 深 的 " 势 阱 "( 张 量 力 的 
存在 使 它 难 于 用 函数 4(r) 和 8(7) 的 性 质 表达 出 来). 此 外 ,根据 观测 到 的 饼 核 四 极 矩 的 符号 ,可 知 这 个 态 
的 张 量力 中 B(r) 的 系数 是 负 的 . 根据 核子 散射 实验 结果 ,可 知 7=1,S=0 的 作用 也 是 引力 作用 ,但 比较 
能, 特别 是 不 能 形成 双 粒 子 的 稳定 系统 2 
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(或 /,S 和 7) 后 ,有 可 能 只 有 一 个 特定 的 工 值 可 以 与 之 相 容 ( 记 得 双 粒 子 系统 的 
宇 称 为 ( -1)"). 例 如 5S=1,J=1 的 奇 态 只 能 有 工 =1, 即 ?P,. 在 其 它 情形 下 ,给 
定 了 J,S 和 宇 称 后 可 以 有 两 个 不 同 的 工 值 , 因 而 工 是 不 守重 的 . 例如 S=1,J=2 
的 奇 态 可 以 有 上 =1 或 上 =3, 这 是 一 个 组 合 态 'P, + 3F,. 

因此 我 们 得 到 双核 子 系统 的 下 列 各 种 可 能 态 ( 符 号 + 代表 宇 称 ) : 

表 = 
3 
T=0:(’S, +3D) ,2D; ,(D, + G) 7 
上 pe 

核 力 一 般 讲 来 并 不 是 相 加 性 的 . 这 就 是 说 ,两 个 以 上 核子 所 组 成 的 系统 中 ， 
它 的 核 力 作用 并 不 等 于 其 中 所 有 各 对 粒子 的 核 力作 用 之 和 . 然而 ,与 二 体 作 用 相 
比较 ,三 体 作用 和 多 体 作用 看 来 并 不 重要 ,因此 在 讨论 复杂 核 的 性 质 时 ,在 很 大 
程度 上 我 们 仍 可 以 二 体 作用 的 性 质 为 基础 . 

原子 核实 验 结果 表明 , 当 粒 子 数 4 增 大 时 ,核子 系统 开始 类 似 于 宏观 的 “ 核 
物质 ”, 它 的 体积 和 能 量 都 与 4 成 正比 地 增长 (质子 间 库 仑 作用 以 及 核 的 自由 表 
面 所 产生 的 那些 效应 都 是 很 小 的 ). 产生 这 种 现象 的 核 力 性 质 称 为 饱和 性 . 

饱和 性 的 存在 使 核子 的 二 体 作用 函数 VU,,… ,Us 受到 一 定 的 限制 . 假定 所 
有 粒子 都 集中 在 核 力 作用 半径 那样 大 小 的 一 个 体积 内 ,使 得 每 对 粒子 间 都 有 相 
互 作用 存在 . 如 果 有 这 样 一 种 核子 组 态 (以 及 这 样 一 些 自 旋 取向 ) 其 中 每 对 间 的 
作用 力 都 是 吸引 力 ,那么 这 个 系统 的 势能 是 负 的 并 且 与 4 成 正比 ,其 动能 是 正 
的 并 且 和 452 成 正比 (4 的 较 小 寡 次 )@. 显然 ,在 这 种 条 件 下 会 有 足够 多 的 核子 
集中 到 一 个 与 4 无 关 的 小 体积 中 去 , 即 不 能 形成 核 物质 . 由 此 可 见 , 核 力 饱 和 性 
可 以 表 成 这 样 的 条 件 : 与 4? 成 正比 的 负 作用 能 量 的 那些 组 态 都 不 存在 ( 见 
题 2). 

核 物 质 体 积 与 其 粒子 数 的 正比 性 可 用 下 式 表 出 : 

有 R=rmo4'2. 7 

上 式 给 出 了 核 半 径 R 和 核 中 粒子 数 4 的 关系 .实验 结果 (电子 和 核 的 散射 ) 给 出 
m =1.1x10-2 em. 

我 们 可 求 出 核 物 质 中 核子 动量 的 极限 值 (参考 $70). 物理 空间 单位 体积 内 
动量 为 p<po 的 粒子 所 占 的 相 空间 体积 为 4wp3/3, 除 以 (2wh) 后 即 得 “ 相 格 ” 
数 ,每 格 中 可 以 同时 占有 两 个 质子 和 两 个 中 子 . 令 中 子 数 等 于 质子 数 ,我 们 得 


四 集中 于 某 一 给 定 体积 内 的 粒子 其 密度 与 粒子 数 4 成 正比 ,每 个 粒子 的 动能 与 亚 ? 成 正比 ( 参 
考 (70.1) ) , 故 总 动能 ~4 439. 








了 是 原子 核 体积 . 把 (117. 人 


m= (m4) 和 (9m) ol 4x10-"*g. cm/s. 
相应 的 动能 ps/2m, ~40 MeV(m, 为 核子 质量 ) ,而 速度 为 
二 
m, 4 
习 题 


1. 对 5,T 具 有 定 值 的 各 种 双核 子 态 , 求 其 相互 作用 算 符 . 
解 :根据 一 般 表 式 (117.1) 一 (117.3) ,应 用 (116.3) 和 (117.4) ,得 所 求 的 


Dr 算 符 ， 
7 3 3 
ba =U, -4 UU 


3 3 
Dn = -Ut 


光 三流 0 


=Ui+ 调 he i Us+(U -VU) [3(S .mm -2]. 
ee 
的 作用 半径 . 


解 :对 核子 数 为 4 的 系统 ,考虑 几 种 极端 情形 的 态 (其 它 各 种 情形 都 介 于 其 
间 ). 写 出 这 个 系统 中 一 个 “平均 "核子 对 的 相互 作用 能 为 正 的 各 种 条 件 . 


假定 原子 核 的 总 自 旋 和 总 同位 旋 都 星 极 大 值 :S。= Tu = 去 4( 当 系 统 中 的 


粒子 都 是 质子 而 且 它们 的 自 旋 都 平行 时 ) . 则 每 对 核子 具有 5S = 了 =1, 要 写 出 的 


条 件 为 
U, >0. (1) 


其 次 , 设 T= 让 4,S =0. 则 每 对 核子 的 了 =1 ,每 个 粒子 的 。 平均 值 为 夫 . 


后 者 表明 核子 的 5 = 二 和。 = -二 是 等 概率 的 . 在 这 些 条 件 下 ,一 对 核子 处 于 


5=0 态 或 5=1 态 的 概率 分 别 为 1/4 和 3/4( 与 5, 值 的 个 数 25+1 成 正比 ). 因 
此 核子 对 平均 能 量 为 正 的 条 件 为 
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1 3 
FU + 二 克 0. (2) 
1 


同样 地 ,讨论 Ta =0,Su = 了 4 的 态 ,得 条 件 


1 3 
Ue + 于 Du >0. (3) 

在 Tu =Sw =0 的 那些 态 中 ,核子 对 具有 5=7T=1 的 概率 为 3/4 x3/4, 具 有 
T=1,5S =0 的 概率 为 3/4 x1/4， es Se 


号 0 + 兰 (CUo+ Un) + 击 GUm >0. (4) 
最 后 , 设 系统 由 方 A 个 质 于 和 方 A 个 中 于 所 组 成 ,所 有 质 于 的 自 旋 乎 行 并 和 


所 有 中 于 的 自 旋 反 平行 .单个 核子 为 p (Te = 于 ] 或 n (re = -二 的 概率 相等 ， 


核子 对 具有 了 =0 的 概率 为 1/4, 由 于 这 一 对 核子 中 一 个 是 p 另 一 个 是 n, 故 5,= 
0. 这 个 5, 值 以 相等 的 概率 来 自 5=0 或 5=1 的 态 . 因此 核子 对 处 于 T=0,S=0 
态 和 T=0,5 =1 态 的 概率 都 等 于 1/4 x1/2 =1/8.7T=1,S =0 的 态 也 有 这 样 的 概 
率 , 剩 下 5/8 人 T=5S=1 的 态 . 和 


二 (Uw +Un + Uo) + BUn >0. (5) 
ee 
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原子 核 的 许多 性 质 可 用 壳 层 模型 很 好 地 描述 , 它 和 原子 的 电子 壳 层 结构 基 
本 上 类 似 . 这 个 模型 中 ,原子 核 内 的 每 个 核子 可 以 看 作 是 在 所 有 其 余 核子 所 组 成 
的 自 洽 场 中 运动 :由 于 核 力 的 作用 范围 很 小 ,这 个 场 一 超出 核 " 表 面 "所 围 的 体 
积 就 很 快 地 衰减 .与 此 相应 ,整个 原子 核 的 态 可 用 指定 各 个 单 核子 态 的 办 法 来 
描写 . 

自治 场 是 球 对 称 的 ,对 称 中 心 当然 就 是 原子 核 的 质心 ,这 样 一 来 ,就 产生 了 
下 列 困 难 . 在 自治 场 法 中 ,系统 的 波 函 数 是 由 单 核子 波 函 数 的 乘积 (或 适当 对 称 
化 后 的 乘积 之 和 ) 构 成 的 ,可 是 这 样 的 函数 无 法 保持 质心 不 动 吕 :由 这 种 函数 算 
出 的 质心 平均 速度 虽然 等 于 零 ,但 速度 值 本 身 的 概率 并 不 等 于 零 . 

当 我 们 用 自治 场 法 的 波 函数 (7,,…,r) 计 算 任 一 物理 量 时 ,可 以 采用 先 
消除 质心 运动 的 办 法 来 避免 这 一 困难 . 设 /(7;,p,) 为 某 一 物理 量 , 它 是 核子 坐标 


@@ 对 于 原子 中 的 电子 不 会 产生 这 种 困难 ,因为 它 的 质心 和 不 动 的 原子 核 位 置 重 合 , 必 然 是 静止 的 
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和 动量 的 函数 . 当 用 函数 组 少 计算 它 的 矩阵 元 时 ,我们 必须 在 不 改变 y(7,) 的 情 
况 下 把 函数 /中 的 宗 量 改 为 


rri-R, ppi -dP. (118.1) 


式 中 及 是 原子 核 质心 的 径 矢 ,4 是 核 内 粒子 数 ,P 是 整体 运动 的 动量 . (118.1) 中 
的 第 二 项 相当 于 从 核子 速度 " ;中 减 去 质心 速度 V,P 和 Vy 的 关系 为 P =Am,V 
(S. Gartenhaus, C. Schwartz,1957). 
例如 原子 核 侦 极 矩 算 符 为 4 =e5r,, 式 中 对 核 内 所 有 质子 求 和 . 用 自治 场 法 
算 其 矩阵 元 时 ,这 个 算 符 必须 改 成 e 荆 (7r, - R). 原子 核 的 质心 坐标 为 
R= 廊 ( 要 r+ 区 re )s 
式 中 对 所 有 质子 和 中 子 求 和 . 由 于 核 内 质子 数 为 Z, 偶 极 矩 算 符 最 后 改 成 
oF ne (1-4) Dn-eZ yr,, (118.2) 
上 式 中 的 质子 具有 “有 效 电荷 "e(1 - Z/4) ,中 子 具 有 “电荷 ” -eZ/4. 由 (118.2) 
知 , 偶 极 矩 改正 项 的 相对 数量 级 为 1. 不 难 求 出 , 磁 矩 和 更 高 级 电 多 极 矩 改正 项 
的 相对 数量 级 为 1/4. 
非 相对 论 近 似 中 ,核子 和 自治 场 的 相互 作用 与 该 核子 的 自 旋 无 关 ; 这 种 关系 
只 能 和 $. n 成 正比 ,n 是 沿 核 子 径 矢 r 的 单位 矢量 ,这 个 乘积 是 一 个 夺标 量 而 
不 是 真 标量 . 
但 当 计 及 依赖 于 粒子 速度 的 相对 论 项 以 后 ,核子 能 量 就 会 依赖 于 自 旋 . 其 中 
的 最 大 项 与 速度 成 正比 . 从 s,m 和 9 三 个 矢量 出 发 可 组 成 一 个 真 标量 n xv ，s， 
因此 原子 核 内 核子 的 自 旋 - 轨道 耦合 算 符 为 
VV = -pr)nxd .8， (118.3) 
9(7) 是 -的 某 个 函数 , 见 $ 117 第 三 个 附注 . 由 于 m,r xm 是 粒子 的 轨道 角 动 量 
大 ,(118.3) 也 可 写成 
六 = -FrD)7 .8， (118.4) 
其 中 /= hip/rm,. 应 该 强调 这 个 作用 是 we 的 一 级 效应 ,而 原子 中 电子 的 自 旋 - 
轨道 耦合 是 二 级 效应 ( $72) ,这 个 差别 是 由 于 核 力 即 使 在 非 相 对 论 近 似 中 也 依 
赖 于 自 旋 ,而 电子 的 非 相 对 论 相 互 作用 (库仑 力 ) 是 与 自 旋 无 关 的 . 
自 旋 -轨道 作用 能 量 主要 集中 在 原子 核 表面 附近 , 亦 即 函数 /(7) 在 核 内 误 
减 .这 是 因为 这 种 作用 在 无 限 的 核 物质 中 根本 不 会 存在 ,只 要 考虑 到 此 时 的 系统 
是 均匀 的 ,显然 不 再 存在 某 种 优先 的 n 方向 . 


作用 项 (118.4) 把 轨道 角 动量 为 ! 的 核子 能 级 分 裂 成 为 角 动 量 j =1 + 广 的 
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两 个 能 级 . 
由 于 ( 按 (31.3) 式 ) 


1 到 1 
Fy Py 
， (118.5) 


1 
= -去 (0+0，j=1- 寺 
分 裂 量 为 
AE=E} -By=R7) (+ 二 ) (118.6) 


实验 表明 ,j=1+ 方 的 能 级 (1 和 s 平 行 ) 低 于 j=1- 二 的 能 级 ,这 意味 着 /(7) >0. 


原子 核 中 核子 的 自 旋 - 轨道 耦合 要 比 该 核子 与 自 洽 场 的 作用 弱 ,但 是 一 般 
讲 来 它 要 比 原 子 核 内 两 个 核子 的 直接 作用 能 量 来 得 大 , 因 后 一 种 作用 随 着 原子 
量 的 增加 而 更 快 地 衰减 . 

各 种 相互 作用 能 的 上 述 大 小 关系 ,使 核能 级 必须 按 方 耦合 分 类 :各 个 核子 
的 自 旋 和 轨道 角 动量 相 加 成 为 总 角 动量 7=1L+s, 由 于 1 和 s 间 的 关系 不 受 粒 子 
间 直 接 作用 的 影响 (M. Gappert - Mayer,1949;0. Haxel,J. H. D. Jensen ，H. E. 
Suess,1949)7 具有 定 值 中 . 随后 单个 核子 的 j 相 加 成 为 原子 核 的 总 角 动 量 J(J 
通常 简称 为 核 自 施 ,犹如 把 原子 核 当 作 一 个 基本 粒子 ). 从 这 方面 看 来 ,核能 级 
的 分 类 与 原子 能 级 根本 不 同 :在 原子 的 电子 壳 层 中 ,相对 论 性 的 自 旋 - 轨道 耦 
合 一 般 地 小 于 直接 的 电 作 用 和 交换 作用 , 故 其 能 级 分 类 通常 以 LS 耦合 为 基 
础 . 

原子 核 中 每 个 核子 的 态 由 它 的 角 动 量 j 和 它 的 宇 称 来 描写 . 尽管 矢量 1 和 s 
并 不 分 别 守恒 ,可 是 核子 轨道 角 动量 的 绝对 值 可 以 具有 定 值 . 因为 角 动 量 j 可 以 


来 自 1=/ 一 专 的 态 或 者 来 自 1=j+ 二 的 态 ,对 于 给 定 的 j( 半 整数 ) ,这 两 个 态 具 


有 不 同 的 宇 称 ( -1)', 所 以 当 j 和 宇 称 都 确定 后 ,量子 数 1 也 就 被 确定 了 . 

具有 给 定 1 和 j 值 的 各 个 核子 态 习惯 上 按 “ 主 量子 数 ”"n 编号 ( 按 能 量 的 递增 
次 序 ) ,n 从 1 开始 取 整 数值 @. 各 种 态 记 作 1s; ,1p3 ,1p3 ,等 等 .其 中 字母 前 的 数 
字 为 主 量子 数 ,字母 s,p,d,… 按 惯例 代表 1 值 ,下 标 为 j 值 .具有 给 定 ,1,j 值 的 
一 个 态 中 可 以 同时 具有 不 超过 2; +1 个 中 子 和 不 超过 217 +1 个 质子 . 

整个 核 的 态 ( 组 态 为 给 定 ) 按 惯例 用 值 及 该 态 的 宇 称 符号 + 或 -来 标志 
(后 者 在 沉 层 模型 中 由 所 有 核子 1 值 的 代数 和 的 奇偶 来 确定 ). 


@@ 只 有 对 最 轻 的 原子 核 ,看 合 才 接 近 于 LS. 
加 与 原子 中 电子 能 级 的 通常 做 法 不 同 ,在 那里 的 取 值 是 从 1+1 开始 的 . 
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根据 有 关 核 性 质 实验 结果 的 分 析 , 有 可 能 导出 有 关 核 能 级 位 置 的 一 系列 规 
则 .首先 ,我 们 发 现 核子 能 量 随 轨道 角 动 量 1 增 大 . 产生 这 个 规则 的 原因 是 , 当 1 
增 大 时 粒子 的 离心 能 随 之 增 大 ,从 而 使 结合 能 减 小 . 


其 次 ,对 于 一 个 给 定 的 1j=1+ 广 的 能 级 (相当 于 矢量 1 和 s 平行 ) 位 于 j=1 


-到 能 级 之 下 . 这 个 规则 已 经 在 前 面 提 及 , 它 和 原子 核 内 核子 的 自 旋 - 轨道 看 合 

下 面 的 规则 与 原子 核 的 同位 旋 有 关 , 已 知 同位 旋 的 分 量 7, 是 由 该 核 的 质量 
数 和 质子 数 确定 的 ( 见 (116.1) 式 ). 对 于 一 个 给 定 的 7, 值 ,同位 旋 的 绝对 值 可 
取 了 > 17:1 的 任意 值 . 一般 讲 来 ,原子 核 的 基态 具有 这 些 同位 旋 允 许 值 中 的 最 小 
值 , 即 


Ts =171 =(N-2). (118.7) 


这 个 规则 来 自 中 子 - 质子 相互 作用 的 一 个 性 质 , 即 在 np 系统 中 同位 旋 7=0 的 
态 ( 即 所 核 态 ) 要 比 了 =1 态 的 结合 能 大 , 见 $ 117 的 倒数 第 二 个 脚注 . 

我 们 也 能 对 基态 核 的 自 旋 建 立 起 一 些 规则 . 这 些 规 则 确定 了 单 核子 角 动 量 j 
如 何 相 加 成 为 核 的 总 自 旋 . 它 表现 在 原子 核 中 处 于 相同 态 的 质子 或 中 子 有 以 相 
反 的 角 动 量 配 合 “成 对 "的 趋势 .这 种 pp 和 mn 对 的 结合 能 约 为 1 或 2 MeV 的 数 
量 级 . 

这 个 现象 特别 表现 在 偶 - 偶 核 中 (原子 核 含 有 偶数 个 质子 和 偶数 个 中 子 ) ， 
上 述 规则 使 核子 角 动 量 成 对 地 抵消 掉 , 结 果 使 这 种 核 的 总 角 动量 等 于 零 . 
但 如 原子 核 具 有 奇数 个 质子 或 中 子 , 并 且 满 壳 层 外 的 所 有 核子 处 于 相同 态 
中 ,该 核 的 总 角 动 量 通常 就 等 于 一 个 核子 的 角 动 量 ,因为 所 有 的 质子 和 中 子 配 对 
以 后 只 剩 下 了 一 个 核子 ( 满 壳 层 的 总 角 动 量 必然 为 零 ). 

对 于 奇 - 奇 核 (Z 和 N 都 是 奇数 ) ,没有 一 般 规 则 足以 确定 基态 的 自 旋 . 

对 原子 核 内 各 个 壳 层 具体 填充 方式 的 讨论 ,需要 对 现 有 各 种 实验 数据 进行 
详细 的 分 析 ,这 就 超出 了 本 书 的 范围 . 下 面 只 想 大 致 地 提 几 点 . 

研究 原子 性 质 时 我 们 曾经 看 到 ,电子 态 可 以 分 成 若干 个 组 ,每 当 填 满 一 组 转 
人 下 一 组 时 ,电子 的 结合 能 就 下 降 . 对 原子 核 也 有 类 似 的 情况 ,核子 态 可 分 成 下 
列 各 组 : 
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核子 数 
lsin 2 
1pio,1pp， 6 
1dsa ,1d3n 2s 12 
(118.8) 
lf ,2p3 ,1fs ,2p12, 1g 30 
2di ,1gp ,1lhia,2da,3sn， 32 


i 
每 组 给 出 了 质子 或 中 子 的 总 空位 数 . 根据 这 些 数字 ,每 当 原子 核 中 的 质子 总 数 Z 
或 中 子 总 数 等 于 下 列 各 数 之 一 时 ,就 有 一 个 组 被 填 满 . 
2,8,20,50,82,126. 
这 些 数 通常 称 为 幻 数 卫 
Z 和 WN 都 是 幻 数 的 “ 双 幻 " 核 特 别 稳定 . 与 邻近 的 核 相 比 ,它们 再 结合 一 个 
核子 的 能 力 特别 弱 , 从 而 它们 的 第 一 激发 态 特 别 高 @. 
(118.8) 所 列 各 组 的 态 , 大 致 上 反映 了 一 些 核 的 填充 次 序 . 但 在 实际 上 , 却 
发 现 填充 过 程 是 相当 不 规则 的 ,此 外 还 应 注意 到 ,在 不 接近 于 幻 数 的 重 核 中 ,能 
级 间距 可 能 和 “成 对 能 量 " 差 不 多 大 小 ,单个 核子 对 作为 一 个 状态 成 分 的 态 概念 
本 身 也 在 很 大 程度 上 失去 意义 . 
我 们 对 过 模型 中 核磁 和 矩 的 计算 作 几 点 说 明 . 我 们 所 指 的 当然 是 对 核 内 的 粒 
子 运动 平 均 以 后 的 磁 矩 . 这 个 平均 磁 矩 掺 显然 是 沿 核 自 旋 J 的 方向 , 它 是 核 内 
唯一 的 特殊 方向 ,因此 它 的 算 符 为 
p=po8), (118.9) 
Am 是 核磁 子 ,&g 是 回转 磁 因子 . 磁 矩 分 量 的 本 征 值 为 严 =pogM,. 它 的 最 大 值 y = 
Ho&J 通常 简称 为 核磁 矩 上 (参考 (111.1) 式 ). 采用 此 记号 后 有 
大 =AjAJ. (118.10) 
核磁 矩 是 由 满 壳 层 以 外 的 核子 磁 矩 组 合 而 成 的 ,因为 满 壳 层 内 核子 角 动 量 
已 经 抵消 掉 . 每 个 核子 在 核 内 产生 的 磁 矩 由 两 部 分 组 成 : 自 旋 部 分 和 (质子 情形 
下 ) 轨 道 部 分 , 亦 即 可 表 成 g,$ + &ii( 此 后 我 们 略 去 因子 , 即 核磁 矩 通常 以 核磁 
子 为 单位 ). 自 旋 的 和 轨道 的 旋 磁 因子 ,对 质子 为 g, =1,g, =5.585; 对 中 子 为 g， 
=0,&, = -3.826. 
对 核 内 的 核子 运动 平均 以 后 , 磁 矩 就 正比 于 六 把 它 写成 g,j 形式 后 ,我 们 有 


人 19 各 态 (8 个 空位 ) 有 时 单独 编 成 一 组 ,所 以 28 也 具有 某 种 幻 数 性 质 
加 这些 核 有 ;Hes ,30 ,如 Cao , 吾 Pbixe,*He 核 不 能 再 加 进 一 个 核子 
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时 六 | 本、 于 
Bi=8S tel = 7 (8 +8 +3 (8 -8) (L$) 


上 式 两 边 乘 }=i +$, 取 其 本 征 值得 


Bj +1) =T(0 +8 +l) + 
+(g -8) LL+1) -ss+1)]， 
二 1 
令 s= 了 j=1+ 了 ,得 


B= (118.11) 


a =( -2.29 
j=l-F, bh 7+1h 
; (118.12) 
j=1+7, p=j+2.29. 
对 中 子 有 
So 妆 
i=l-Z, hj 
i (118.13) 
j=l+7, p= -191 


(T. Schmidt,1937) 

如 果 封 闭 壳 层 外 只 有 一 个 核子 , (118. 12) 和 (118. 13 ) 直接 给 出 了 核磁 矩 . 
对 于 两 个 核子 , 磁 矩 的 相 加 也 是 很 简单 的 ( 见 题 1). 当 核子 数 超过 2 时 , 磁 矩 的 
平均 必须 用 该 系统 的 波 函 数 ,后 者 由 单个 核子 波 函 数 以 适当 的 方式 构成 . 如 果 核 
子 组 态 以 及 整个 原子 核 的 态 已 经 给 定 , 当 所 给 组 态 中 具有 给 定 了 和 了 值 的 态 只 
有 一 个 的 时 候 ,系统 的 波 函 数 能 够 唯一 地 构成 (例如 见 题 3). 否则 的 话 , 原 子 核 
的 态 是 几 个 (J 和 了 相同 的 ) 独 立 态 的 混合 ,而 核 波 函数 中 的 线性 组 合 系数 一 般 
讲 来 还 是 未 知 的 @. 

最 后 可 指出 ,原子核 内 核子 自 旋 - 轨道 耦合 的 存在 ,使 得 核 内 质子 产生 一 个 
(118.9) 式 以 外 的 附加 磁 矩 ( M. Gipper - Mayer, J. H. D. Jensen ,1952). 其 理由 
是 , 当 有 外 场 存在 时 , 显 含 粒子 速度 的 相互 作用 算 符 中 应 把 动量 万 改 成 万 - e4/ 
c. (118.3) 式 作 此 替代 后 ,采用 (111.7) 式 的 矢 势 ,我 们 发 现 质子 哈密 顿 算 符 中 


人 但 是 ,对 核磁 矩 的 “ 单 粒子 "计算 ,实际 上 相当 不 精确 . 这 时 (118. 12) 和 (118. 13) 中 的 两 对 值 不 
是 磁 矩 的 精确 值 而 只 是 其 上 下 限 . 
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含有 下 列 附加 项 : 
Pn) x4 .8 A (Hxr) :$= 
=f(7 3 * (Sxr) “H. 
这 一 项 等 价 于 附加 磁 矩 的 出 现 ,其 算 符 为 


掺 n= -a rx (Sxr) 二 


= -区 DC ma (118.14) 
习 题 
1， 试 求 双核 子 系统 (具有 总 角 动 量 J= 廊 + 户 ) 的 磁 答 ,用 两 个 核子 磁 矩 内 


和 js 表 出 . 
解 :与 推导 (118.11) 式 类 似 ,我 们 得 
1 /bh Ana 1 /bp h-hh) (+h +1) 
el) | J(J+1) 

2. 试 求 三 核子 系统 的 各 种 可 能 态 ,每 个 核子 的 角 动 量 j =3/2( 主 量子 数 
相同 ). 

解 :与 867 中 求 等 效 电 子 系统 的 各 种 可 能 态 类 似 , 每 个 核子 可 以 处 于 (m,， 
Tr) 值 不 同 的 下 列 八 个 态 中 的 一 个 : 

(OD DC = 10 1 C00 1 
(3/2, -1/2),(1/2, -1/2),( ~—1/2, -1/2),( -3/2, -1/2). 

把 其 中 的 三 个 不 同 态 组 合 起 来 ,可 得 (Mi ,7: ) 值 不 同 的 下 列 各 种 三 核子 系 
统 态 : 

(7/2,1/2) ,2(5/2,1/2), (3/2,3/2),4(3/2,1/2), (1/2,3/2)55(1/2, 
1/2). (括号 前 的 数字 代表 该 态 的 数目 ,MM 和 7T, 为 负 值 的 态 无 需 写 出 ). 它们 对 
应 于 以 下 各 种 (J,T) 值 : 

(7/2,1/2),(5/2,12),(3/2,3/2),(3/2,1/2),(1/2,172) 

3. 某 组 态 由 处 于 ps 态 的 两 个 中 子 和 一 个 质子 所 组 成 (n 相同 ), 求 其 基态 
磁 矩 ( 计 及 同位 旋 不 变性 )@. 

解 :此 组 态 的 基态 具有 J =3/2, 根 据 本 节 所 给 规则 , 它 的 同位 旋 具 有 最 小 值 





7=17.1 = 于. 


@ LY 核 具 有 这 种 组 态 (在 封闭 壳 层 (1sm )* 外 面 ). 
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现在 来 求 对 应 于 最 大 值 Wi =3/2 的 系统 波 函 数 . 这 个 值 可 分 别 来 自 pn,n 

的 下 列 各 组 mm, 值 (两 个 核子 相同 时 要 用 泡 利 原理 ) : 
(到 二 -二 ( 冯 二 -二 ) (去 委 -去 ),( -去 学 去 

因此 所 求 的 波 函 数 东 从 :具有 下 列 线性 组 合 形式 : 

PA a pA Nay I] + bl yy ty 2] + 

+o pp] +ay yp], cay 

式 中 的 […] 代 表 三 个 单 核子 波 函 教 4z 的 反对 称 乘 积 ( 即 (61.5) 的 行列 式 
形式 ) . 

下 列 算 符 作用 在 (1) 式 上 必 等 于 零 ( 见 $67, 例 题 ) : 


5 
Rs A i 
7 中 算 符 把 第 i 个 核子 的 质子 波 函 数 变 成 中 子 波 通 数 (把 中 子 波 函 数 变 成 零 ). 因 


此 很 易 看 出 ,个 算 符 使 (1) 式 第 一 项 的 行列 式 中 有 两 行 都 变 成 零 ,同时 把 其 余 三 
项 的 行列 式 变 成 相等 . 因此 得 下 列 条 件 : 
0+c+d=0. 


其 次 ,对 j=3/2 而 中 值 不 同 的 各 个 单 核子 态 ,我 们 有 [根据 (27.12) ] ， 
jp 0 fp AB jp 2 jy Vy 
由 此 很 易 找 出 , 算 符 作用 在 (1) 式 上 的 结果 为 


了 2 = a+b -oa tay +2(e -ad) [Ly tay ay, ] 
(有 几 项 的 变 号 与 行列 式 中 各 行 的 置换 有 关 ). 上 式 等 于 零 的 条 件 为 











a+b-c=0, 
0 
根据 以 上 诸 条 件 再 加 上 (1) 式 的 归 一 化 条 件 ,可 得 出 
a i 
V3 3 13 


考虑 到 mm 态 中 质子 (或 中 子 ) 磁 乱 的 平均 投影 值 为 jm 作 (或 he,m 们 ) , 即 可 
求 得 由 (1) 式 波 函 数 算出 的 系统 磁 乱 平均 值 , 它 等 于 





2 
根据 (118.12),(118.13) 式 ,处 于 pss 态 的 核子 有 j= -1.91,p, =3.79. 结果 得 
k=3.03. 

4. 设 满 克 层 外 的 所 有 核子 都 属于 同一 态 ,并 且 质 子 数 等 于 中 子 数 , 求 核磁 

矩 . 
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解 :由 于 N=Z 时 同位 旋 分 量 值 7, =0, 因 此 只 有 下 列 算 符 的 同位 标量 部 分 
才 有 对 角 矩 阵 元 : 
R= 5 e+ sj 
参考 8116 之 末 . 根 据 (116.5) 式 取出 以 上 算 符 的 同位 标量 部 分 , 它 等 于 


1 -| 二 
Fp j=7(8, +8,). 
气 


因此 总 平均 核磁 元 等 于 卫 (&。 +8,)J 


5. 计算 角 动 量 为 j 的 核子 的 附加 磁 答 ,用 (118.6) 式 的 自 旋 - 轨道 分 裂 值 
把 它 表达 出 来 (M. Goepper - Mayer,J. Jensen ,1952). 
解 :对 算 符 (118.14) 的 角 部 求 平均 [把 (118.14) 大 括号 内 的 表 式 记 作 人]. 
应 用 $29 例题 中 所 得 的 公式 ,得 出 结果 为 
(GD 
Dt C21-1) (21+3) 
另 一 方面 ,对 核子 运动 整个 平均 以 后 ,gr 的 平均 值 只 能 沿 j 方 向 , 即 区 =j; 其 中 
的 = (和 ,六 仇 . 把 (2) 式 中 的 拓 量 投影 到 上 [并 且 考 虑 到 算 符 广 和 (1 .8) 是 
对 易 的 ] 同 时 把 1 s,[ 等 等 改 成 它们 的 本 征 值 ,经 过 简单 计算 后 可 得 下 式 所 示 
的 核子 附加 磁 短 ( 以 核磁 子 为 单位 ): 
王 -mpR 2j+l1 1 
至 P ) = | 
Wns = F/T) (1)， (3) 
mn 是 核子 质量 ,及 是 核 半径 . 由 于 /(r) 在 核 内 深 处 很 快 地 衰减 , 求 ri 的 平均 时 
可 以 把 户 改 成 Re.(3) 中 的 f 可 按 (118.6) 式 表 为 自 旋 -轨道 分 裂 值 . 
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在 有 心力 场 中 运动 的 粒子 组 不 可 能 具有 转动 能 谱 , 在 量子 力学 中 ,这 个 系统 
的 转动 概念 是 没有 意义 的 . 这 一 点 适用 于 $ 117 中 所 讲 的 具有 球 对 称 自治 场 的 
原子 核 壳 层 模型 . 

把 一 个 系统 的 能 量 分 成 “内 在 "和 “转动 "部 分 ,这 在 量子 力学 中 没有 确切 的 
含义 , 它 只 能 是 近似 的 并 且 在 下 列 情形 下 才 是 可 能 的 , 即 由 于 某 种 物理 原因 ,这 
个 系统 能 够 很 好 地 近似 成 为 运动 于 某 一 给 定 非 球 对 称 场 中 的 粒子 组 . 考虑 到 这 
种 场 相对 于 某 一 固定 坐标 系 转动 的 可 能 性 ,结果 就 有 能 级 的 转动 结构 . 例如 分 子 
中 就 出 现 这 样 的 情形 , 它 的 电子 谱 项 可 以 作为 运动 于 给 定 的 固定 核 场 中 的 一 个 
多 电子 系统 的 能 级 来 加 以 确定 . 





(2) 
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实验 表明 ,大 多 数 原子 核 确实 没有 转动 结构 ,这 意味 着 对 这 些 核 来 说 , 球 对 
称 自 洽 场 是 一 个 很 好 的 近似 . 也 就 是 说 , 除 有 量子 涨 落 外 ,这 些 核 是 球形 的 . 

但 也 存在 另 一 类 核 , 它 们 具有 转动 型 的 能 谱 ;它们 大 致 位 于 原子 量 为 150 < 
4 <190 和 4>220 的 范围 内 ,这 个 性 质 意味 着 , 球 对 称 的 自治 场 差 不 多 对 这 些 核 
是 完全 不 能 适用 的 ,而 从 原则 上 讲 , 应 在 事先 不 作对 称 性 假定 的 情形 下 去 求 自治 
场 ,以 便 使 这 些 核 的 形状 也 能 “自治 地 ”加 以 确定 . 实验 表明 ,这 类 原子 核 的 正确 
模型 是 这 样 的 , 它 的 自治 场 具有 一 个 对 称 轴 和 一 个 垂直 于 它 的 对 称 平面 ( 亦 即 
具有 旋转 椭 球 的 对 称 性 ). 非 球形 核 的 概念 在 A. Bohr 和 B. R. Mottelson( 1952 一 
1953 ) 的 工作 中 得 到 了 详尽 的 发 展 . 

需要 强调 的 是 ,在 这 里 我 们 考虑 的 是 性 质 上 不 同 的 两 类 核 . 这 一 点 特别 可 从 
下 列 事实 看 出 , 核 或 者 是 球形 的 ,或 者 就 是 “形变 程度 "并 不 很 小 的 非 球形 . 

核 内 未 满 壳 层 的 存在 有 利于 非 球 形 的 出 现 ,而 核子 的 配对 现象 看 来 也 相当 
重要 . 另 一 方面 ,封闭 壳 层 趋向 于 给 出 球形 核 ,一 个 典型 例子 是 双 幻 核 次 Pb: 由 于 
它 的 核子 组 态 的 封闭 性 ,这 个 核 (以 及 邻近 于 它 的 核 ) 是 球形 的 ,这 就 使 得 在 非 
球形 重 核 序列 中 出 现 了 一 个 间断 . 

非 球形 核 的 能 级 由 两 部 分 组 成 : “固定 " 核 的 能 级 和 整体 转动 的 能 级 . 在 
偶 - 偶 核 中 ,转动 结构 的 能 级 间距 小 于 “固定 " 核 的 能 级 间距 . 

非 球形 核 的 能 级 分 类 在 许多 方面 类 似 于 由 两 个 相同 原子 组 成 的 双 原 子 分 
子 , 因 为 这 两 种 情形 中 粒子 (核子 或 电子 ) 所 处 的 场 具有 相同 的 对 称 性 . 因此 我 
们 可 以 直接 应 用 第 十 一 章 中 所 得 的 一 系列 结论 四. 

我 们 先 考 虑 “固定 " 核 的 状态 分 类 ,在 轴 对 称 场 中 ,只 有 角 动 量 沿 对 称 轴 的 
分 量 是 守恒 量 . 因此 每 个 核 态 首先 由 总 角 动量 的 2 分 量 所 描写 @@, 它 可 以 是 整数 
或 半 整 数 .根据 波 函 数 在 所 有 核子 坐标 (相对 于 该 核 中 心 ) 反 号 时 的 行为 ,能 级 
可 用 偶 (g) 或 奇 (u) 描 述 . 

此 外 ,2=0 时 ,根据 波 函 数 对 通过 核 轴 的 平面 的 反射 行为 ,可 分 为 正 态 和 负 
态 ( 见 §78). 

偶 - 偶 非 球形 核 的 基态 为 0" ( 零 代表 02 值 ) ,对 应 于 具有 零 角 动量 和 最 高 
对 称 性 的 波 函 数 . 这 是 所 有 中 子 和 质子 配对 的 结果 . 如 果 原 子 核 含有 奇数 个 质子 
或 中 子 , 我 们 可 以 考虑 在 偶 - 偶 核 实 的 自 洽 场 中 的 “单个 "核子 态 . 此 时 的 2 值 
由 该 核子 的 角 动 量 分 量 w 所 确定 . 同 理 , 奇 - 奇 核 中 的 2 值 由 奇数 中 子 和 质子 


中 应 该 指出 ,我 们 所 讲 的 能 级 分 类 的 类 似 性 指 的 是 双 原 子 分 子 不 是 指 对 称 陀螺 . 一 个 多 粒子 系统 
在 轴 对 称 的 场 中 运动 , 绕 场 轴 转动 的 概念 就 失去 意义 , 正 像 有 心力 场 中 的 系统 绕 任 一 轴 旋转 的 概念 一 样 . 

回 按 定义 有 02>0( 正 如 双 原 子 分 子 中 的 量子 数 4 是 正 的 一 样 ) ,记得 在 双 原 子 分 子 中 , 仅 当 全 被 
定义 成 为 A+ 卫 并 且 三 可 正 可 负 ( 取 决 于 轨道 角 动量 和 自 施 的 相对 方向 ) 时 ,1 才能 具有 负 值 . 
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的 角 动量 分 量 所 确定 : 
人 2= 1w, +w,|. 
需要 强调 的 是 ,我 们 不 能 说 核子 的 自 旋 分 量 及 其 轨道 角 动量 分 量 同时 具有 
定 值 . 理由 是 这 样 的 ,虽然 核子 的 自 施 轨道 宰 合 小 于 它 和 核实 自治 场 的 作用 能 ， 
但 它 并 不 小 于 假如 微 扰 论 可 用 (从 而 核子 的 自 旋 和 角 动 量 可 以 近似 地 分 开 考 
虐 @) 时 核子 在 自治 场 中 应 有 的 相 邻 能 级 间距 . 
现在 考虑 非 球形 核 的 转动 结构 . 这 个 结构 中 的 间距 小 于 原子 核 中 核子 的 自 
旋 - 轨道 作 用 . 这 相当 于 双 原子 分 子 理论 中 的 情形 a( $ 83). 
转动 核 的 总 角 动 量 /当然 是 守恒 的 ,对 给 定 的 2,y 的 取 值 是 从 开始: 
1=0, N+1, D+2,.°; (119.1) 
见 (83.2). 对 0=0 的 原子 核 ,/ 的 可 能 值 还 有 一 个 附加 限制 :0* 和 0- 态 中 的 J 
值 只 能 取 偶数 ,而 0” 和 0* 态 中 的 只 能 取 奇 数 ( 见 8$86). 特别 是 偶 - 偶 核 基 项 
(0; ) 的 转动 能 级 中 ,7 的 取 值 为 0,2,4,…. 
原子 核 的 转动 能 量 由 下 式 给 出 : 
Ba= 生 7(074ID， (119.2) 
/是 原子 核 的 转动 惯量 ( 绕 垂 直 于 对 称 轴 的 一 个 轴 ) ;这 个 公式 对 应 于 双 原 子 分 
子 理论 中 的 类 似 表 式 [ (83.6) 式 中 依赖 于 / 的 那 一 项 ]. 最 低能 级 对 应 于 的 最 
低 值 , 即 =0. 
根据 (119.2) ,能 级 的 转动 结构 可 用 某 些 间隔 规则 来 描写 ,这 些 规则 和 能 级 
(2 为 给 定 ) 的 其 它 特 征 无 关 . 以 偶 - 偶 核 基 项 的 转动 结构 部 分 (具有 J =2,4,6， 
8,… ) 为 例 ,从 最 低能 级 (J =0) 开始 各 间距 的 比例 为 1:3 ,3:7: 12… 


但 是 ,(119.2) 对 0= 垃 的 态 讲 来 是 不 够 的 ,这 种 态 可 以 在 原子 核 中 有 奇数 


个 核子 时 出 现 . 这 种 情形 下 ,还 有 一 项 与 (119.2) 差 不 多 大 小 的 能 量 贡献 , 它 来 

自 核子 和 转动 核 离心 场 的 相互 作用 . 此 项 与 /的 关系 可 用 下 法 找 出 . 
力学 中 知道 (《 力 学 》8 39) ,转动 坐标 系 中 的 粒子 能 量 含 有 一 个 附加 项 , 它 

等 于 转动 角速度 和 粒子 角 动 量 的 乘积 . 原子 核 哈密 顿 算 符 中 的 这 一 相应 项 可 以 


写成 2 及, 食 的 形式 , 式 中 必 是 某 个 常数 ,K 是 核实 (去 掉 一 个 外 核子 后 的 原子 
核 ) 的 角 动 量 , 是 该 核子 的 角 动 量 . 后 者 必须 从 纯 形式 意义 来 理解 ,实际 上 ,在 


原子 核 的 轴 对 称 场 中 并 不 存在 核子 的 角 动 量 矢量 ,把 六 看 作 类 似 于 自 旋 为 二 算 
符 的 含义 是 , 它 能 给 出 角 动 量 分 量 值 为 * 二 的 两 态 之 间 的 既 迁 ,与 媚 = 二 的 情形 


名 ”然而 在 球形 核 中 却 有 定义 量 1 的 可 能 ,这 是 由 于 宇 称 和 角 动 量 的 同时 守恒 . 
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相 一 致 0. 由 于 =J -oo, 这 个 算 符 的 本 征 值 为 
26K 0=6 [71+1) -KCK+1) -4]. 


为 方便 计 , 我 们 在 上 式 中 加 进 一 项 与 ] 无 关 的 常数 项 5, 当 J=K + 二 时 上 式 就 等 


于 #4 (1+ 广 )- 
如 果 利 用 偶 - 偶 核实 的 角 动量 是 一 个 偶数 的 事实 ,上 述 表 式 可 写成 
(-D4 二 (7+ 坪 ). 因此 对 2 = 二 的 原子 核 转动 能 量 , 可 得 下 列表 示 式 ; 


Bu = 号 JJ+D +(-D 所 (7+ 本 )， (119.3) 
(A, Bohr，B. R. Mottelson ,1953 ) . 注意 当 常 数 是 正 的 并 且 足 够 大 时 ,J =372 的 
能 级 可 能 处 于 /= 方 能 级 的 下 面 , 亦 即 转动 能 级 的 正常 次 序 ( 最 低能 级 对 应 于 Ej 


的 最 小 允许 值 ) 将 会 改变 . 

非 球形 核 的 转动 惯量 不 能 像 具 有 给 定形 状 的 刚体 那样 去 计算 . 这 样 的 计算 
只 有 当 运 动 于 核 自 洽 场 中 的 核子 可 以 看 作 彼此 间 没 有 直接 作用 时 才 有 可 能 . 实 
际 上 ,成 对 效应 导致 转动 惯量 的 减 小 ,使 它 小 于 刚体 值 . 

非 球形 核 的 磁 矩 WA 包括 * 固 定 " 核 的 磁 矩 和 来 自 核 转动 的 磁 矩 ,前 者 ( 对 核 
内 的 核子 运动 平均 以 后 ) 沿 核 轴 , 可 写成 .'n,y' 是 它 的 值 ,n 是 沿 核 轴 的 单位 矢 
量 , 来 自转 动 的 磁 矩 ( 经 过 同样 的 平均 以 后 ) 沿 矢量 J - Cu 方向 ,这 个 矢量 是 原 
子 核 的 总 角 动 量 减 去 “固定 核 " 中 核子 的 总 角 动 量 @. 故 

=Apa+&(J -fn). (119.4) 
&, 是 转动 核 的 旋 磁 因子 . 由 于 转动 中 的 磁 矩 仅 由 质子 所 贡献 ,我们 有 
党 
Bt 

式 中 1, 和/, 是 原子 核 转动 惯量 的 中 子 部 分 和 质子 部 分 . 对 一 个 质子 系统 ,简单 
地 有 g, =1. 一 般 说 来 ,(119.5) 式 的 比值 不 等 于 原子 核 的 质子 数 和 质量 数 之 比 
Z/A. 


(119.5) 


加 2-= 寺 情形 的 特点 是 ,只 有 属于 同一 能 级 并 且 角 动量 分 量 值 反 号 的 两 个 态 之 问 才 存在 着 能 量 微 
扰 项 的 跃迁 短 隆 元 ,这 就 使 得 即使 是 微 护 论 的 一 级 近似 中 也 出 现 能 级 位 移 . 
这 种 现象 与 9 = 二 的 双 原子 分 子 能 级 的 4 双 线 ( $88) 相关 似 - 


@@ 这 个 写法 仅 适用 于 0 让 的 情形 ( 见 题 2). 
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对 核 转动 平均 以 后 , 磁 矩 沿 守 便 矢量 J 的 方向 : 
六 = 号 /= (1' -fg ) n+g.j. 


和 通常 做 法 一 样 ,上 式 两 边 乘 后 取 本 征 值 ,对 0 =J 的 基态 核 ,有 
= 


3 (119.6) 


HA=(A +g,) 


习 题 
1. 试用 0。 表达 转动 核 的 四 极 矩 0,0。 为 相对 于 核 轴 ( 固定 在 核 上 ) 的 四 极 
矩 (A. Bohr 1951). 
解 :转动 核 四 极 矩 张 量 算 符 可 通过 0。 表 成 
3 1 
Qa =70, (mn, -364 )- 
这 是 一 个 零 迹 对 称 张 量 , 由 核 轴 单 位 矢量 严 的 分 量 所 组 成 ,并 且 0, = 06. 对 原子 


核 转动 态 求 平均 的 方法 类 似 于 §29 中 例题 之 解 (不 同 之 处 是 nj, = 0, 而 不 是 
零 ) ,从 而 得 到 (75.2) 那样 的 表 式 ,而 


_n 3 -J(J+1) 
QQ Tr3) +1) 


对 人 = 的 原子 核 基态 ,我 们 得 


Dy 
Q=Q 037 +3) 07 +1) 


了 增 大 时 比值 0/Q。 趋 于 1, 但 是 很 慢 . 
2. 求全 = 广 的 原子 核 基 态 磁 拓 . 
解 :此 时 的 磁 短 算 符 可 用 本 节 引 进 的 合算 符 写成 下 列 形式 
=20+gR, R=j-6. 
以 下 的 计算 和 本 节 介绍 的 相同 .如果 J = 记 对 应 于 原子 核 的 基态 (*=7- 记 =0)， 
我 们 有 j=p'; 如 果 基态 中 J=3/2 ( 以 及 KK=J+ 广 =2) , 则 人 = (95; -34')/5. 


3. 求偶 一 偶 核 基态 转动 结构 的 前 几 个 能 级 的 能 量 ,该 核 具 有 旋转 椭 球 对 
解 : 偶 - 偶 校 基态 对 应 于 最 对 称 的 “固定 ” 核 波 函 数 , 亦 即 具有 D, 群 的 A 表 


示 对 称 性 的 波 函 数 . 因此 对 给 定 的 了 值 共 有 二 J+1 个 (J 为 偶数 时 ) 或 了 (J -1) 
个 (J 为 奇数 时 ) 不 同 的 能 级 . J=2 时 由 $103 题 3 的 (7) 式 给 出 ,J =3 时 由 
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$103 题 4 的 (8) 式 给 出 . 
$120 同位 素 移 位 


原子 核 的 特殊 性 质 (有 限 的 质量 ,大 小 , 自 旋 ) 使 它 不 同 于 库仑 场 有 固定 力 
心 ,这 对 原子 的 电子 能 级 产生 一 定 的 影响 . 

其 中 的 一 个 效应 称 为 能 级 的 同位 素 移 位 ,这 是 原子 从 一 个 同位 素 变 到 另 一 
个 同位 素 时 的 能 级 变动 . 当然 ,我 们 感 兴趣 的 实际 上 并 不 是 一 个 能 级 的 变动 ,而 
是 谱 线 中 观测 到 的 能 级 间距 的 变动 ,由 于 这 一 原因 ,我 们 实际 上 需要 考虑 的 并 不 
是 原子 的 整个 电子 壳 层 的 能 量 ,而 只 是 与 参与 跃迁 的 电子 有 关 的 那 一 部 分 能 量 . 

轻 原 子 中 ,同位 素 移 位 主要 来 自 核 的 有 限 质量 , 计 及 核 的 运动 后 ,哈密 上 顿 算 
符 中 出 现 以 下 一 项 : 


Pe 
am( Fb), 

式 中 的 W 是 核 的 质量 ,P, 是 电子 的 动量 D0. 来自 这 个 效应 的 同位 素 移 位 因而 由 

以 下 平均 什 给 出 ; 


(人 (120.1) 
这 个 平均 是 由 有 关 原 子 态 的 波 函 数 算出 的 (M， 和 MM， 是 两 个 同位 素 的 核 质 量 ). 
重 原子 中 ,同位 素 移 位 的 主要 贡献 来 自 原子 核 的 有 限 大 小 . 这 个 效应 实际 上 
只 对 处 于 s 态 的 外 电子 能 级 才 是 显著 的 ,由 于 s 态 波 函 数 (与 #0 的 态 不 同 ) 当 
7 一 :0 时 不 趋 于 零 , 所 以 在 “ 核 内 ”找到 电子 的 概率 比较 大 .我们 来 计算 这 种 情形 
下 的 同位 素 移 位 @. 
令 p(7) 为 核 场 的 实际 静电 势 , 不 同 于 点 电荷 Ze 的 库仑 势 Zeyr. 与 纯 库仑 场 
Ze/r 中 的 值 相 比较 ,电子 能 量 的 改变 由 下 列 积分 给 出 : 


AE= -ef (0-2)w nar, (120.2) 
式 中 的 少 (r) 是 电子 波 函 数 ,s 态 中 这 个 函数 是 球 对 称 的 并 且 是 实 函数 . 上 式 中 
的 积分 从 形式 上 讲 来 虽然 延 及 整个 空间 ,但 实际 上 被 积 函数 中 的 89 -Ze/r 只 在 


核 体积 内 才 不 等 于 零 . 男 一 方面 , 当 +r 一 0 时 s 态 波 函数 趋 于 一 个 常数 (参考 
$32) ,而 且 实 际 上 甚至 在 核 外 就 已 经 达到 了 这 个 常数 值 . 因此 可 把 y? 移出 积 


@ ”在 原子 的 质心 系 中 ,原子 核 动量 和 电子 动量 之 和 等 于 零 :p& + 3p, =0. 因此 它们 的 总 动能 为 
ph, 1 | | 
咽 !: 吉 了 = 南 (2) :去 开 


加 以 下 给 出 的 计算 中 没有 考虑 到 原子 核 附近 电子 运动 的 相对 论 效应 ,从 而 只 当 条 件 Ze?/hc << 1 满 
是 时 才能 成 立 . 
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分 号 外 ,并 把 这 个 由 库仑 点 电荷 算出 的 yw(7) 改 成 它 在 r=0 处 的 值 . 
为 了 进一步 变换 这 个 积分 ,利用 恒等式 Ar =6 并 把 (120.2) 写 成 以 下 形式 : 


se -p00 (eo-E)arar= op) fra(e-E)a 





体积 分 的 变换 中 已 经 利用 了 无 穷 远 面 上 的 积分 等 于 零 的 事实 . 但 是 4 二 = 


-4m5(r) ,而 且 对 所 有 的 > 有 -5(r) =0. 再 根据 静电 学 的 泊 松 公式 Ap = 
-4mp, 式 中 的 现在 是 原子 核 内 的 电荷 密度 分 布 .最 后 得 下 列 结果 


AE = (0) Ze 7, (120.3) 
式 中 
ed 
二 = 元 Jorar 


是 原子 核 的 质子 均 方 半径 . 核 内 质子 均匀 分 布 时 ,r=3R*/5,R 是 核 的 几何 半 
径 . 能 级 的 同位 素 移 位 等 于 两 个 同位 素 的 (120.3) 式 之 差 . 

$71 中 曾经 估计 过 yw(0) ,表明 它 和 原子 序 (假定 很 大 ) 的 关系 为 VZ. 因此 
(120.3 ) 所 表示 的 分 裂 值 和 R*2? 成 正比 . 
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原子 中 来 自 原子 核 性 质 的 另 一 个 效应 ,是 电子 和 核 自 旋 相 互 作 用 引起 的 原 
子 能 级 分 裂 , 这 称 为 能 级 的 超 精细 结构 . 考虑 到 这 种 作用 很 弱 , 超 精细 结构 的 间 
距 即 使 和 精细 结构 的 间距 相 比 也 小 得 很 多 ,所 以 超 精细 结构 必须 针对 每 个 精细 
结构 成 分 分 别 加 以 考虑 . 

本 节 中 用 i 代表 核 自 旋 (与 原子 光谱 中 的 常用 记号 一 致 ) ,记号 / 仍 留 作 原 
子 中 电子 壳 层 的 总 角 动 量 . 原子 (包括 原子 核 ) 的 总 角 动 量 记 作 FF =J +i. 每 个 超 
精细 结构 成 分 由 这 个 角 动 量 的 某 一 个 定 值 所 描写 . 按照 角 动量 相 加 的 一 般 规 则 ， 
量子 数 亚 的 取 值 为 

F=J+i,J+i-l,,1] -il, Co 

因此 每 个 具有 给 定 J 值 的 能 级 分 裂 成 为 2+1 个 (如 果 i<J) 或 者 2J+1 个 (如 
果 i>J) 能 级 . 

由 于 原子 中 电子 间 的 平均 距离 "远大 于 核 半 径 R, 电 子 和 最 低 阶 核 多 极 矩 
的 作用 在 超 精细 分 裂 中 起 着 重要 的 作用 . 这 些 矩 计 有 磁 偶 极 矩 和 电 四 极 矩 ,平均 
电 偶 极 矩 则 为 零 ( 见 $75). 

核磁 矩 的 数量 级 为 we ~eRvw/c, 其 中 vw 是 原子 核 中 核子 的 速度 . 它 和 电子 
磁 矩 (waz ~eh/mc) 的 相互 作用 能 量具 有 数量 级 
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全 par oh Row (21 
mr mc 
四 极 矩 CQ ~ eR , 它 所 产生 的 场 与 电子 电荷 的 相互 作用 能 量具 有 数量 级 
eQ eR 


2 (121.3) 


(121.2) 和 (121.3) 的 比较 表明 , 磁 作 用 (及 其 产生 的 能 级 分 裂 ) 要 比 四 极 矩 作用 
大 (vw/c)(h/mcR) ~15 倍 ,尽管 比值 vw/e 比较 小 ,但 比值 hi/mcR 是 大 的 . 
电子 和 原子 核 的 磁 作 用 算 符 具有 下 列 形式 : 
b=ad:j (121.4) 
[类 似 于 电子 的 自 旋 - 轨道 作用 (72.4)]. 它 所 产生 的 能 级 分 裂 和 FF 的 关系 因 
此 为 





TaF(F+1); (121.5) 


参考 (72.5). 
电子 和 核 四 极 矩 的 相互 作用 算 符 ,是 由 核 四 极 矩 张 量 算 符 0, 和 电子 的 角 动 
量 矢量 7 的 分 量 构成 的 . 它 与 这 些 算 符 组 成 的 标量 6sj.j, 成 正比 ,具有 下 列 
形式 : 
6 [did Sit1)8 | jj; (121.6) 
式 中 应 用 了 这 样 的 事实 , 即 OQ* 通 过 (75.2) 那 样 的 公式 用 核 自 旋 算 符 表 出 . 算出 
算 符 (121.6) 的 本 征 值 (与 $84 中 题 1 的 算法 完全 类 似 ) ,可 得 能 级 的 四 极 矩 超 
精细 分 裂 与 量子 数 FF 的 下 列 关 系 式 : 
bP (PF +1)? + oF(F+ [1 -2J07+17 -2i(i41)], (121.7) 


磁 偶 极 超 精 细 分 裂 效 应 对 外 层 的 s 态 电子 的 能 级 特别 显著 ,因为 这 样 的 一 
个 电子 有 较 大 的 概率 处 于 原子 核 附 近 . 

我 们 来 计算 含有 一 个 外 层 s 电子 的 原子 的 超 精细 分 裂 (E. Fermi,1930). 这 
个 电子 由 球 对 称 的 少 (r) 波 函数 所 描写 , 它 在 其 余 电子 和 原子 核 的 自 洽 场 中 
运动 0. 

我 们 把 电子 和 核 的 相互 作用 算 符 取 作 -应 , 应 ,这 是 核磁 矩 让 =Ai/i 在 电子 
所 产生 的 磁场 豆 ( 原点 处 的 磁场 ) 中 的 能 量 算 符 . 根据 电动 力学 中 的 熟知 公式 ， 
此 磁场 为 


外 ”以 下 的 计算 假定 满足 条 件 Zez/jiec <<1( 见 452 页 注 D). 
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nxj 
dy, (121.8) 








式 中 的 j 是 来 自 运动 电子 的 自 旋 的 电流 密度 算 符 ,r = rn 是 原点 到 体积 元 dy 的 
径 矢 @. 按照 (115.4)， 


了 = -3uaceurl(y28) = -20nc 此 Cn x$， 
As 是 玻 尔 磁 子 . 令 dV = rdrdo 并 进行 积分 ,得 
应 = -2 上 War nxn a -2 (0) Ss 
相互 作用 算 符 最 后 变 成 
记 = -应 .应 = lp (0) 35. (121.9) 


如 果 原 子 的 总 角 动 量 = S = 于 , 超 精 细 分 裂 产生 的 是 双 线 (=i 二 ) ; 根 


据 (121.5) 和 (121.9) ,这 两 个 能 级 的 间距 为 


8 


Es -By = 3 (2i+1)y (0). (121.10) 


由 于 w(0) 值 正比 于 YZ( 见 $71) ,这 个 分 裂 值 正比 于 原子 序 . 
习 题 


1. 求 原子 的 超 精 细 分 裂 (来 自 磁 作 用 ) ,该 原子 具有 轨道 角 动 量 为 1 的 一 个 
(封闭 沉 层 外 的 ) 电子 (E. Fermi,1930) . 
解 :核磁 矩 几 产生 的 失势 和 场 强 为 
a A H=3"(p BC) -p 
这 关 


(div 4 =0), 应 用 这 些 式 子 , 可 把 相互 作用 算 符 写成 下 列 形式 : 


2 ,~ 
el4 .p+ eh .8 -2 
me me 


[+3($. n)n-$]. 


六 具有 及 定植 旭 测 让 疯 以 后， 让 对 只 次 直 家 关 放 ] 方向 . 因而 可 写 出 





=2pap jij+3(3 .a) (A .7) - 2 
nins 的 平均 值 已 在 §29 例题 中 算出 .采用 它 并 取 本 征 值 后 得 


HDi:DOD] 和 
(21-1)(21+3) JO+1)， 


2 
ij [Lj+ 
i 





四 见 ( 场 论 )(43.7). 该 式 中 的 矢量 尺 是 反方 向 的 , 即 从 dy 到 原点 ( 场 的 观测 点 ). 
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再 经 简单 计算 ,最 后 得 
Lau LL1+1) 
ijO+D) 
其 中 已 =7 信和 了 =1+ 本 .73 的 平均 是 对 电子 波 函 数 的 径 向 部 分 求 的 


2. 求 原子 能 级 超 精 细 结 构 分 量 的 塞 受 分 裂 (S. A. Goudsmit, R. F. Bacher， 
1930). 

解 : (113.4) 式 中 (假定 外 场 很 弱 , 它 所 产生 的 分 裂 小 于 超 精细 结构 间 
距 ) ,现在 不 但 要 对 电子 态 求 平均 并 且 还 要 对 核 自 旋 的 方向 求 平均 . 从 第 一 个 
平均 得 AE =jJn8jJ.H, 其 中 g) 同 以 前 的 (113.7) 式 一 样 .第 二 个 平均 给 出 [类 
似 于 (113.5)]: 


F(F+1)r™, 





J.=(J" F)M/F’, 
故 最 后 得 
F(F+1)+J(J+1) -i(i+1) 


AE =pngrHM;, gr=8) 2F(F+1) 
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分 子 能 级 的 超 精 细 结 构 与 原子 能 级 的 相 类 似 . 

大 多 数 分 子 中 电子 总 自 旋 为 零 . 能 级 超 精细 分 裂 的 主要 来 源 就 是 电子 和 核 
的 四 极 矩 作用 . 当然 ,只 有 自 旋 i 不 等 于 0 和 少 的 那些 核 才能 参与 这 种 作用 , 否 
则 它们 的 四 极 矩 等 于 零 . 

监 于 分 子 中 的 核 运动 比较 慢 ,四 极 矩 相互 作用 算 符 对 分 子 态 的 平均 可 以 分 


成 两 步 : 先 对 固定 核 的 电子 态 求 平均 ,再 对 分 子 的 转动 求 平均 . 
我 们 先 考虑 双 原 子 分 子 .第 一 步 平均 给 出 电子 和 每 个 核 的 作用 ,可 表 成 正比 


于 标量 Oanin, 的 一 个 算 符 ,由 核 四 极 矩 张 量 算 符 和 分 子 轴 的 单位 矢量 n 所 组 


成 ,n 是 确定 该 分 子 与 核 自 旋 相 对 取向 的 唯一 矢量 . 由 于 0 =0, 这 个 算 符 可 写 
成 下 列 形式 : 


bi (nn, -5 (122.1) 
给 定 了 核 自 旋 沿 分 子 轴 的 分 量 & 后 ,这 个 量 等 于 5 [ 计 - 二 i(i+1) ] 


当 算 符 (122. 1) 对 分 子 转动 求 平均 后 , 它 可 通过 守恒 的 转动 角 动 量 算 符 玉 
表达 出 来 .乘积 nin, 的 平均 可 用 $ 29 例题 中 导出 的 公式 (矢量 1 改 成 K) ,其 结 
果 为 
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b 
(2K-1) (2K+3) 


这 个 算 符 的 本 征 值 可 用 (121.6) 中 的 同样 做 法 求 出 . 
对 于 多 原子 分 子 ,(122. 1) 一 般 地 改 成 下 列 形式 的 一 个 算 符 : 


二 (122.3) 
bi 是 标志 该 分 子 电 子 态 的 一 个 零 迹 张 量 . 对 分 子 转动 平均 以 后 ,这 个 张 量 即 可 通 
过 总 转动 角 动 量 J 表 成 下 列 形式 : 
Ba =6 [jh thi 3+1)8, ]. (122.4) 
系数 5 原则 上 可 用 如 张 量 沿 惯量 主轴 二 ,7 的 三 个 分 量 表达 出 来 ;由 于 这 
些 轴 和 分 子 固定 在 一 起 ,be 等 分 量 作为 分 子 的 一 种 性 质 不 受 平均 的 影响 . 我 们 
来 考虑 标量 bJ,J, 用 (122.4) 计 算得 


2 [RR + 天 大 38aK(K+ 1) ] 。 (1222) 


BT = +1) [4707+1) -1]; (122.5) 
算法 类 似 于 $ 29 中 的 例题 . 把 张 量 乘积 展 成 沿 &,n,t 轴 的 分 量 ,我 们 得 
OA = bu? + bl + bah, (122.6) 


这 里 应 用 了 乘积 Jeje 等 等 的 平均 值 等 于 零 这 一 事实 D. 及 等 等 的 平均 值 原则 上 
可 用 陀螺 的 相应 转动 态 波 函数 求 出 . 特别 是 对 称 陀螺 ,简单 地 有 


及 = 如 ， 表 = 及 = 地 [U1+1) -局 ]， 
如 果 核 自 旋 为 二, 四 极 矩 作用 不 存在 ， 在 此 情形 下 超 精 细 分 裂 的 一 个 主要 来 


源 是 核磁 矩 之 间 的 直接 磁 作 用 . 两 个 磁 矩 = 内 证] 和 ps =psis/is 间 的 相互 作 
用 算 符 为 





rp 3a) (bn)]. 
计算 分 裂 能 量 时 ,如 前 所 述 ,必须 对 分 子 态 求 平均 . 

当 分 子 中 含有 重 原子 时 ,核磁 矩 间 的 直接 作用 和 通过 电子 壳 层 的 间接 作 
用 对 超 精 细 分 裂 都 有 相当 大 的 贡献 . 从 形式 上 讲 , 这 种 相互 作用 相对 于 核 自 旋 
与 电子 的 作用 讲 来 只 属于 微 扰 论 的 二 级 近似 效应 . 根据 $ 121 的 结论 很 易 看 
出 ,这 个 效应 和 核 矩 直接 作用 的 比值 为 ( Zez/iic)? 的 数量 级 , 当 Z 很 大 时 , 它 接 
近 于 1. 


@ 在 7 的 一 个 分 量 (例如 大) 为 对 角 的 矩阵 表示 中 ,乘积 Jijr ,J,J 等 等 只 有 量子 数 上 改变 1 的 那 
些 跃 迁 矩 阵 元 才 不 等 于 零 , 可 是 非 对 称 陀螺 定 态 波 函数 所 含 的 yj 中 不 的 差 值 是 一 个 偶数 ( 见 §103). 


* 458. 第 十 六 章 核 结 构 





最 后 ,分 子 能 级 超 精细 分 裂 中 某 些 贡献 来 自 核磁 矩 与 分 子 转动 的 作用 . 转动 
分 子 是 一 个 电荷 的 运动 系统 ,产生 一 定 的 磁场 ,给 出 了 电流 密度 7 了 =pQ xr 后 即 
可 用 电动 力学 的 公式 算出 磁场 ,上 式 中 的 p 是 静止 分 子 的 (电子 和 核 的 ) 电 荷 密 
度 ,02 是 转动 角速度 . 能 级 分 裂 值 可 从 这 个 磁场 中 的 核磁 矩 能 量 算出 ,分子 的 角 
速度 分 量 应 该 通过 它 的 角 动 量 分 量 表 达 出 来 (参考 $ 103). 


第 十 七 章 
弹性 碰撞 





$123 散射 的 一 般 理 论 


经 典 力学 中 ,两 个 粒子 的 碰撞 完全 取决 于 它们 的 速度 和 碰撞 参量 ( 当 无 相 
互 作 用 时 人 射 粒 子 的 偏 射 距离 ). 量子 力学 中 ,这 个 问题 的 提 法 必须 改变 ,因为 
在 定 速 运动 下 ,轨道 概念 从 而 还 有 碰撞 参量 已 失去 意义 . 在 这 里 ,理论 的 目的 只 
是 计算 粒子 碰撞 后 偏转 (或 称 被 散射 到 ) 任 一 给 定 角度 的 概率 . 本 章 所 讲 的 弹性 
碰撞 ,是 指 碰 撞 中 的 两 个 粒子 保持 不 变 , 或 者 这 两 个 相 碰 粒 子 ( 如 果 它 们 是 复合 
粒子 的 话 ) 的 内 态 保持 不 变 . 
弹性 碰撞 问题 和 所 有 的 二 体 问题 一 样 ,可 以 归结 为 具有 折合 质量 的 一 个 单 
粒子 在 力 心 为 固定 的 场 U(r) 中 的 散射 问题 8. 这 种 简化 是 变换 到 质心 系 实现 
的 ,在 质心 系 中 两 粒子 的 质心 保持 静止 .我 们 用 9 代表 这 个 坐标 系 中 的 散射 角 ， 
它 与 实验 室 坐 标 系 中 两 个 粒子 的 偏转 角 如 , 和 t 之 间 具 有 简单 的 关系 ,这 个 实 
验 室 系 中 有 一 个 (第 二 个 ) 粒 子 在 碰撞 以 前 是 静止 的 : 
masin 0 
DN 
式 中 m ,ma 是 两 个 粒子 的 质量 ( 见 《力学 》, 8 17). 特别 是 , 当 这 两 个 粒子 的 质 
量 相同 时 (m, = ma ) ,简单 地 有 
1 


,=70，, 9 =m) (123.2) 


四 = 让 (m0)， (123.1) 


和 加, + 眉 ,= 方志 , 亦 即 两 粒子 以 直角 散 开 . 
本 章 中 我 们 总 是 采用 质心 为 静止 的 坐标 系 (除非 作 特殊 的 声明 ) ,并 用 m 代 


外 在 这 里 我 们 略 去 了 粒子 的 自 旋 -轨道 作用 (如 果 粒 子 具 有 自 旋 的 话 ). 有 心力 场 的 假定 ,也 排除 
了 例如 电子 被 分 子 散 射 等 这 类 过 程 的 考虑 . 
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表 相 碰 粒 子 的 折合 质量 . 
沿 正 z 轴 方 向 运动 的 一 个 自由 粒子 由 平面 波 所 描写 ,我 们 把 它 写成 yy =e* 
的 形式 ,也 就 是 把 它 的 波 函数 这 样 归 一 化 ,使 其 流 密度 等 于 粒子 速度 v. 远离 散 
射 中心 的 散射 粒子 ,是 由 一 个 有 (9)e™/r 形式 的 出 射 球面 波 所 描写 ,其 中 的 /(9) 
是 散射 角 9 的 某 个 函数 (6 是 = 轴 和 散射 粒子 运动 方向 之 间 的 夹 角 ). 这 个 函数 
称 为 散射 振幅 . 因此 ,势能 为 U(r) 的 薛 定 刘 方程 之 解 的 精确 波 函 数 , 在 远 距 离 处 
必须 呈 下 列 渐 近 形式 : 
y=e™ #9) (123.3) 


散射 粒子 在 单位 时 间 内 通过 dS = mdo 面积 元 (do 是 立体 角 元 ) 的 概率 等 于 
ar flzds =vIf1?do@. 它 与 人 射 波 的 流 密度 之 比 为 
do = If(0) 1*do, (123.4) 
这 个 量具 有 面积 的 量 纲 , 称 为 散射 到 do 立体 角 内 的 有 效 截面 ,或 简称 为 截面 . 如 
果 令 do =2msin 9d9, 我 们 得 
do =2msin 91/(0)1*d0. (123.5) 
这 是 散射 到 9 和 9+ d6 角度 范围 内 的 截面 . 

对 于 有 心力 场 U(r) 中 的 散射 讲 来 , 薛 定 刘 方 程 之 解 对 z 轴 (人 入射 粒子 方向 ) 
显然 应 当 是 轴 对 称 的 . 每 一 个 这 样 的 解 可 以 表 成 运动 于 该 场 中 的 粒子 能 量 给 定 
为 记忆 /2m 的 许多 连续 谱 波 函数 的 全 加 ,这 些 波 函 数 具有 不 同 的 轨道 角 动量 值 1 
但 其 分量 均 为 零 ;这 些 函 数 与 绕 z 轴 的 方位 角 p 无 关 , 亦 即 全 是 轴 对 称 的 . 因 
此 所 需 的 波 函 数 具 有 下 列 形式 : 








we (123.6) 
名 
式 中 4, 是 常数 ,Ru 是 满足 下 列 方程 的 径 向 函数 : 
dR 
和 (7 )+ [* -< - 短 wdr) ]Ru=0. (123.7) 


系数 4, 必须 这 样 来 选取 ,使 得 (123.6) 式 的 函数 在 远 距 离 处 呈 (123.3) 的 渐 近 
形式 .我 们 将 证 明 这 会 导致 


1 
4 = 去 
式 中 的 8 是 函数 Ru 的 相 移 . 这 个 证 明 还 能 解决 用 这 些 相 移 表 出 散射 振幅 的 


问题 . 


(21+1)itexp(i5i) (123.8) 


外 ”我们 已 经 假定 了 人 射 粒子 东 是 由 一 个 宽 ( 避免 入 射 效应 ) 而 有 界 的 光 并 所 定义 的 ,这 也 是 散射 实 
验 中 的 实际 情况 . 因此 在 (123.3) 式 两 项 之 间 不 存在 干涉 ; 模 量 平方 lw1? 的 取 值 点 处 不 存在 人 射 波 . 
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Ru 函数 的 渐 近 式 已 由 (33.20) 式 给 出 : 


公 = 1 
Ru 二 sin( 如 -mt+ai) = 


= 二 |( -iexp[i(tr+80)] -itexp[ -itr+8)]|. 
将 上 式 及 (123.8) 代 入 (123.6) ,得 到 波 函数 的 下 列 渐 近 式 
Wa > (21+1)Pi(cos 0)[( -1)'e w+S,ew], (123.9) 
名 
其 中 引入 一 个 记号 
Si = exp(2i5,). (123.10) 
把 平面 波 (34.2) 展 开 , 作 同样 的 变换 ,可 得 


ea 3 (QI PI OL CT om 
名 


我 们 看 到 , 差 式 少 -e 中 含有 e “因子 的 各 项 果真 都 被 消去 . 这 个 差 式 中 e*/r 
前 的 系数 就 是 散射 振幅 ,我 们 得 


/0) = 走访 (21+D[S, -1]Pi(eos 0). (123.11) 


这 个 公式 解决 了 用 5, 表达 散射 振幅 的 问题 (H. Faxen ,J. Holtsmark ,1927).D 
如 果 do 对 所 有 的 角度 积分 , 即 得 总 散射 截面 o, 它 等 于 粒子 被 散射 的 总 概 
率 (单位 时 间 内 ) 与 人 射 波 概率 流 密度 之 比 . 把 (123. 11) 代 入 下 列 积分 式 : 


o=25[ IKe) I?sin gd0. 
考虑 到 ! 值 不 同 的 勒 让 德 多 项 式 是 正 交 的 ,而 


并 P?(cos g)sin sdg=5 
得 到 总 截面 
= 香 六 Ql Dsins,. (123.12) 
这 个 求 和 式 中 的 每 一 项 就 是 对 轨道 角 动 量 给 定 为 1 的 散射 粒子 而 言 的 分 波 
截面 0. 注意 oo, 的 最 大 可 能 值 为 


@ ”根据 相位 5 (假定 为 已 知 ) 复原 散射 势 的 形状 问题 十 分 重要 . 这 个 问题 是 由 H. M. Texvgann, 6. 
M. JlenuTan 和 B. A. Mapseaxo. 解决 的 . 他 们 发 现 ,为 了 确定 U(r) ,原则 上 只 需 知道 6。(k) 在 波 数 k=0 到 
= = 的 整个 区 域内 的 函数 形状 就 可 以 了 ,如果 还 有 离散 ( 负 的 ) 能 级 E, 的 话 , 尚 需 知道 离散 态 波 函数 渐 
近 式 ( 当 盖 "mm 时 )Rw~ase we/r(xs = V3mTES TV 和 中 的 系数 a,. 根据 这 些 数据 确定 U(r) ,需要 求解 一 
个 线性 积分 方程 . 这 个 命题 的 完整 讨论 见 V. de Alfaro，T. Regge, Potential Scattering, North - Holland ,Am- 
sterdam ,1965. 
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Ce = 笃 (C21+1) (123.13) 


上 式 与 (34.5) 式 比较 后 可 知 , 角 动量 为 1 的 散射 粒子 数 可 以 比 人 射 束 中 的 这 种 
粒子 数 大 四 倍 . 这 是 一 种 纯粹 的 量子 效应 , 它 来 自 散 射 粒子 和 未 被 散射 粒子 间 的 
干涉 . 

今后 还 要 用 到 分 波 散 射 振 幅 所 , 它 定义 为 以 下 展开 式 中 的 系数 : 


f(0) = >》 (21+1)fP,(cos 0). (123.14) 
T 
按 (123.11) , 它 和 相位 8 的 关系 为 
1 下 
Wn (=) (123.15) 
而 分 波 截 面 为 
or=4T(21+1)1712. (123.16) 
习 题 
在 二 维 情况 下 ,试用 相 移 表 出 散射 振幅 . 场 为 UL = U(p) ,p= Vx + 入 射 
粒子 流 沿 z 轴 方 向 . 


解 :在 二 维 情况 下 ,在 艇 射 点 远 处 的 波 函 数 是 平面 波 和 柱 面 波 的 肥 加 
kp 
y=e* +/(9)———. (1) 
人 
式 中 几 是 散射 方向 与 了 轴 的 天 角 ,9p) 是 散射 振幅 , 它 在 二 维 情况 下 的 量 纲 是 长 
度 的 平方 根 . 在 根 号 下 面 引进 的 因子 -i=exp( -im/2) 是 为 了 简化 以 后 的 分 式 ， 
沿 y 轴 单 位 长 度 的 散射 截面 为 





do = Iflzdy. 
它 的 量 岗 是 长 度 ， 
应 当 把 波 函 数 展开 为 在 y 轴 方 向 上 具有 确定 的 角 动 量 分 量 形 如 0,(p)e”” 
的 函数 ,这 些 函 数 在 远离 散射 点 处 的 形式 与 在 8$34 所 得 的 自由 运动 的 展开 式 只 


相差 一 些 相 移 
OpJ i 高 和 "[ 名 -至 (m- 去 ) +6.]， 


式 中 5。=5_。 利 用 834 中 各 题 中 的 平面 波 的 展开 式 按 本 节 的 方法 展开 ,我 们 发 
现 , 渐 近 行为 如 (1) 式 的 函数 可 以 用 级 数 表 出 : 


p= > ero-(p)em， 


而 散射 振幅 等 于 
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/lp) Ee (ea —1)e”™. (2) 
积分 得 总 截面 为 
本 卫 Vidp= 二 w。, 式 中 =o-。 = 和 sin8.， (3) 


不 难 验证 二 维 情形 下 的 光学 定理 为 


Im/(0) =,/ 直 0， 


参见 下 节 (125.9) 式 . 
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以 上 所 得 的 公式 ,原则 上 适用 于 任 一 场 U(r) 中 的 散射 ,该 场 在 无 穷 远 处 等 
于 零 . 这 些 公式 的 应 用 ,只 归结 为 对 式 中 出 现 的 相位 6 的 性 质 的 考察 . 

为 了 估计 出 1 值 很 大 时 的 相位 8 的 数量 级 ,我 们 可 以 利用 1 很 大 时 运动 为 
准 经 典 的 事实 ( 见 $49). 波 函 数 的 相位 此 时 由 以 下 积分 确定 : 


DIE 
IE 大 二 让 dr+ 玫 T， 


其 中 是 根 号 内 表 式 的 一 个 根 (r > r。 是 运动 的 经 典 允 许 区 ). 从 上 式 中 减 去 以 
下 自由 运动 波 函数 的 相位 : 


「 P21, 
wm r 4 


并 令 r=% , 按 定义 即 得 6,. 对 于 很 大 的 1,r。 也 变 得 很 大 ,因此 U(7) 在 整个 积分 
区 内 都 很 小 ,我 们 近似 地 得 


mu(r)dr (124.1) 
fe -C2 
此 积分 (如 果 收 敛 ) 的 数量 级 为 
有 (124.2) 


nm 的 数量 级 为 rm ~ 1k. 

如 果 U(7) 在 无 穷 远 处 接 1/r" 趋 于 零 (n >1) , 则 积分 (124. 1) 收敛 而 相位 5, 
为 有 限 .反之 ,如 果 n<1 ,积分 发 散 ,从 而 相位 8, 为 无 穷 大 . 这 一 点 对 任意 的 1 都 
能 成 立 , 因 为 积分 (124.1) 的 收敛 或 发 散 依 赖 于 U(7) 在 7 很 大 处 的 行为 ,然而 在 
远 距离 处 (该 处 的 U(7) 场 已 很 弱 ) , 径 向 运动 对 所 有 的 1 讲 来 都 是 准 经 典 的 . 我 
们 将 在 下 面 看 到 ,(123.11) 和 (123. 12) 式 当 5, 无 穷 大 时 将 作 怎 样 的 解释 . 
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我 们 先 考虑 总 截面 级 数 表 式 (123. 12) 的 收敛 性 . 如 果 考 虑 到 U(r) 比 1/r 递 
降 得 更 快 ,由 (124.1) 式 可 知 ,!L 大 时 相位 8 <<1. 因此 可 令 sin’6, ~6?,(123.12) 
式 高 次 项 之 和 就 具有 》 15; 的 数量 级 .根据 级 数 收敛 性 的 积分 准则 ,我 们 知道 ， 


[el 


只 要 积分 式 三 1@di 收 合 , 则 所 考虑 的 级 数 就 是 收 全 的 . 把 (124.2) 式 代入 并 把 1 
换 成 tr, 后 , 即 得 下 列 积分 式 : 
| wd 


如 果 U(7) 在 无 穷 远 处 按 1/r" 衰减 而 n >2, 这 个 积分 收敛 ,从 而 总 截面 为 有 限 . 
反之 ,如 果 场 U(r) 衰减 得 不 比 1/r 快 ,总 截面 就 变 成 无 穷 大 . 这 一 点 的 物理 原 
因 是 ,当场 只 是 随 距 离 缓慢 地 衰减 时 ,小 角度 散射 的 概率 变 得 很 大 . 我 们 可 以 回 
顾 一 下 经 典 力学 中 的 有 关 情 形 , 当 粒子 以 很 大 的 但 是 有 限 的 碰撞 参量 p 通过 任 
一 势 场 (这 个 场 只 当 r 一 % 时 才 等 于 零 ) 时 ,总 是 要 偏转 一 个 很 小 的 但 是 并 不 等 
于 零 的 角度 ,因此 不 管 VU(7) 的 衰减 规律 如 何 , 它 的 总 散射 截面 总 是 等 于 无 穷 
大 下 . 这 种 论证 在 量子 力学 中 并 不 成 立 ,因为 当 我 们 讲 到 散射 到 某 个 角度 时 ,这 
个 角度 必须 比 粒子 运动 方向 的 不 确定 度 大 得 多 . 如 果 碰 撞 参 量 的 已 知 精确 度 为 
Ap ,那么 它 所 引起 的 动量 横向 分 量 的 不 确定 度 为 hi/Ap, 亦 即 角度 的 不 确定 度 
为 ~h/(mvAp). 

鉴于 U(r) 衰减 缓慢 时 小 角度 散射 占有 重要 的 地 位 ,这 就 自然 地 产生 了 这 样 
的 一 个 问题 ,U(r) 即使 比 1/r 衰减 得 更 快 ,9 =0 的 散射 振幅 有 没有 可 能 仍 是 发 


散 的 ? 我 们 令 (123.11) 中 的 9=0, 对 后 面 的 项 讲 来 它们 的 和 与 》 /6, 成 正比 . 


[el 


正如 上 段 中 所 做 的 论证 那样 , 当 判 别 这 个 和 是 否 收敛 时 ,最 后 我 们 得 到 以 下 
积分 : 
让 UCn)mdr， 

当 U(r) ~1/r" 而 n<3 时 ,此 积分 发 散 . 由 此 可 见 , 势 场 的 衰减 不 快 于 1/r 时 ， 
9 =0 处 的 散射 振幅 变 成 无 穷 大 . 

最 后 ,我 们 来 考虑 相位 6, 本 身 等 于 无 穷 大 的 情形 , 它 发 生 于 U(r) ~1/r" 而 
n<1. 根 据 以 上 所 得 的 结论 显然 可 以 知道 ,当场 衰减 得 这 样 慢 的 时 候 ,总 截面 以 
及 9=0 的 散射 振幅 都 将 等 于 无 穷 大 .但 还 留 下 一 个 如 何 计算 90 的 f( 9) 问题 . 


了 这 反映 在 经 典 力 学 中 确定 总 截面 的 积分 | 2npdp 是 发 散 的 - 
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首先 应 该 注意 的 是 ,我 们 有 下 列 公式 @ 
流 (21+1)P,(cos 6) =46(1 -cos 0). (124.3) 


换 句 话说 ,只 要 6 关 0 这 个 和 就 等 于 零 . 所 以 对 (123. 11) 式 的 散射 振幅 讲 来 ， 
6 天 0 时 我 们 可 以 略 去 每 项 方 括号 内 的 1, 留 下 


Ao) - 赤 立 (21+1)Pi(cos 0)e™. (124.4) 


如 果 上 式 右边 乘 一 常数 因子 e "截面 不 会 发 生 改 变 ,因为 它 是 由 模 量 平方 
1/(9) 1 确定 的 ,此 时 复 函数 /( 9) 的 相位 只 是 改变 了 一 个 不 重要 的 常数 . 另 一 方 
面 ,把 差 6, -6 表 成 (124.1) 式 那样 ,U(r) 的 积分 发 散 性 就 被 消去 ,只 留 下 一 个 
有 限 的 量 . 因此 在 所 考虑 的 情形 下 ,我们 可 以 采用 下 列 公式 计算 散射 振幅 


ALe) = 下 六 (21+1)Pi(eos 0) es. (124.5) 
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任意 场 (不 一 定 是 有 心力 场 ) 中 的 散射 振幅 都 能 满足 来 自 一 般 物 理 要 求 的 
某 些 关系 式 . 

对 任意 场 中 的 弹性 散射 讲 来 , 波 函数 在 远 距 离 处 的 渐 近 式 为 

yer" + /n,n’) er”. (125.1) 

这 个 公式 与 (123.3) 不 同 之 处 在 于 ,现在 的 散射 振幅 依赖 于 两 个 单位 矢量 的 方 
向 ,人 射 粒子 的 方向 (n) 以 及 散射 粒子 的 方向 (mn') ,而 不 光 是 依赖 于 这 两 个 方向 
的 夹 角 . 

入 射 方向 n 不 同 的 各 种 (125. 1) 式 的 函数 ,它们 的 任意 线性 组 合 仍 代表 某 
一 可 能 的 散射 过 程 .把 (125.1) 式 乘 以 任意 系数 F(n) 并 对 n 的 各 个 方向 (立体 
角 元 do) 积分 后 ,就 能 把 这 样 的 线性 组 合 写成 以 下 积分 形式 : 


rem "go + [FCn) Aa,n’) do. (125.2) 
由 于 距离 -任意 大 ,第 一 个 积分 中 的 因子 e”“ 是 变 矢量 n 的 方向 的 急剧 振 落 


函数 . 因此 该 积分 主要 由 指数 极 值 ( 此 时 mn = +n') 附近 的 n 值 所 确定 . 在 
n= +n' 的 邻 域 中 ,因子 F(n) fF( +n') 可 以 拿 出 积分 号 外 ,然后 积分 得 @: 


@ ”这 个 公式 就 是 5 函数 的 勒 让 德 多 项 式 展开 ,上 式 两 边 乘 以 sin gPi( eos 9) 并 对 dg 积分 后 即 可 得 
到 直接 验证 . 其 中 偶 画 数 8(x) 的 积分 式 | ”5(z)dr 取 为 12. 

@ 计算 这 个 积分 时 可 把 积分 路 径 奎 向 =cos 9 变量 (9 是 和 a' 间 的 夹 角 ) 的 上 半 复 平面 ,保持 它 
的 两 端 由 = +1 不 动 . 远离 这 两 个 端点 时 ,e”” 函数 就 很 快 地 衰减 
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2niF( -mip ) + ffm) Fn)do. 


约 去 公共 因子 2wi/k, 上 式 可 写成 简洁 的 算 符 形式 





ep -n') -SF(n'), (125.3) 
式 中 
§ =1 +2ikf, (125.4) 
广 是 由 下 式 定义 的 积分 算 符 : 
fr(n’) = fn,n’) Fln) do. (125.5) 
3 算 符 称 为 散射 算 符 ( 或 散射 矩阵 ) 或 者 简称 为 $ 矩阵 , 它 是 由 海 森 伯 首 先 引入 
的 (1943 ) 


(125.3) 中 的 第 一 项 代表 射 向 力 心 的 波 ,第 二 项 代表 离开 力 心 的 波 . 弹性 散 
射 中 ,粒子 数 守恒 可 表 为 人 射 波 和 出 射 波 的 流 密度 相等 . 换 句 话说 ,这 两 个 波 的 
归 一 化 应 该 相同 . 为 此 ,散射 算 符 必 须 是 么 正 的 ( $ 12) ,也 就 是 说 ,必须 有 
§§* =1， (125.6) 
或 者 把 (125.4) 式 代 和 人 上 式 并 互 乘 
三 -P =2ikpp (125.7) 
最 后 ,利用 定义 (125.5) ,我 们 可 以 把 散射 的 么 正 条 件 写 成 以 下 形式 : 
flnsn’) -f° (n,n) = 起 [fmsn)f (msn) dor (125.8) 


n=n' 时 上 式 右边 的 积分 正 是 散射 总 截面 o = Jim) 1*do". 上 式 左边 的 差 值 
此 时 可 以 化 成 振幅 f(n,n) 的 虚 部 .这 样 ,我 们 就 得 到 了 弹性 散射 总 截面 和 零 角 
度 散 射 振幅 虚 部 之 间 的 普遍 关系 式 : 
Im f(n,n) 二 (125.9) 
47 
此 式 称 为 散射 的 光学 定理 . 
散射 振幅 的 另 一 个 普遍 性 质 ,可 以 根据 时 间 反 演 对 称 性 的 要 求 导出 . 在 量子 


力学 中 ,这 种 对 称 性 表述 为 :如 函数 yy 描述 任 一 可 能 态 ,那么 它 的 复 共 二 函数 
儿 也 对 应 于 某 一 可 能 态 ( $ 18). 因 此 (125.3) 式 的 复 共 堪 波 函 数 


p(n) -SP 
F r 


也 描述 某 种 可 能 的 散射 过 程 .我 们 通过 令 -SP (n') =B( -n') 定 义 一 个 新 的 
任意 函数 . 利用 算 符 $ 的 么 正 性 就 得 
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F°(n)=-(8°) -6(-m)= -SB( -n') 
引入 改变 矢量 n 和 n' 符 号 的 坐标 反 演算 符 户 , 则 可 写 出 
F°(-n’)=PF'(n')= -Psp(n’), 
从 而 得 到 下 列 时 间 反 演 波 函数 : 
gl Eo 让 Bo(n’'). 
此 式 必须 和 原先 的 波 函数 (125.3) 实 质 上 相同 、 比 较 后 表明 , 它 导致 下 列 条 件 
PSP=$, (125.10) 
此 时 两 个 波 函 数 只 是 在 任意 函数 的 记号 上 有 差别 . 
把 算 符 等 式 (125. 10) 变换 成 矩阵 等 式 后 , 即 得 散射 振幅 的 相应 关系 式 . 转 


置 使 初 末 态 矢量 n 和 n' 对 调 , 反 演 则 改变 它们 的 符号 . 因此 有 
S(n,n’)=S( -n’, —n). (125.11) 





也 就 是 
fnsn’) =f( -n', —n). ub 
这 个 关系 式 ( 称 为 倒 易 定理 ) 表 达 了 这 样 一 个 明显 结果 :两 个 互 为 时 间 反 演 的 散 
射 过 程 具有 相等 的 振幅 . 时 间 反 演 把 初 末 态 对 调 并 把 态 中 的 粒子 运动 方向 变 成 
反方 向 . 
对 于 有 心力 场 中 的 散射 ,以 上 所 得 的 普遍 公式 可 以 简化 . 这 种 情形 下 的 振幅 
fln,n') 只 与 n 和 nn' 的 夹 角 09 有关 .因此 (125.12) 变 成 了 一 个 恒等式 . 么 正 条 件 
(125.8) 变 成 


Im /0) = 在 JW CY)do"， (125.13) 


式 中 y,y' 是 n,n' 与 空间 中 某 一 固定 方向 n" 间 的 夹 角 . 如 果 f(9) 采 用 展开 式 
(123.14) ,应 用 球 谐 函数 的 加 法 定理 (e. 10) ,可 从 (125. 13 ) 式 中 得 出 分 波 振幅 
的 下 列 关系 式 : 
Im f. =k1lf.1. (125.14) 
这 个 公式 也 可 直接 从 (123. 15 ) 式 导出 , 按 该 式 有 12ikf; +11? = 1. 在 有 心力 场 中 
散射 的 情形 下 ,光学 定理 (125.9) 也 很 易 从 (123. 11) 和 (123. 12) 式 直接 导出 . 
把 (125.14) 式 改写 成 Im(1M) = -后 , 即 可 看 出 振幅 九 必 须 具 有 下 列 形 
式 : 
1 
Ve 
式 中 的 g, =g,(k) 是 一 个 实 量 ; 它 和 相位 5, 的 关系 为 
gi =keot 5 (125.16) 


(125.15) 
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以 后 我 们 要 多 次 用 到 这 个 振幅 表达 式 . 

我 们 来 考察 一 下 (对 有 心力 场 中 的 散射 ) 以 上 定义 的 散射 算 符 和 § 123 理论 
中 所 述 各 量 的 关系 . 

由 于 轨道 角 动 量 在 有 心力 场 中 是 守恒 的 ,散射 算 符 和 角 动量 算 符 对 易 . 换 句 


话说 ,5 矩阵 在 ! 表 象 中 是 对 角 的 ,又 由 于 $ 算 符 是 么 正 的 , 它 的 本 征 值 模 量 必 等 
于 1, 亦 即 必 具有 e ”的 形式 ,而 8 为 实数 .很 易 看 出 ,这 些 8 和 波 函数 的 相 移 是 
一 样 的 ,使 得 $ 矩阵 的 本 征 值 就 是 (123.10) 中 定义 的 S,. 算 符 广 = (5-1)/2ik 的 
本 征 值 就 是 分 波 振幅 (123. 15). 实际 上 ,如 果 我 们 把 函数 F(n) 取 作 P(cos 0) 
[从 而 F( -n) =P,( -cos 9) =( -1)'P,(cos 9)], 波 函数 (125. 3) 应 该 等 于 
(123.9) 中 一 个 求 和 项 所 代表 的 薛 定 刘 方 程 之 解 .因此 有 

SP,( cos 9) =S,P,( cos 9). 

对 于 沿 = 轴 人 射 的 平面 波 讲 来 , (125.3 ) 中 的 函数 F(m) 就 是 5 函数 = 
45(1 -cos 9) ,其 中 的 9 是 n 和 =z 轴 的 夹 角 ,这 里 定义 的 5 函数 可 参考 $124 中 
对 (124.3) 所 加 的 注 ,5 函数 前 所 选 的 系数 是 这 样 的 , 当 它 代入 定义 (125.5) 式 的 
右边 时 正好 可 以 得 出 /(9), 这 时 9 是 n' 和 z 轴 的 夹 角 . 把 这 个 5 函数 表 成 
(124.3) 式 的 形状 : 


F=46(1 -cos 9) = 六 (21+1)P,(cos 6) (125.17) 


再 把 算 符 广 作用 在 它 上 面 , 于 是 ,正如 所 预期 的 ,我 们 即 可 得 到 , 形 如 (123. 14) 
式 的 散射 振幅 . 

最 后 ,还 应 添加 下 面 的 说 明 . 从 数学 观点 看 来 , 么 正 条 件 (125.8) 式 说 明了 
这 样 一 个 事实 ,并 不 是 所 有 预先 给 定 的 函数 /(n,n') 都 能 成 为 某 个 场 中 的 散射 
振幅 . 特别 是 ,并 不 是 所 有 的 函数 (09) 都 能 成 为 某 个 有 心力 场 中 的 散射 振幅 . 根 
据 (125. 13) 式 , 它 的 虚 部 和 实 部 之 间 必 须 满足 一 定 的 关系 . 如 果 把 它 写成 /(9) 
= lfle”, 当 模 量 1f1 与 所 有 角度 的 关系 给 定 以 后 ,(125. 13 ) 式 就 给 出 一 个 积分 方 
程 ,由 它 原则 上 可 解 出 未 知 的 a( 09) 相位 . 换 句 话说 ,知道 了 散射 截面 ( 即 模 量 平 
方 LA ) 与 所 有 角度 的 关系 以 后 ,就 可 在 原则 上 复原 该 散射 振幅 . 但 是 这 样 的 复 
原 缺 乏 唯一 性 , 它 可 以 相差 一 个 以 下 的 变换 式 

f(0)— -f° (9) (125.18) 

上 式 能 使 (125. 13) 式 保持 不 变 [ 当然 也 使 截面 1f1? 保持 不 变 . (125. 18) 式 的 变 
换 等 价 于 (123. 11) 中 所 有 相位 8, 同时 变 号 ] .但 是 ,这 样 的 非 唯一 性 是 可 以 消除 
的 ,只 要 把 散射 振幅 看 作 既 是 角度 的 函数 也 是 能 量 的 函数 . 以 后 将 看 到 
(〈$128, $ 129) ,作为 能 量 函 数 的 振幅 , 它 的 解析 性 质 对 (125. 18) 式 的 变换 不 是 
不 变 的 . 
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在 一 个 极为 重要 的 情形 下 , 即 当 散射 场 本 身 可 以 看 作 微 扰 时 ,能 够 得 到 散射 
截面 的 一 般 计 算 公式 D. $ 45 中 已 经 证 明 , 当 以 下 两 条 件 之 一 成 立时 , 即 有 当 作 
微 扰 的 可 能 : 





tel (126.1) 
ma 
以 及 
1 (126.2) 
a ma 


式 中 的 a 是 场 U(r) 的 作用 范围 , 是 该 场 主要 区 域内 的 场 值 的 数量 级 . 当 第 一 
个 条 件 得 到 满足 时 ,这 个 近似 对 所 有 的 速度 都 能 成 立 ;第 二 个 条 件 表明 , 它 对 足 
够 快 的 粒子 总 是 适用 的 . 
根据 $ 45 ,我 们 把 波 函 数 取 成 y=w， +w 的 形式 , 式 中 的 y=e*' 对 应 
于 波 矢 为 上 =P/ 堪 的 入射 粒子 .根据 (45.3) 式 我 们 有 
"(x,y,2) = | UC en (126.3) 
取 散 射 中 心 为 原点 ,我 们 从 原点 到 ww" 值 的 计算 点 引 一 径 矢量 R,, 把 沿 R, 的 单 
位 矢量 记 作 nm". 设 体积 元 dV' 的 径 矢量 为 r'; 则 有 R = R。-r'. 在 远离 中 心 处 ， 
R >>r ,因而 
R=|IR, -rl~R, -rn’, 
把 它 代 入 (126.3) ,我 们 得 ww" 的 下 列 渐 近 式 : 
Vi -2 窥 J oreeovar 


( 式 中 k'=kn' 是 散射 后 粒子 的 波 矢量 ). 上 式 和 (123.3 ) 式 给 出 的 散射 振幅 相 比 
较 , 求 得 后 者 的 表 式 为 








f= -| Dedy, (126.4) 
式 中 已 经 变换 了 积分 变量 并 且 引 进 了 矢量 
g = 天 一 大， (126.5) 
9 的 绝对 值 是 
4=2ksin 全 (126.6) 


@@ 在 $123 中 导出 的 普遍 性 理论 中 ,这 个 近似 相当 于 所 有 6, 全 都 很 小 时 的 情形 ,并 且 要 求 这 些 相 
位 都 可 从 以 势能 为 微 扰 的 薛 定 刘 方 程 中 算出 来 ( 见 例题 4) 
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其 中 9 是 上 和 大 的 夹 角 , 也 就 是 散射 角 . 
最 后 ,把 散射 振幅 的 模 量 加 以 平方 , 即 得 下 列 散射 到 do 立体 角 元 中 的 截面 
表 式 : 


Wi 
c= FE | Joe- | do. (126.7) 


我 们 从 上 式 看 到 ,动量 变化 为 fig 的 散射 ,是 由 UV 场 的 相应 传 里 叶 分 量 的 模 
量 平方 确定 的 . (126.7) 式 是 由 玻 恩 ( M. Born ,1926 ) 首先 得 到 的 . 碰撞 理论 中 通 
常 把 这 个 近似 称 为 玻 恩 近似 . 

要 注意 的 是 ,这 个 近似 中 存在 着 以 下 关系 : 

fk,k') =f° (k',k) (126. 8) 

这 是 正 、 逆 两 个 散射 过 程 间 的 振幅 关系 ,也 就 是 初 \ 末 态 动 量 相互 对 调 但 不 像 时 
间 反 演 那样 改变 符号 的 两 个 过 程 间 的 振幅 关系 . 由 此 可 见 ,这 个 散射 中 出 现 了 倒 
易 定理 (125.12) 式 以 外 的 另 一 种 对 称 性 . 这 种 对 称 性 与 微 扰 论 中 散射 振幅 的 值 
很 小 有 密切 的 关系 ,并 且 可 从 勾 正 条 件 (125.8) 式 直接 得 到 ,只 要 在 该 式 中 略 去 
含有 /二 次 项 的 那个 积分 式 . 

(126.7) 式 也 可 以 用 另 一 种 方法 得 到 (但 是 不 能 确定 散射 振幅 的 相位 ). 我 
们 可 以 从 一 般 公式 (43.1) 出 发 ,该 式 给 出 的 连续 谱 状 态 之 间 的 跃迁 概率 为 


dw = aE -—E,)dv,. 


在 目前 情形 下 ,这 个 公式 要 应 用 到 动量 为 p 的 入 射 粒子 态 路 迁 到 动量 为 p' 的 并 
且 散 射 到 do' 立 体 角 元 内 的 粒子 态 . 态 的 间隔 dwr 可 以 取 作 dip/(2m#) .把 以 下 
初 末 态 能 量 差 代 人 : 

已 -已 =(p2 -p’)/2m, 
得 到 


_ 4Tm dip’ 


A (2 ny 
人 射 粒子 和 散射 粒子 的 波 函 数 都 是 平面 波 . 由 于 我 们 已 经 把 态 间隔 dwr 取 
作 p/2mh 空间 的 体积 元 , 末 态 波 函 数 必须 按 P/2m 声 的 8 函数 归 一 化 : 
=em", (126. 10) 
初 态 波 函 数 仍 按 单位 流 密 度 归 一 化 : 


w/e, (126.11) 


@@ 因此 很 明显 ,这 种 对 称 性 即使 在 微 扰 论 的 二 级 近似 中 也 已 不 复 存在 . 这 将 在 $ 130 中 直接 证 明 : 
参考 (130.13) 式 . 


dw, 





,18(p" -p?) (126.9) 
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则 (126.9) 具 有 面积 的 量 纲 , 它 就 是 微分 散射 截面 . 
(126.9) 式 中 存在 着 5 函数 意味 着 p' =p, 亦 即 动量 的 绝对 值 不 变 ,这 是 弹性 
散射 所 应 有 的 . 变换 到 动量 空间 的 球 坐 标 中 去 ( 即 把 dp' 改 为 p?dp'do' = 


Bp'(dp”) do') 并 对 p” 积 分 ,就 能 把 6 函数 去 掉 . 积分 的 结果 相当 于 把 被 积 式 
中 的 p' 改 成 p, 结 果 得 


do = 一 2 


和 J wi vpsav | do 

把 (126.10),(126.11) 的 函数 代入 上 式 ,我们 又 一 次 得 到 最 终 表 式 (126.7). 
(126.7) 式 的 形状 ,可 以 应 用 到 U(x*,y,z) 场 中 的 散射 ,这 个 场 不 只 是 7 的 函 

数 而 且 可 以 是 坐标 的 任意 函数 .但 在 有 心力 场 U(r) 的 情形 下 ,这 个 公式 还 可 进 

一 步 变换 . 在 积分 








J vn)ewrav 


式 中 ,我 们 采用 球 坐 标 ,如 ,yp, 它 的 极 轴 沿 着 矢量 4 的 方向 ,我 们 用 妇 代表 极 角 
以 便 区 别 于 散射 角 9. 现在 可 以 对 和 p 进行 积分 ,结果 得 


| | 人 Ve rsin 9d9dpdr =45 | Ur) dr. 
0 0 0 9 


o 


把 上 式 代入 (126.4) 中 , 即 得 有 心力 场 中 散射 振幅 的 以 下 表 式 : 


f= = VU) rdr, (126. 12) 


当 9=0( 即 gq=0) 时 ,如 果 U(r) 在 无 穷 远 处 的 衰减 不 快 于 1/7, 则 以 上 积分 发 散 
(与 $124 中 的 一 般 结论 一 致 ). 
我 们 注意 到 下 列 有 趣事 实 . (126. 12) 式 中 的 粒子 动量 p 以 及 散射 角 9 只 通 


过 4 表达 出 来 . 因此 在 玻 恩 近似 中 ,散射 截面 对 p,0 的 依赖 关系 只 是 通过 psin 全 


表达 出 来 . 
再 回 到 任意 场 U(x,y,z) ,我 们 来 研究 速度 很 小 (ka <<1) 和 很 大 (ka >>1) 
两 种 极端 情形 . 速度 很 小 时 ,可 令 (126.4) 式 中 的 e““~1, 因 此 散射 振幅 为 


a 
人 J vav, (126. 13) 
而 当 U=U(r) 时 , 则 有 
Fn jd (126. 14) 
直上 


此 时 的 散射 呈 各 向 同性 并 且 与 速度 无 关 , 这 和 8$ 132 中 的 一 般 结论 相 一 致 . 
反 过 来 ,在 高 速 极端 情形 下 ,散射 显著 地 非 各 向 同性 , 它 主 要 是 集中 在 张 角 
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很 窗 的 Ag ~1/ka 锥 体 范围 内 的 向 前 散射 ;实际 上 ,由 于 这 个 锥 体 以 外 的 9 值 很 
大 ,e-" "因子 是 一 个 急剧 振荡 函数 , 它 与 缓 变 函 数 U 相 乘 后 的 积分 结果 差不多 
等 于 零 . 

4 值 很 大 时 的 截面 衰减 规律 并 不 是 普 适 的 , 它 与 场 的 具体 形状 有 关 . 如 果 场 
U=U(r) 在 r=0 处 或 的 任 一 实数 值 处 具有 奇 点 ,那么 积分 式 (126. 12) 主 要 由 ， 
这 个 奇 点 的 邻 域 所 确定 ,其 截面 按 某 一 寡 次 规律 衰减 . 这 个 规律 也 适用 于 函数 
U(r) 没 有 奇 点 但 不 是 偶 函 数 的 情形 ;此 时 r=0 的 邻 域 在 积分 中 最 为 重要 . 但 当 
U(r) 是 7+ 的 一 个 偶 函数 时 ,这 个 积分 可 在 形式 上 扩展 到 负 的 r 值 , 即 沿 变量 7 的 
整个 实 轴 , 随 后 可 把 这 个 积分 路 线 (如 果 U(7) 在 实 轴 上 没有 奇 点 ) 移 到 复 平面 
上 直到 磁 上 最 近 的 复 奇 点 为 止 . 当 9 值 很 大 时 ,积分 将 作 指数 衰减 ,但 是 必须 记 
住 , 玻 恩 近似 对 于 计算 这 种 指数 式 的 小 量 一 般 讲 来 是 不 合适 的 (还 可 参考 
8$131). 

尽管 Ag ~1/ka 锥 体内 的 微分 散射 截面 与 速度 的 关系 不 大 ,但 其 总 散射 截 


面 (假定 积分 ac 为 收敛 ) 在 高 能 时 由 于 锥 体 张 角 的 减 小 而 随 之 减 小 , 它 与 锥 


体 所 张 的 立体 角 成 正比 , 即 和 (A0)* ~ 1XPe 成 正比 ,或 者 说 和 其 能 量 成 反比 . 
在 碰撞 理论 的 许多 物理 应 用 中 ,描述 散射 的 下 列 积 分 通常 称 作 输 运 截面 : 


ov = fa —cos 0) do. (126.15) 
通过 类 似 于 以 上 的 讨论 可 以 知道 ,高 速 时 这 个 量 是 和 能 量 的 平方 成 反比 的 . 
习 题 


1. 求 球 势 阱 的 玻 思 近似 散射 截面 ,该 势 阱 当 r<a 时 口 =-Uir>a 时 
U=0. 
解 :计算 积分 式 (126. 12) ,得 下 列 结果 : 
A . 2 
danse (seme 
对 所 有 角度 积分 后 ( 最 好 取 g =2ksin( 9/2) 为 积分 变量 ,把 do 换 成 29gdq/) 即 
得 散射 总 截面 : 





二 ee | [ 1 sin 4ka_ sin’2ka 


Bh “Thay (Qka)” (2kay 
极限 情形 下 由 上 式 得 


ka<<1 时 ; = 





16maz fmUoa’ \? 
9 让 ) 


和 1 时 一 
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2. 同上 题 , 但 口 = Uoe- 
解 :最 好 用 (126.7) 式 计算 , 取 g 方向 洛 一 个 坐标 轴 . 结果 得 


na’ / mUoa’ ) eao 





及 总 截面 





本 fm wp 
2 和 2 

这 些 公式 的 适用 条 件 由 UU=U。 ee 
的 绝对 值 很 大 ,do 的 公式 也 不 能 适用 下. 


0 = 一 


3. 同上 题 ,但 场 QU= 人 en 
解 :计算 积分 式 (126.12) 得 : 


4a fma do 
do =4a ( a 
总 截面 为 
本 6 = 
Et ) st 
这 些 公式 的 适用 条 件 由 U=a/a 的 (126.1)(126.2) 式 给 出 :ama/ 和 可 <<1 或 
a/hv <<1. 
4. 求 玻 思 近似 情形 下 有 心力 场 散射 的 相位 5i 
解 :对 U(r) 场 中 运动 的 径 向 波 函 数 XY =rR 以 及 对 自由 运动 波 函 数 X ,我 们 
有 方程 [ 见 (32.10) ] 
no Te_LCL+LD 2mr 
站 [: Fe 
x+ [AD Jx" =0 
r 


Ul|x=0, 


第 一 式 乘 X'o) ,第 二 式 乘 X, 相 减 后 再 对 积分 (采用 r=0 处 的 边界 条 件 XY=0)， 
我 们 得 
XY 7) x OO = vm adr. 


把 U 看 作 微 扰 , 上 式 右 边 可 令 洲 ~X' .Tr 一 % 时 上 式 左 边 可 用 渐 近 式 (33. 12) 和 
(33.20) ,而 在 积分 式 中 我 们 用 精确 式 (33.10) 代 入 . 结果 得 


@ ”这 种 情形 下 微 扰 论 的 不 适用 性 很 容易 从 计算 二 级 近似 的 散射 振幅 中 看 出 [ 见 (130.13)] ,虽然 
指数 函数 的 系数 比 一 级 近似 项 的 系数 小 ,可 是 负 指 数 只 比 一 级 项 中 的 小 一 半 - 
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颜 丙 二 二 = 本 人 UO) [Ja hr) ]ardr。 


这 个 式 子 也 可 从 玻 因 散射 振幅 (126.4) 直接 展 成 勤 让 德 多 项 式 并 与 (123.11 ) 比 
较 后 得 到 (对 小 的 8). 

5. 用 玻 恩 近似 求 U=a/(r+a*)” 的 场 中 (n>2) 快 粒子 (ka >>1) 的 总 散 
射 截面 

解 :我 们 将 看 到 在 这 种 情形 下 ,大 角 动 量 的 分 波 振幅 在 散射 中 是 主要 的 . 所 
以 把 (123.12) 中 对 【的 求 和 改 为 积分 后 可 以 算出 截面 ;在 玻 思 近 似 下 ,所 有 的 
61 <<1, 所 以 


~ 他 厂 215;d1. (1) 


1 值 大 的 6, 可 从 (124.1) 算 出 : 


am 六 
de 


让 内 ) (Rs 互 】 
作 替 代 亚 +a2 =(a? +P/ 妈 )/E, 上 式 可 化 成 熟知 的 欧 拉 积分 ,结果 是 


mak"™? 号 ) ee 


mee ry re) ©) 





61=- 


(1) 式 由 范围 1~ak >>1 所 确定 ,这 就 证 实 了 所 作 的 假定 . 对 该 式 进 行 积分 ,计算 
后 给 出 
(3 二)] 


r(z") 


根据 (126.2) ,在 此 情形 下 玻 恩 近似 成 立 的 条 件 为 ma/( 扩 ha”…') <<1. 注意 0 ~ 
,这 与 前 面 的 一 般 说 明 一 致 . 
6. 用 玻 思 近似 求 二 维 场 UL = U(x,z) 中 的 散射 振幅 ,粒子 束 沿 z 轴 入 射 . 
解 : 采 用 8$45 的 第 二 个 附注 和 汉 克 耳 函 数 的 渐 近 式 : 


1 [2 
Ho (u)~ Cs 
我 们 求 出 在 远离 场 轴 (y 轴 ) 的 Ro 处, 波 函 数 的 修正 式 为 


Re) om, 
VB 


(3) 








pr 


Ty 








ie 在 z ro 时， 





yo 


式 中 的 散射 振幅 为 
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Ab) = - S| U(p)e "rd’p, 


| 
让 V2mK 
式 中 p=(%,z) 是 二 维 径 矢 ,d*p = dxdz,g 是 xz 平面 内 的 散射 角 . 二 维 情形 下 , 散 
射 振幅 的 量 岗 为 长 度 的 平方 根 ,散射 戴 面 do = Ifl?dg 的 量 岗 为 长 度 
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我 们 来 研究 散射 的 量子 理论 过 渡 到 经 典 理论 极限 时 的 方式 . 
不 考虑 散射 角 9 为 零 的 情况 ,我 们 可 把 精确 理论 给 出 的 散射 振幅 写成 
(124.4) 的 形式 : 


/9) = 下 号 (21+1)P,( eos 0)e™ (127.1) 
我 们 知道 , 准 经 典 波 函 数 以 有 大 的 相位 为 特征 . 因此 自然 可 假定 ,大 的 6, 相当 于 


过 渡 到 经 典 散射 理论 这 一 极限 情形 . 求 和 式 (127.1) 的 值 主要 由 /1 值 大 的 项 所 决 
定 . 因而 Pi(eos 9) 可 用 渐 近 式 (49.7) 来 代替 ,该 式 可 写成 


Pi(cos bg) = - [eC 00]. 


V27™lsin 9 





上 式 代入 (127.1) 得 


(0) -= 十 ts 区 大 本 三 Cy (127.2) 
这 些 指数 因子 作为 ! 的 函数 都 是 急剧 振荡 的 (因为 它们 的 相位 很 大 ) ,因此 
(127.2) 式 的 求 和 中 大 多 数 的 项 将 相互 抵消 . 这 样 这 个 和 式 主要 取决 于 这 样 一 


些 ! 值 ,这 些 ! 位 于 指数 的 一 个 极 值 附近 , 亦 即 下 式 之 根 附近 : 


d 
2 405,+0=0， GDR) 


在 此 范围 内 级 数 中 所 含有 的 大 量 的 项 ,其 指数 因子 几乎 保持 不 变 (因为 极 值 附 
近 的 指数 变化 缓慢 ) ,因此 这 些 项 不 会 相互 抵消 掉 . 

准 经 典 情形 中 的 相位 8 可 以 写成 以 下 两 个 相位 之 差 当 7 一 % 时 的 极限 值 
( 见 $ 124) .一 个 是 U(r) 场 中 准 经 典 波 函 数 的 相位 


二 让 节 下 CI+1Z277 
ze 必 am[ Be UI 


另 一 个 是 自由 运动 波 函 数 的 相位 ( 见 §33) 
-六 Im， 


因此 得 
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“me TE est) -te. 


(127.4) 
再 将 这 个 式 子 代 人 (127.3) 式 , 当 我 们 计算 这 个 积分 的 导数 时 ,必须 记 住 积分 限 
mm 也 是 依赖 于 ! 的 ,但 是 由 此 而 产生 的 kdro/di 项 正好 和 6, 中 -hr, 项 的 导数 相 
抵消 . 


h (1+ 二 是 粒子 的 角 动 量 ,在 经 典 力学 中 可 以 写成 mpe 的 形式 ,其 中 是 


碰 挤 参量 ,v 是 粒子 在 无 穷 远 处 的 速度 . 作 此 替代 后 ;最 终 (127. 3) 式 旦 以 下 
形式 : 











[三 = wp 3 Ln). (127.5) 
7 VIm( BE-U) RD 

斥 力 场 中 只 当 式 右 9 前 取 负 号 时 ,上 式 才 能 有 根 (p 的 根 ) ,引力 场 中 式 右 只 能 取 
正 号 . 

(127.5) 与 通过 碰撞 参量 确定 散射 角 的 经 典 表 式 ( 见 (力学 》, 8 18 ) 完全 相 
同 ,很 易 证 明 , 从 上 式 确实 可 得 截面 的 经 典 表 式 . 

为 了 证 明 这 一 点 .我 们 把 (127.2) 中 的 指数 展开 成 1 =1 -1(68) 的 宕 级 数 ， 
其 中 的 16(9) 由 (127.3) 一 (127.5) 式 确定 .我们 取 ( 127.2) 中 的 第 一 项 ,从 而 取 
(127.3) 中 下 面 的 负 号 (吸引 ). 按 (127.3) 有 


| 1d 
FT 
故 
CE A eC a eA 


(127.2) 中 对 1 的 求 和 现在 改 成 在 1=0 点 附近 对 1" 的 积分 . 把 1 看 作 复 变量 ,在 
该 点 附近 取 积分 路 线 沿 指 数 的 最 速 降落 方向 ,该 方向 与 实 轴 的 夹 角 或 为 地 或 


为 - 才 r, 这 由 dg/ah 的 符号 来 确定 . 换 句 话说 ,我 们 令 也 = eexp ( = 二 i ) 并 对 


专 的 实数 值 积 分 ;由 于 该 积分 收敛 很 快 ,积分 限 可 延伸 为 -到 m : 


三 加 ( -让 | 迪 |)*=Vr| 号 





结果 为 





/0) = 去 ( h 车 问 由 exp {i [28, (6 了 )0-4"]}, (127.6) 


sin0 


$127 准 经 典 情形 “a 





1 dl 
do = Ifl? . 2msin 6dg=2T 让 二 d0. (127.7) 


碰撞 参量 为 p = 从 ,于 是 我 们 就 回 到 经 典 公式 dc =2mpdp. 

由 此 可 知 ,经 典 散射 (偏转 角 9 为 给 定 ) 的 条 件 是 满足 (127.3) 式 的 ! 值 必须 
很 大 ,这 个 1 值 的 6, 也 必须 很 大 @. 后 一 条 件 有 一 个 简单 的 解释 . 当 粒子 以 碰撞 
参量 p 入 射 时 ,如 果 我 们 可 以 说 偏转 9 角 的 散射 是 经 典 的 ,那么 这 两 个 量 的 量子 
力学 不 确定 度 必 须 比 较 小 :Ap <<p,A6 << 5. 散射 角 的 不 确定 度 为 Ag ~ Ap/p 数 
量 级 ,其 中 p 是 粒子 动量 ,Ap 是 其 横向 分 量 的 不 确定 度 ,由 Ap ~ /Ap >> hh/p, 我 
们 有 Ab >> /pp, 故 








0 > (127.8) 


把 角 动 量 mpv 改 成 入, 我们 得 01 >>1, 这 就 是 8 >>1( 因 为 6,~10, 可 从 (127.3) 
看 出 ). 

粒子 的 经 典 偏转 角 可 以 用 "碰撞 时 间 "r ~p/v 内 的 横 动 量 增 量 Ap 和 原 动 量 
myv 的 比值 来 估计 . 在 距离 p 处 粒子 所 受 的 力 为 F= -dU(p)/dp; 由 于 Ap ~ 
Fp/v, 故 0~Fp/mwr. 这 个 估计 只 当 9 <<1 时 才 严 格 成 立 ,但 即使 对 9~1 也 能 用 
来 作出 数量 级 的 估计 .代入 (127.8) 中 ,得 到 下 列 形式 的 准 经 典 散射 条 件 : 

IFlp? >> fiv. (127.9) 

这 个 不 等 式 应 对 满足 1V1(p)1<E 的 所 有 p 值 成 立 . 

如 果 场 U(r) 衰减 得 比 1/r 还 快 ,那么 对 足够 大 的 p 值 来 讲 , 条 件 (127.9) 总 
是 不 能 满足 的 . 可 是 小 的 9 对 应 于 大 的 p; 因 此 角度 足够 小 的 散射 不 再 是 经 典 
的 .反之 ,如 果 场 的 衰减 不 快 于 1/7, 小 角度 散射 就 是 经 典 的 ;此 时 大 角度 散射 是 
否 为 经 典 则 取决 于 场 在 小 距离 处 的 行为 . 

对 于 库仑 场 ,VU =a/r, 如 果 a >> 知 , 则 条 件 (127.9) 是 满足 的 . 这 个 条 件 正好 
和 库仑 场 作为 微 扰 的 条 件 相反 . 可 是 我 们 将 看 到 ,在 库仑 场 散射 中 ,量子 理论 所 
得 的 结果 总 是 和 经 典 结 果 相 一 致 的 . 


习 题 
1. 求 某 场 中 准 经 典 散 射 的 总 截面 ,该 场 在 足够 远 处 具有 UL = ar'(m >2) 的 


形式 . 
解 :由 于 起 主要 作用 的 是 1 大 的 5i, 所 以 我 们 用 (124.1) 式 计算 8,: 


@@ (127.5) 式 给 出 的 9 和 4p 的 关系 有 可 能 不 是 一 一 对 应 的 :可 以 有 不 止 一 个 p 值 对 应 于 同一 个 9 
值 . 在 这 种 情形 下 (9) 是 由 一 些 具 有 适当 4 值 的 (127.6) 式 求 和 得 到 .在 9(p) 的 极 值 处 ,导数 dp/d9 从 
而 还 有 经 典 微分 截面 dr/do 都 变 成 无 穷 大 ;接近 这 样 的 8 角 时 ,经 典 近似 当然 不 再 成 立 ( 见 题 2). 
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到 - 喷 厂 aaT( 二 
区 BR 人 r{l ) 


这 个 积分 的 计算 见 8 126 例题 5. 
把 (123.12) 中 的 求 和 改 成 积分 ,有 
= 得 厂 21sin?8,dl, 


然后 作 替 代 8, =u 并 对 4 进行 分 部 积分 ,以 上 积分 式 可 化 成 伯 玛 函数 . 结果 得 
i 
0 2nein [于 23]r( ss-z) 
和 2 n-l 1 


r(2] 
n=3 时 不 定式 展开 后 给 出 g =2m2a/ 加 . 
这 个 结果 的 适用 条 件 首先 是 ,6, ~1 时 有 1>>1; 由 此 给 出 不 等 式 
mak"™ /he >>1. 
另 一 个 条 件 是 要 求 U(r) 在 超过 距离 
六 二- (ma 可 
(1 是 从 5 ~1 得 到 的 ) 后 ,必须 具有 本 题 所 给 的 渐 近 形式 ,这 个 距离 在 积分 (1) 


中 起 着 主要 作用 . 如 果 场 的 渐 近 式 只 当 距离 r>> a 时 方 能 达到 (其 中 a 是 该 场 的 
特征 尺度 ) ,我 们 就 有 条 件 








ma/ (ka"™') >>1. 

上 式 给 出 了 所 能 允许 的 速度 的 上 限 . 这 种 情形 下 ,对 足够 高 的 速度 (may 
有 ka" ' <<1), 有 or~k (参考 §126, 题 5). 

2. 在 经 典 散射 角 0(p) (作为 碰撞 参量 p =1/k 的 函数 ) 的 一 个 极 值 附 近 , 求 
散射 的 角 分 布 . 

解 :0(1) 在 某 个 1=1, 处 具有 极 值 , 则 按 (127.3) 式 ,该 点 附近 的 8, 具有 如 下 
形式 : 

28,~28, + 0 + 可 al， 


其 中 0。=0(l,) ,1 =1-1; 在 这 里 我 们 仍 取 (127.3) 中 下 面 的 负 号 这 一 特殊 情 
形 .对 0(1) 函数 的 极 大 值 或 极 小 值 ,常数 a 分 别 为 负 或 正 . 对 散射 振幅 讲 来 ， 
(127.6) 改 成 


if(0)1 (i) exp{i( -e+ 了 ea” ) }a， 
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其 中 0'=0-0。. 用 (4b.3) 把 以 上 积分 式 化 成 艾 里 函数 ,最 后 得 下 列 散 射 截 面 中 ; 
人 mm) do 
ok a 

微分 截面 dg/d0' 随 进入 散射 的 经 典 允 许 区 (a <0 时 的 0'>0, 或 a>0 时 的 
9'<0) 的 距离 的 增 大 而 减 小 ;在 9 >0 点 的 另 一 侧 , 它 在 零 和 逐渐 衰减 的 一 个 振 





dc = 


幅 之 间 振荡 .在 bg'a-'s =1.02 处 ,do/d9' 具 有 极 大 值 ,该 处 的 中 * = 0.90. 
3. 求 小 角度 准 经 典 散 射 的 角 分 布 , 设 对 某 个 有 限 的 p=1,/k 值 ,经 典 偏转 和 角 
9 等于零. 


解 : 准 经 典 散 射 的 假定 在 这 里 意味 着 1， >>1 和 6,, <<1. 于 是 接近 于 , 的 1 
值 在 散射 中 是 重要 的 .对 于 小 的 1' =1 1, 我 们 有 


1 or 
G1~6, + FBI" 


然后 按 (127.3) ,1'=0 时 98=0. 将 上 式 代入 (127.1) ,把 Pi(cos 90) 写成 (49.6) 形 
式 , 对 1 的 求 和 又 改 成 对 4=0 点 附近 对 了 "的 积分 四: 


= (2i8,) | J,(10)exp(iBL') di’ 
= 访 exp(2i6, fu exp(ip : 


这 个 积分 是 由 1'~B “的 区 域 确定 的 ,对 于 9<<YB 的 角 ,我 们 可 把 J。(10) 
移出 积分 号 外 并 取 1=1 处 的 值 , 剩 下 的 积分 用 前 面 所 述 的 方法 计算 . 结果 得 检 
面 加 

玉 相 
do = pp (0) do. 
如 果 对 某 个 有 限 的 ( 非 零 )p 值 经 典 艇 射 角 趋 于 的话, 当 散 射 角 接 近 于 时 ， 
可 得 类 似 的 截面 结果 . 


$128 ”散射 振幅 的 解析 性 质 


把 散射 振幅 看 作 是 进行 散射 的 粒子 能 量 E 的 函数 并 把 E 形式 地 看 作 复 变 
量 , 可 以 确立 有 关 散 射 振幅 的 一 系列 重要 性 质 . 

我 们 来 考虑 一 个 粒子 在 场 Q(r) 中 的 运动 ,该 场 在 无 穷 远 处 足够 快 ( 快 的 程 
度 以 后 再 指出 ) 地 趋 于 零 .为 了 简化 讨论 , 先 假定 该 粒子 的 轨道 角 动 量 1 为 零 .我 
们 可 把 波 函 数 (1=0 和 为 任 一 给 定 值 的 苹 定 户 方 程 之 解 ) 的 渐 近 式 写成 


@@ 这 种 类 型 的 散射 在 成 虹 理论 中 出 现 , 因 此 被 称 为 虹 散 射 - 

回 ”严格 讲 来 ,振幅 中 应 包含 来 自 碰撞 参量 p 一 w 的 小 角度 散射 供 献 的 一 项 .但 此 项 与 所 列 出 的 那 项 
相 比 一 般 讲 来 是 很 小 的 . 

图 这 种 类 型 的 散射 出 现 于 某 种 气象 现象 的 理论 中 , 称 为 发 光 散 射 - 
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x=m =A(E)exp( -er) +B(E)exp (Yr), (128.1) 


并 把 已 看 作 复 变量 , 当 已 为 负 实数 时 ,把 V= 巨 定义 为 正 的 . 此 波 函 数 假定 已 按 
某 一 条 件 例如 ww(0) = 1 归 一 化 . 

在 左 实 轴 上 (已 <0) ,(128. 1) 中 第 一 项 和 第 二 项 的 指数 因子 都 是 实 的 ,r 一 
时 ,其 中 的 一 个 是 衰减 的 另 一 个 是 增长 的 . 根据 x 是 实 函数 的 条 件 , 可 知已 <0 
时 4A(E) 和 B(E) 都 是 实 函 数 ,由 此 还 能 得 出 这 样 的 结论 ,在 对 称 于 实 轴 的 任意 
两 点 上 ,这 两 个 函数 具有 复 共 罗 值 : 





A(E*)=A°(E), B(E*)=B°(E). (128.2) 
从 左 实 轴 通 过 上 半 平 面 转 到 右 实 轴 , 即 得 E>0 时 的 波 函 数 渐 近 式 : 
TAR +B(E)e ™, Hemb. (128.3) 


所 
如 果 是 通过 下 半 平 面 转 到 右 实 轴 , 我 们 就 得 
X=A"(E)e ™ +B"'(E)e™. 
由 于 X 应 该 是 的 单 值 函数 ,这 就 表明 
E>0 时 ,A(E) =B (E). (128.4) 
这 个 关系 式 也 可 根据 已 >0 时 X 函数 为 实 量 直接 得 出 . 但 由 于 (128. 1) 中 根 号 
VY-E 不 是 单 值 的 ,系数 4(E) 和 B(E) 本 身 也 不 是 单 值 的 .为 了 消除 这 种 非 单 值 
性 , 复 平面 上 要 切 去 右 实 轴 . 这 条 制 线 使 得 V- 巨 是 单 值 的 从 而 保证 了 4( 互 ) 和 
B(E) 函数 的 单 值 性 . 并 且 这 两 个 函数 在 割 线 的 上 下 沿 具有 复 共 思 值 [ (128.3) 
式 中 的 A(E) 和 B(E) 取 割 线 上 沿 的 值 ]. 
具有 上 述 割 线 的 复 平面 ,我 们 称 它 为 黎 曼 面 的 物理 叶 . 根据 我 们 的 定义 ,在 
整个 物理 叶 上 有 
Re V-E>0, (128.5) 
特别 是 在 割 线 的 上 沿 , V =- 互 应 该 定义 成 为 -VEO. 
(128.3) 中 的 两 个 因子 e" 和 e “, 从 而 还 有 X 中 的 两 项 ,都 是 数量 级 相同 的 
量 ,因此 形 如 (128. 3) 的 渐 近 式 总 是 合理 的 . 在 整个 物理 叶 上 , 当 rr 一 % 时 ， 
(128.1) 式 中 的 第 一 项 指数 衰减 而 第 二 项 指数 增长 [由 于 (128.5)]. 因此 
(128.1) 式 中 的 两 项 具有 不 同 的 数量 级 ,从 而 这 个 表 式 作为 波 函 数 的 渐 近 式 不 
一 定 是 合理 的 :其 中 的 小 项 与 大 项 相差 过 于 悬殊 . 为 了 使 (128. 1) 式 成 为 合理 


人 @ 本 节 中 我 们 考虑 物理 叶 上 散射 振幅 的 性 质 .但 在 以 后 ,我 们 有 时 需要 考虑 ( 见 $ 134) 黎 曼 面 的 另 
一 个 “ 非 物 理 " 叶 . 在 这 个 叶 上 有 
Re VE <O. (128.5a) 
从 右 半 轴 向 下 直接 穿 过 割 线 即 可 到 达 这 个 非 物理 叶 . 
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的 ,小 项 和 大 项 之 比 必须 不 小 于 势能 的 相对 数量 级 U/E ,这 正 是 莅 定 户 方 程 转 入 
渐 近 区 时 被 略 去 之 项 . 换 句 话说 , 场 U(7) 必 须 满足 以 下 条 件 : 
r=%m 时 U(r) 的 衰减 快 于 


exp( -2 Vampe v=E). (128.6) 
如 果 这 个 条 件 对 任意 的 Re V =- 巨 >0 得 到 满足 即 如 果 U(r) 比 下 式 减 少 还 快 : 
er (128.6a) 


式 中 * 为 任意 正 的 常数 ,那么 形 如 (128.1) 的 渐 近 式 就 对 整个 物理 叶 成 立 . 作为 
常 系数 方程 的 解 , 它 没有 已 的 奇 点 . 这 意味 着 函数 4( 已) 和 B(E) 在 整个 物理 叶 
上 是 正则 的 .只 有 已 =0 这 一 点 除外 ,这 一 点 作为 割 线 的 起 始点 ,是 这 些 函数 的 
分 支点 . 

粒子 在 场 U(r) 中 的 束缚 态 ,对 应 于 r 一 w 时 趋 于 零 的 波 函 数 . 这 一 点 意味 着 
(128.1) 式 中 的 第 二 项 不 应 出 现 , 也 就 是 说 ,离散 能 级 对 应 于 B(E) 函数 的 各 个 
零点 . 由 于 薛 定 廖 方程 只 有 实 的 本 征 值 ,B( 巨 ) 在 物理 叶 上 的 所 有 零点 都 是 实数 
(并 且 分 布 在 左 实 轴 上 ). 

如 >0 时 的 4A(E) 和 B(E) 函数 直 接 与 场 U(r) 中 的 散射 振幅 有 关 , 现 说 明 如 
下 . 按 (33.20) 式 写成 的 x 渐 近 式 为 


= 常数 [etal -eduem] ， (128.7) 
比较 (128.3) 式 和 (128.7) 式 即 可 看 出 
en (128.8) 
而 根据 (123. 15 ) 式 , 角 动量 !=0 的 散射 振幅 为 
本人- 
f= DEF+!), (128.9) 


式 中 的 4 和 B 取 制 线 上 沿 的 值 . 

现在 把 散射 振幅 看 作 是 整个 物理 叶 上 的 E 的 函数 ,我 们 就 可 以 看 出 ,离散 
能 级 就 是 这 个 函数 的 单 极点 . 如 果 场 U(r) 满足 条 件 (128.6) ,根据 以 上 的 讨论 ， 
散射 振幅 不 再 存在 其 它 的 奇 点 D. 

我 们 来 计算 某 一 离散 能 级 =E。<0 极点 处 的 散射 振幅 的 留 数 . 为 此 目的 ， 
我 们 先 写 出 x 函数 及 其 对 能 量 的 导数 所 满足 的 方程 : 


nm pp XW) 2m -六 生 -2 葬 
+ 党 (5-Ux=0，( 埃 ) ME DE 


外 =0 点 除外 , 它 是 以 前 特别 提 到 的 A(E) 和 8(E) 函数 的 奇 点 .但 当 E-0 时 散射 振幅 仍 能 保持 
有 限 值 ( 见 §132). 
为 简短 计 , 以 后 不 再 每 次 声明 此 事 . 
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第 一 式 乘 以 xy/aE ,第 二 式 乘 以 kx, 然后 两 式 相 减 并 对 r 积分 得 : 


MR) -2m 
Re es ar (128. 10) 


把 上 式 应 用 于 EE=E。 和 rw. 式 右 的 积分 当 r 一 % 时 等 于 1( 如 果 束 缚 态 波 函 数 
是 按 通 常 条 件 [edr=l 归 一 化 的 ). 式 左 的 xX 用 (128.1) 式 代入 ,并 且 考 虑 到 
刁 = 有 点 附近 有 : 

A(E)~=A(E,)=4,, B(E) (E+1El) sem BE + El), 


结果 就 得 
1 m 

B= -ZRIIET 
根据 以 上 这 些 表 式 可 以 知道 ,在 E=E。 点 附近 散射 振幅 的 首 项 (1=0 的 振幅 ) 具 
有 如 下 形式 : 

[ss | 

f= FriET 
由 此 可 见 ,离散 能 级 处 散射 振幅 的 留 数 取决 于 相应 的 归 一 化 定 态 波 函 数 渐 近 表 
式 中 的 4, 系数 : 





(128.11) 


x=4oexp ( -er (128.12) 


现在 回 到 散射 振幅 解析 性 质 的 研究 ,考虑 不 满足 条 件 (128. 6a) 的 情形 . 在 
这 样 的 场 中 ,只 有 (128.1) 式 中 的 增长 项 才 是 整个 物理 叶 上 薛 定 刘 方程 之 解 的 
渐 近 式 的 正确 部 分 . 从 而 和 以 前 一 样 ,我 们 可 以 肯定 B(E) 函数 没有 奇 点 . 

这 种 条 件 下 的 函数 A(E) 只 能 作为 右 实 轴 上 xX 渐 近 式 中 的 系数 (x 中 的 两 项 
在 该 处 都 是 合理 的 ) 的 解析 延 拓 才 能 在 复 平面 上 确定 . 但 是 这 样 的 延 拓 现在 会 
给 出 不 同 的 结果 ,要 看 这 种 延 拓 是 从 割 线 的 上 沿 还 是 从 下 沿 开始 的 .为 了 得 到 一 
个 单 值 函 数 ,我 们 规定 ,上 半 平 面 和 下 半 平 面 中 的 4A(E) 是 分 别 从 右 实 轴 的 上 沿 
和 下 沿 开始 的 解析 延 拓 , 割 线 则 要 一 般 地 延 及 整个 实 轴 . 这 样 定义 的 函数 仍 和 以 
前 一 样 ,具有 4(E* ) =4"(E) 的 性 质 ,但 一 般 讲 来 ,无 论 在 实 轴 的 右 半 部 和 左 半 
部 它 都 不 是 实 量 . 从 原则 上 讲 , 它 也 能 具有 奇 点 . 

然而 在 这 样 的 条 件 下 要 把 函数 4(E) 定 义 在 复 平面 上 ,只 能 通过 把 右边 实 
轴 上 作为 渐进 表 式 X 的 系数 那个 函数 做 解析 延 拓 来 得 到 . 但 是 一 般 讲 来 ,这 种 延 
拓 从 割 线 的 上 边 开始 还 是 从 下 边 开始 ,所 得 的 结果 是 不 一 样 的 - 

为 了 达到 单 值 性 的 目的 ,我 们 约定 :上 半 平 面 的 4(E) 是 由 右 半 轴 的 上 边 延 
拓 而 成 的 ,而 下 半 平 面 的 A(E) 是 由 右 半 轴 的 下 边 延 拓 而 成 的 . 这 时 ,一 般 讲 来 ， 
割 线 应 该 成 为 整个 实 轴 的 延 拓 . 这 样 得 到 的 函数 仍然 具有 4(E* ) =4"(E) 的 性 
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质 ,但 一 般 讲 来 , 实 轴 的 左边 和 右边 都 不 是 实 的 ,原则 上 轴 上 也 可 能 有 极点 . 
我 们 来 证 明 ,函数 4A(E) 在 物理 叶 之 中 没有 极点 这 件 事 还 是 有 一 个 判 据 , 虽 
然 它 不 满足 条 件 (128. 6a) . 
为 此 ,让 我 们 考察 在 给 定 E 值 ( 复 值 ) 下 作为 复 r 的 函数 的 x. 这 时 将 x 限制 
在 上 半 平 面 即 可 ,因为 上 下 两 个 半 平 面 中 的 4A(E) 是 互 为 复 苍 的 . 对 于 能 使 
Er 成 为 实 正 数 的 那些 r 值 来 说 , 波 函 数 (128.1) 中 两 项 的 数量 级 是 一 样 的 . 这 
就 是 说 ,我 们 回 到 了 原来 >0,7 为 实数 的 那 种 情况 , 那 时 渐进 表 式 x 中 的 两 项 
对 于 任意 在 无 穷 远 趋 于 零 的 场 U(r) 来 说 都 是 合理 的 . 因此 可 以 肯定 ,对 于 那些 
E 值 ,4A(E) 不 可 能 有 奇 点 ,这 些 E 值 就 是 , 当 7 沿 着 Er >0 的 射线 趋 于 无 穷 大 时 
能 使 U(r) 一 0 的 . 当 E 取 遍 上 半 平 面 的 所 有 的 值 时 ,条 件 Er >0 选 出 的 是 的 
复 平面 的 右 下 象限 . 于 是 我 们 得 到 结论 D( 朗 道 ,1961) : 
在 右 半 平 面 上 rw 时， U(r) 满 足 条 件 U(r) 一 0 (128. 13) 
条 件 (128.6a) 和 (128.13) 包 括 了 类 型 很 广 的 一 些 场 . 以 致 可 以 这 样 说 , 散 
射 振幅 通常 在 两 个 半 平 面 内 都 没有 奇 点 . 在 左 实 轴 上 (如 无 割 线 它 是 物理 叶 的 
一 部 分 ) ,散射 振幅 具有 对 应 于 束缚 态 能 量 的 奇 点 ; 当 有 制 线 存在 时 ,还 可 能 具 
有 其 它 的 奇 点 . 
特别 是 , 它 发 生 于 下 列 形式 的 场 中 : 
U= 常 数 xr"e-”， (128.14) 
n 为 任意 . 在 左 半 轴 的 0 < -已 < 让 /(8maz) 间 隔 内 ,条 件 (128.6) 成 立 , 因 此 在 这 
一 段 上 不 需要 有 制 线 ; 散 射 振幅 只 能 具有 对 应 于 束缚 态 的 极点 . 在 左 半 轴 的 其 余 
部 分 ,就 可 能 有 多 余 极 点 和 其 它 奇 点 (S.T. Ma,1946). 这 些 奇 点 的 出 现 与 下 列 事 
实 有 关 , 当 r 沿 Br >0 的 曲线 趋向 无 穷 大 时 ,E 值 一 旦 运动 到 左 半 轴 的 下 面 (在 
r 复 平面 上 ,也 就 是 上 述 曲线 落 到 虚 轴 的 左边 ) ,(128. 14) 式 的 函数 不 再 趋 于 零 . 
其 次 ,我 们 来 研究 1E1 一 % 时 散射 振幅 的 解析 性 质 . 当 E 沿 实 轴 趋 向 无 穷 大 
时 , 玻 恩 近似 成 立 ,散射 振幅 趋 于 零 . 按照 前 面 的 讨论 ,这 种 情况 也 发 生 在 如 果 
的 复 值 满足 Er* >0, 而 已 值 沿 复 平 面 中 任 一 直线 (arg E = 常数 ) 趋 于 无 穷 大 时 . 


当 r 沿 argr= -rg E 的 直线 趋向 无 穷 大 时 ,如 果 有 [一 "0 ,并 且 U(7) 在 该 直线 


上 没有 奇 点 , 则 玻 恩 近似 的 成 立 条 件 得 到 满足 ,散射 振幅 仍 趋 于 零 . 当 argE 取 0 
到 的 所 有 各 值 时 ,argr 取 0 到 -w/2 的 各 个 值 . 

由 此 得 出 结论 ,如 果 U(r) 在 7 的 右 半 面 内 不 存在 奇 点 并 在 无 穷 远 处 趋 于 
零 , 则 散射 振幅 在 E 平 面 各 个 方向 的 无 穷 远 处 都 趋 于 零 . 


@ 由 于 U(r) 是 实 函数 ,在 实 轴 上 有 等 式 U(r" ) =U" (7) 成 立 , 因 此 (128.13) 在 右 下 半 平 面 成 立 自 
动 地 意味 着 此 条 件 在 整个 右 半 平 面 成 立 - 
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以 上 所 讲 的 虽然 都 是 针对 角 动 量 1=0 的 散射 ,但 在 实际 上 以 上 所 讲 的 一 切 
结论 对 角 动 量 不 等 于 零 的 任 一 分 波 振幅 都 是 成 立 的 . 推导 中 的 唯一 区 别 是 ,x 渐 
近 式 中 的 e“ “因子 现在 要 改 成 自由 运动 (33. 16) 式 的 精确 径 向 波 函数 〇 . 

1 关 0 时 ,(128.9) 和 (128.11 ) 式 要 作 某 些 改变 . (128.7) 式 现在 改 成 


=rR = 常数 x{exp [if 如- 至 +5 ] -exp[ -ix- 至 +a) ] }， 





(128.15) 
对 分 波 振 幅 /. 可 得 [ 按 (123.15) 式 定义 ] 
有 
ep 3*1]: (128. 16) 
在 角 动 量 为 1 的 E=E 能 级 附近 ,散射 振幅 中 的 首 项 由 下 式 给 出 : 
al r1 RP Co ET Se Bri + P(eos 0)， 


(128.17) 
用 以 代替 (128.11) 式 . 
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上 节 中 我 们 研究 了 具有 给 定 ! 值 的 分 波 散 射 振幅 的 解析 性 质 ,我们 看 到 ,这 
些 性 质 由 于 有 可 能 出 现 * 多 余 " 奇 点 以 及 无 穷 远 处 的 非 正则 性 而 被 复杂 化 了 . 总 
振幅 作为 具有 给 定 散 射 角 值 的 能 量 的 函数 ,显然 具有 类 似 的 性 质 . 可 是 , 零 角度 
的 散射 振幅 构成 一 个 例外 ,我 们 现在 要 指出 , 它 的 解析 性 质 是 比较 简单 的 . 

写 出 进行 散射 的 粒子 波 函 数 的 薛 定 谓 方 程 : 


ny, (129.1) 


我 们 把 它 形式 地 看 作 右边 不 等 于 零 的 一 个 波动 方程 , 亦 即 看 作 电 动力 学 中 熟知 
的 推迟 势 方程 . 

这 个 方程 的 描述 在 远离 中 心 的 Re 处 沿 k' 方 向 “辐射 "的 解 ,具有 以 下 形式 
( 见 《 场 论 ) 8$66) : 


Vy +hky = 





Ye rm 
Vy = 可 ye pe (129.2) 


这 个 表 式 在 目前 情形 下 代表 散射 粒子 的 波 函 数 ,e**/R。 的 系数 给 出 散射 振幅 
/A(9,E). 特 别 是 ,如 令 k'=k(k 是 入 射 粒子 的 波 矢量 ) , 即 得 零 角 度 散射 振幅 : 








外 这 些 函数 的 极限 表 式 (33.17) 只 当 E>0 时 才能 应 用 ;在 EE 平面 的 其 余部 分 x 函数 中 的 两 项 具 
有 不 同 的 数量 级 ,引用 这 种 极限 表 式 后 ,对 X 函数 所 引起 的 误差 一 般 要 大 于 莅 定 请 方程 中 略 去 U 所 引起 
的 误差 . 
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m -和 
f(0,E) = -zm we dy (129.3) 


(已 取 z 轴 沿 k 方 向 ). 这 个 表 式 当然 只 有 形式 上 的 意义 ,因为 被 积 函数 中 仍 含有 
未 知 波 函 数 . 但 对 作为 能 量 E 的 函数 的 f(0,E) 这 个 量 讲 来 ,可 从 上 式 引出 有 关 
它 的 解析 性 质 的 一 些 结论 @. 

被 积 函 数 中 的 函数 少 当 r 很 大 时 由 入射 波 和 出 射 波 两 部 分 所 组 成 . 后 者 与 
e™ 成 正比 ,因此 所 对 应 的 那 部 分 被 积 函数 内 含有 ex ”因子 . 另 一 方面 , 复 平面 
(从 右 实 轴 割 线 的 上 沿 出 发 ) 上 这 被 - V -2mE/ii 所 代替 ,并 在 物理 叶 上 到 处 
有 Re V =- 巨 >0. 由 于 r>z,Re[ 这 (r-z)] <0, 这 个 积分 对 任意 的 复 E 值 收敛 . 
至 于 中 与 e* 成 正比 的 入射 波 部 分 , 它 的 指数 因子 在 积分 中 被 消去 ,因而 这 一 
部 分 也 是 收敛 的 . 

积分 (139.3) 中 的 函数 y 作 为 苹 定 油 方程 之 解 对 所 有 的 复 E 值 都 是 唯一 地 
定义 了 的 , 它 除了 平面 波 外 只 含有 一 *o 时 衰减 的 那 一 部 分 . 因此 整个 收敛 积分 
(129.2) 也 是 唯一 地 确定 了 的 ,所 以 它 的 奇 点 只 能 通过 yw 变 成 无 穷 大 才能 产生 . 
这 种 情况 发 生 在 离散 能 级 处 @. 

很 易 证 实 , 当 1E1 一 w 时 ,f(0,E) 保 持 有 限 . 当 1BE1 很 大 时 ,(129.1) 式 的 薛 定 
读 方 程 中 可 以 略 去 含有 U 之 项 ,从 而 使 中 只 剩 下 平面 波 ~ ew; 结果 使 
(129.2) 式 变 成 


pa [| 


这 和 零 角 度 散射 的 (9 =0 的 ) 玻 恩 振幅 (126.4) 相 一 致 ,我 们 把 它 记 作 太 (0). 

由 此 得 出 结论 , 零 角 度 的 散射 振幅 在 整个 物理 叶 ( 包 括 无 穷 远 处 ) 上 是 正则 
的 ,只 有 左 实 轴 上 离散 能 级 处 的 极点 是 例外 四. 

现在 来 研究 积分 式 


f(0,%)=- 





1 f f(0,E') -fp 


2mij。 EE-E ， (12954) 


外 ”当然 已 经 假定 , 当 r 一 % 时 , 场 U(r) 衰 碱 得 足够 快 ,使 得 /(0,E) 是 存在 的 ( 当 E>0 时 ), 见 
§ 124. 

加 为 避免 误解 ,我们 必须 强调 指出 ,这 里 所 讨论 的 少 是 指 系统 的 总 波 函数 , 它 的 归 一 化 条 件 就 是 渐 
近 表 式 中 平面 波 前 的 系数 等 于 1[ 见 (123.3) 式 ]. 上 节 中 我 们 研究 的 是 这 个 波 函 数 的 yi 部 分 ,Wi 具有 确 
定 的 角 动 量 值 :并 且 假定 已 按 某 种 任意 方式 归 一 化 . 如 果 把 总 波 函数 按 函 数组 y 展开 , 则 在 展 式 中 yw, 前 
含有 一 个 正比 于 1/B, 的 系数 ;以 1=0 的 (128.3) 式 函数 为 例 , 它 在 由 的 展 式 中 旦 以 下 形式 : 


常数 x 二 x 二 [(4 +B)ew™ -2iBsin kr], 


因此 在 函数 B,(EE) 的 零点 处 ,也 就 是 在 离散 能 级 处 ,y 变 成 无 穷 大 . 
图 以 上 的 证 法 属于 A. Bamnees(1958). 
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所 选 的 积分 路 线 见 图 46 , 它 由 一 个 无 穷 远 处 的 圆 和 绕 右 半 轴 制 线 的 曲线 所 组 
成 . 沿 圆 弧 的 积分 等 于 零 , 因 为 /(0,% ) -f=0. 
沿 割 线 两 沿 积分 后 给 出 


证 Im 0.E) sp,, © 


Tr E' 
上 式 中 已 经 采用 了 $ 128 中 对 物理 振幅 所 作 的 
定义 ,对 正 实 值 的 已 ,这 个 物理 振幅 是 由 制 线 的 
上 沿 给 出 的 , 割 线 的 下 沿 则 给 出 复 共 配 值 . 
另 一 方面 ,根据 柯 西 定理 ,积分 式 (129.4) 


应 等 于 /(0,E) -有 再 加 上 被 积 丁 数 /9 在 














各 极点 E' = 已 处 的 留 数 R,, 其 中 的 已 就 是 各 图 46 
个 离散 能 级 的 能 量 ,这 些 留 数 可 以 用 (128. 17) 式 确定 并 等 于 
d, 让 42。 
RE dt) (129.5) 
是 能 量 为 已 , 的 状态 的 角 动 量 . 因此 得 
ad 
f(0,E) =f + 三 A Jag'+ 5 BE- (129.6) 
此 式 称 为 色散 关系 , 它 用 E>0 的 F(0， 
EE) 的 虚 部 值 确定 物理 叶 上 任 一 点 的 © 


f(0,E) 值 (D. YY. Wong,1957;N. Khuri，, ee 
1957). 

当 E 点 趋 于 割 线 的 上 沿 时 ， il 
(129.6) 式 中 沿 实 轴 的 积分 应 从 下 面 绕 过 E=E' 极 点 ,如 果 作 一 个 无 限 小 的 半圆 
绕 过 这 一 点 (图 47) ,(129.6) 式 右边 积分 的 相应 部 分 给 出 im /(0,E) , 剩 下 从 0 
到 的 积分 必须 取 作 主 值 . 和 


Ref(0,E) =f,+ +P[ 和 二 ) gE'+ 3 7 JIN Gopzo7j 


E>0 a 2 可 以 提 及 的 是 , 根 
据 (125.9) 式 ,后 者 直接 和 总 散射 截面 相 联系 . 


$130 动量 表象 中 的 散射 振幅 


散射 振幅 的 概念 中 只 含有 散射 粒子 的 初 末 态 动量 的 方向 . 因此 自然 地 也 能 
在 动量 表象 中 表述 散射 问题 ,在 此 表象 中 并 不 存在 过 程 的 空间 分 布 问题 . 下 面 我 
们 来 看 怎样 做 到 这 一 点 . 
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首先 ,我 们 取 原 来 的 本 定 读 方 程 


-在 wow) +[U(r) -Ely(r) =0, (130.1) 
把 坐标 波 函 数 变 到 动量 表象 , 亦 即 变 成 它 的 傅 里 叶 分 量 
a(g) = | wm)e dy， (130.2) 
反之 有 
ylr) ess KACO (130.3) 


(130.1) 式 乘 以 em" 并 对 dy 积分 .第 一 项 作 两 次 分 部 积分 后 给 出 
CDdy= J wr) vie ar= -ga(g). 
第 二 项 中 悄 (r) 用 (130.3) 代 入 ,我 们 得 
和 
[uy eay = fue rag) er av = 
Cm) 





= [VU(q -a)a(q") 
式 中 的 U(g) 是 场 U(r) 的 传 里 叶 分 量 D: 
U(g) = [vne ar， 
因此 莅 定 刻 方 程 在 动量 表象 中 变 成 
(名 -E)a(0) + fv(g-a)alg) 
注意 这 是 一 个 积分 方程 ,不 是 微分 方程. 
描述 动量 为 让 的 粒子 散射 的 波 函 数 具有 以 下 形式 : 
Wilr) =e "+Xe(r) ， (130.5) 


式 中 的 xx(r) 函数 , 它 的 渐 近 式 (r 一 时) 是 一 个 射出 球面 波 .上 式 的 侍 里 叶 分 
量 为 


=0， (130.4) 





dg 
(27 


ax(qg) =(27)°6(g —k) +xi(q) (130.6) 
此 式 代入 (130.4) ,得 Xi(4) 函 数 的 以 下 方程 @: 
EP-F Mg) U9-h) + Ug -a Mg) 3 (130.7) 


用 下 式 定义 的 未 知 函数 代替 XX.(4) ,对 上 式 进行 变换 : 


@ 为 方便 计 ,我 们 把 4 写成 为 传 里 叶 分 量 的 宗 量 , 不 作 下 标 处 理 . 
加 根据 5 函数 的 性 质 ,乘积 (4 -已 )5(4 -如 乘 任 一 函数 的 g) (在 9 = 大 处 无 奇 点 ) 后 对 中 9 积分 等 
于 零 . 在 这 个 意义 下 ,可 令 (从 - 尼 )5(4 -k) =0. 
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2m F(k,q) 


(9) = (130. 8) 
Rg -ke-iO 
这 就 消去 了 (130.7) 式 系数 中 9 = 所 处 的 奇 点 ,该 式 变 成 
= Ug_k) -2m /UV(g-g)PF(k,g') dg’ 
F(k,g) = -U(g-k) | G0 Cn (130.9) 


其 中 的 代表 8 一 +0 时 这 的 极 值 , 它 包 括 在 定义 (130.8) 中 ,目的 是 使 

(130.9) 式 的 积分 具有 给 定 的 意义 ,因为 它 确立 了 绕 过 9 = 已 点 的 方式 (参考 

§43). 我 们 来 证 明 , 这 样 的 积分 方式 相当 于 使 以 下 函数 具有 所 需要 的 渐 近 
形式 : 

xi(r) a (130. 10) 

为 此 ,我 们 令 dg =g dqdo。 并 先 对 do, 积分 , 即 对 矢量 g 相对 于 7 的 各 个 方 

向 积分 , 这 类 积分 早已 在 (125.2) 第 一 项 的 变换 中 做 过 ;在 r 大 的 区 域内 ,结果 是 








_ _2m2mi f° F(k,gn’)e™ FP(k, -gn’)e-” gdg 
WN 就 三 吧 三 坝 Qn) 
其 中 n' =r/r, 或 者 
___im f"” F(k,gn’)e"gdg 
= 号 


被 积 函数 在 9g=k+i0 和 9g= -kk-i0 处 具有 极点 ;9 复 平面 上 的 积分 路 线 分 
别 从 下 面 和 从 上 面 绕 过 这 两 点 . (图 48a). 这 条 积分 路 线 可 以 稍为 移动 到 上 半 平 
面 内 ,用 一 条 平行 于 实 轴 的 直线 和 一 个 绕 9 = 上 极点 的 封闭 圈 来 代替 (图 48b) . 





(a) (b) 


沿 直线 的 积分 当 一 *o 时 趋 于 零 ( 因 为 被 积 函数 中 含有 e-”“ 因 子 ) , 沿 封闭 圈 的 
积分 等 于 被 积 函数 在 极点 9 = 上 处 的 留 数 乘 以 2mi. 最 后 结果 为 


i 
mW © 由 
py Ekan,kn 人 (130.11) 


式 中 壮 为 下方 向 的 单位 矢量 .我 们 已 经 导出 了 所 需 的 波 函 数 渐 近 式 ,而 散射 振幅 
为 





Mu(r) = 


fnsn’) =—sF (kn, kn'). (130. 12) 
2 
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可 见 散射 振幅 由 满 定 积分 方程 (130.9) 的 F(k,q) 函数 在 g=k 点 的 值 所 决定 . 

当 微 扰 论 能 用 时 ,(130. 9) 式 很 易 用 笃 代 法 求解 . 一 级 近似 中 略 去 积分 项 ， 
我 们 有 F(k,4) = -U(g -k). 下 一 级 近似 中 我 们 把 它 代 入 积分 项 内 , (130.12) . 
式 的 散射 振幅 就 变 成 ( 稍 改 记号 ) 


人 -RR 2m 
Tm zm {0 +/ 





U(k’ —k") UCR" -Kk) dk” 

有 尼 - +i0 i 

(130. 13) 

其 中 =kn,k'=kn'. 第 一 项 与 一 级 近似 (126.4) 相 同 ;第 二 项 表明 二 级 近似 对 
散射 振幅 的 贡献 0. 

从 (130.13) 可 得 $126 中 提 到 的 一 个 结论 :即使 在 二 级 近似 中 ,散射 振幅 也 
已 失去 (126.8) 式 的 对 称 性 . 初 看 起 来 ,(130. 13) 的 积分 项 对 初 末 态 的 对 调 似 乎 
也 是 对 称 的 . 实际 不 然 ,因为 取 复 共 堪 表 式 后 ,积分 路 线 及 其 绕 过 极点 的 方式 已 
被 改变 . 
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如 果 势 能 与 让 /maz(a 和 通常 一 样 是 势 场 的 作用 距离 ) 相 比 并 不 小 ,就 有 可 
能 发 生 一 种 情况 ,此 时 散射 粒子 的 能 量 很 大 ,使 得 





- 
上 Eee- 和 io) (131.1) 
ma 
但 还 满足 条 件 
Or (131.2) 
ma a 
当然 ,我们 假定 了 
ka >>1. (131.3) 
在 这 种 情形 下 , 虽 是 快 粒子 散射 ,但 玻 恩 近似 不 适用 :条 件 (126.1) 和 (126.2) 都 
不 满足 . 
考察 这 种 情形 ,我 们 可 用 (45.9) 的 波 函 数 表 式 : 
4=ewP(rm)，F(r) =exp[ -二 va:). (131.4) 


应 用 此 式 时 ,能 量 只 需 满足 条 件 101 << E. $45 中 曾经 指出 ,上 式 只 对 z << ka? 
成 立 , 所 以 它 不 能 立即 延伸 到 渐 近 式 (123.3) 得 以 成 立 的 距离 处 . 可 是 我 们 并 不 
需要 这 样 做 ;计算 散射 振幅 时 ,知道 a。<<z << ka? 区 间 内 的 波 函 数 已 经 足够 ,此 
时 FR(r) 指 数 中 的 积分 可 以 延伸 到 无 穷 远 : 


@@ 这 个 结果 不 用 动量 表象 当然 也 很 易 得 到 . 二 级 近似 与 一 级 近似 式 的 差别 在 于 把 (130. 13 ) 中 大 括 
号 内 的 表 式 改 成 U(k -kk) ,这 可 从 (43.1) 和 (43.6) 式 的 比较 中 明显 看 出 - 
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y=e*S(p), (131.5) 
其 中 的 记号 
S(p) =e"", 8(p) = -| Vd:, (131.6) 
"i 
Pp 是 xy 平面 内 的 径 矢 . 
快 粒子 散射 主要 发 生 在 小 角度 ,这 是 我 们 现在 要 考虑 的 . 由 于 动量 的 改变 
jg 比较 小 (gq <<k) ,矢量 4 可 以 看 成 垂直 于 人 射 粒子 的 波 矢 大 ,也 就 是 位 于 xy 平 
面 内 .散射 波 可 从 (131.5) 减 去 人 射 波 e*(z= -om 的 (131.4) 式 ) 后 得 到 . 波 矢 
为 k'=k+g 的 散射 振幅 和 散射 波 的 相应 伟 里 叶 分 量 成 正比 D: 


f~ {[S(p) -1]e ”dp 


(dp = dxdy). 这 个 表 式 中 的 比例 系数 可 通过 与 玻 恩 近似 极限 情形 的 比较 而 导出 
( 见 下 面 ). 

这 个 计算 也 可 用 一 个 不 同 的 方法 来 进行 , 它 能 直接 导出 一 个 完全 确定 的 表 
式 .为 此 我 们 采用 (129.2) 并 把 (131.4) 的 少 代入 .由 于 按 (45.8) 有 


yp 
所 9z 


得 散射 振幅 (e*“/R。 的 系数 ) 
k roF 
fo 


e “rdxdydz = 
=- 各 Jrc==) -ECz= aoJeceodsdyi 
把 下 的 表 式 代入 ,最 后 得 @ 
= [S(p) -1]e-*edip. (131.7) 


如 果 能 量 很 高 ,以 致 5 ~ 1Ula/jiv <<1, 玻 恩 近 似 成 立 :展开 5 -1=2i5, 由 
(131.7) 得 


m i 
2 -到 {ye-wedipdz, 
2 zm pe 
与 (126.4) 式 一 致 . 
GD 求 散 射 振幅 的 这 种 方法 类 似 于 讨论 夫 琅 用 费 衍射 (《 场 论 》 ,$ 61) 时 所 用 的 方法 . 衍射 效应 使 得 


(131.4) 对 :> ta? 不 适用 . 
加 ”两 维 情形 下 ,U(x,z) 场 中 的 散射 振幅 由 以 下 类 似 的 公式 确定 : 


和 本 
= 二 /六 Js -ue dx. 《131.7a) 


Wi?d9 是 沿 y 轴 单位 长 度 内 的 散射 截面 ,9 为 zz 平面 内 的 散射 角 ; 尚 可 参考 $ 126 题 6. 
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应 用 光学 定理 (125.9) ,我 们 可 以 (131.7) 导 出 散射 总 截面 . 零 角度 的 散射 
振幅 就 是 4 =0 的 / 值 . 因此 得 


o= Ja2gedl -S)dzp = Jsima(o)drp、 (131.8) 


被 积 函 数 可 看 作 碰 撞 参量 在 dp 范围 内 的 粒子 散射 截面 0. 

(131.7) 式 并 没有 预先 假定 势 场 是 有 心力 场 .对 有 心力 场 讲 来 ,值得 看 一 下 
怎样 从 精确 的 一 般 公式 (123. 11) 直 接 导出 此 式 . 

根据 条 件 (131.1) 一 (131.3) ,散射 中 起 主要 作用 的 是 角 动 量 ! 大 的 分 波 振 
幅 . 因此 波 函 数 满足 准 经 典 条 件 ,我 们 可 用 (124. 1) 式 的 8. 令 该 式 中 的 
ro 之 Lk,r? =z* +P/k ,我 们 得 

Co = - 太 UVEAP7R)dz 
Blu VE jj 

这 与 (131.6) 中 p= 时 的 8(p) 值 一 致 @. 其 次 ,小 角度 (9 <<1) 时 1 大 的 勒 让 
德 多 项 式 可 取 (49.6) 的 形式 : 


PCo00 0) 1 COL} = 去 三 e-em dg. 
上 式 代入 (123.11) 并 把 求 和 (对 大 的 /) 改 成 积分 ,我 们 得 
f= [| fe wrapldl = [forrdp, (131.9) 


式 中 g 和 p 为 两 维和 撩 量 ,其 大 小 为 g=k0,p =1k. 最 后 ,把 (123.15) 的 f[ 式 中 
6,=6(1k) ] 代 入 ,就 回 到 (131.7) 式 . 

对 于 有 心力 场 中 的 散射 ,(131.7) 式 对 xy 面 内 的 极 角 wp(dzp =pdpdp) 积分 
后 , 变 成 


f= -ik [ lexp[2i8(p) ] -1}J,(gp)pdp, (131.10) 


$ 126 中 已 指出 , 玻 恩 近似 不 能 适用 于 大 角度 的 快速 粒子 散射 ,如 果 截 面 是 
一 个 指数 式 小 量 的 话 . 这 里 给 出 的 方法 在 这 种 条 件 下 也 不 能 适用 . 这 样 的 情形 实 
际 上 是 准 经 典 的 , 微 扰 论 不 能 应 用 . 


四 $152 中 ,将 给 出 被 多 粒子 系统 所 散射 的 情形 下 (131.7) 和 (131.8) 式 的 推广 . 
四 准 经 典 函数 2N5(P) 是 粒子 作 经 典 轨道 运动 时 由 场 U 所 引起 的 作用 量 的 改变 量 . 对 快速 粒子 , 轨 
道 可 取 直 线 , 从 而 28(p) 等 于 下 面 两 个 经 典 作用 量 积分 之 差 


/VF 于 -三 w-- 间 


了 散射 理论 中 的 这 种 近似 因而 党 
称 作 程 函 近似 . 但 应 强调 指出 ,散射 振幅 并 不 还 原 成 为 它 的 准 经 典 值 ,因为 一 般 讲 来 ,条 件 91 >>1 和 6, >> 


1 并 不 满足 . 
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根据 准 经 典 近似 的 一 般 规 则 (参考 8$ 52, $ 53) , 按 指数 规律 衰减 的 散射 截 
面 中 , 它 的 指数 可 以 通过 经 典 禁 区 中 *“ 复 轨道 "的 研究 来 确定 .了 
经 典 散 射 问题 中 ,粒子 在 场 U(r) 中 的 散射 角 9 与 碰撞 参量 p 之 间 的 关系 为 





= re (131.11) 
加 
站 “下 
m 是 最 接近 于 力 心 的 距离 ,为 下 式 的 一 个 根 . 
本 :有 本 
1- 气 - 基 =0 (131.12) 


( 见 (127.5) ) .我们 感 兴趣 的 情形 相当 于 经 典 粒子 散射 中 不 能 偏转 的 角度 区 @. 
这 些 角度 相当 于 (131. 11) 式 的 复数 解 p(9) (具有 相应 的 m 复 值 ). 根据 这 样 求 
出 的 函数 p(9) 以 及 粒子 的 经 典 轨道 角 动量 mvp ,可 以 算出 作用 量 


S(6) =mv [p(0)de, (131.13) 
式 中 v 是 粒子 在 无 穷 远 处 的 速度 . 散射 振幅 为 
/~exp( -了 mm S(9) ). (131.14) 


一 般 讲 来 ,(131.12) 式 的 复 根 不 止 一 个 . (131. 11) 式 中 的 m 应 该 选取 这 样 的 一 
个 复 根 , 它 具有 最 小 的 正 虚 部 Im 5. 此 外 ,如 果 U(r) 具 有 复 奇 点 ,也 应 看 作 m 的 
一 个 可 能 值 @. 

r~n 区 域 在 (131.11) 的 积分 中 最 为 重要 . 当 已 很 大 时 , 根 号 内 的 U/ 项 可 
以 略 去 . 积分 后 得 


p=rocos 地 0. (131.15) 


如 果 m 是 函数 U(7) 的 一 个 奇 点 , 它 只 和 场 的 性 质 有 关 而 和 p 或 E 无 关 . 用 
(131.13) 式 算出 $ 后 , 即 得 这 种 情形 下 的 散射 振幅 为 


7-exp[{ -Psin Im 二 (131.16) 


但 如 7 取 自 (131. 12) 式 的 一 个 根 ,指数 的 形状 就 和 场 的 特点 有 关 . 例如 以 下 
函数 

U= Wa 
( 它 在 有 限 距 离 内 无 奇 点 ) 根 据 方程 式 


@ 关于 指数 因子 前 的 系数 的 讨论 , 见 A. 3. Tlaramwuckmi, B. 下 Tloxposckmht, H. M. XamaTHMKOB， 
KIT® ,45 ,989 ,1963 ( Soviet Physics JETP 18 ,683 ,1964) . 

@ ”这 里 所 讲 的 方法 不 但 对 大 的 已 成立 ,而 且 对 散射 为 指数 式 小 的 所 有 情形 都 成 立 . 

国 我们 记得 ( 见 $126) ,如 果 U(r) 当 7 为 实 量 时 具有 奇 点 . 则 截面 不 按 指数 规律 衰减 
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| 


me 
-1-G~sin 


i jn (Fsin 30). (131.17) 
i 


由 于 它 对 9 的 依赖 性 极 小 ,r 在 (131. 13 ) 的 积分 中 可 以 看 作 常 数 ,结果 得 
(131.16) 式 的 散射 振幅 ,其 中 的 ro 由 (131.17) 式 给 出 . 


得 


习 题 
1. 对 半径 为 a 深度 为 Us 并 满足 条 件 (131.1) U << 记忆 [mm 的 球形 方 势 阱 ， 
求 总 散射 截面 . 
解 :我 们 有 


了 医 Uds= -2U, Va -pr. 


根据 (131.7) ,向 前 散射 振幅 (q =0) 为 
A -EE[ [ew (va) am 


加 ike ”Dade 和 [i- 守 -(-D)]， 


其 中 = Usa/j 为 “ 玻 思 参量 " ,根据 光学 定理 (125.9) , 求 得 总 截面 : 
=2no[1+ 二 -了 血 也 -ss 纪 ] 
2y v 2v 
在 v<<1 的 ( 玻 恩 ) 极 限 情形 下 ,上 式 给 出 g=2maw ,与 $126 题 1 一 致 . 
在 v>>1 的 相反 极限 情形 下 ,我 们 有 o =2ma?, 即 几何 截面 的 两 倍 . 后 一 结果 具 
有 简单 的 含义 . 当 v >>1 时 ,碰撞 参量 p <a 的 所 有 粒子 均 被 散射 , 亦 即 离开 入 射 
束 .在 这 个 意义 下 , 势 阱 具有 “吸收 " 球 的 行为 ;根据 巴 比 湿 (Babinet) 原理 ( 见 
《 场 论 ) 8$ 61 末 ) ,总 截面 为 “吸收 "截面 的 两 倍 . 
2. 同 题 1, 但 场 U=Uexp( -Xez). 
解 :这 种 情形 下 
并 a = DAY 


代入 (131.7) ,改变 积分 变量 ,得 零 角 度 散射 振幅 
认 a 


NN i 
ED 
式 中 v=Uoa/jiv. 故 总 截面 为 


pe le On 
g 到 
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对 于 yw <<1, 被 积 函 数 为 1/2u ,截面 r =1/2nav ,这 与 $126 题 2(ka >>1 
时 ) 一 致 . 对 于 yw >>1, 我 们 把 被 积 函 数 写 成 (1 -e “cos u)/u, 含 有 一 个 小 参量 
入 ,积分 后 再 令 它 趋 于 零 ,分 部 积分 后 给 出 


a du es 
| (1 -eo0s w) Pe~In(v Vr) -| ln usin udu =In(y VT) +C, 


o u 
式 中 C 是 欧 拉 常数 . 故 
o =2malnlyVTec| ，y>>1. 

3. 求 磁场 中 电子 小 角度 散射 的 截面 ,该 场 集中 在 半径 为 a 的 柱 形 区 内 (六. 
Aharonov, D. Bohm,1959). 

解 : 令 磁 场 沿 y 轴 , 它 也 就 是 柱 形 区 的 轴 , 并 取 入 射电 子 束 的 方向 为 轴 . 那 
么 散射 与 坐标 y 无关, 我 们 可 以 考虑 xz 平面 内 的 两 维 问题 . 

柱 形 区 外 ,磁场 盏 =0, 但 其 失势 不 等 于 零 : 


2 
=277 9 (1) 


式 中 pp 是 Xz 平面 内 的 极 角 ,中 是 磁 通 量 ;实际 上 对 xz 平面 内 的 加 (半径 r>a) 面 
积 进 行 积分 , 即 有 


ar 
= 中 . 


势 (1) 改 变 了 电子 波 函 数 ( 平 面 波 ) 的 相位 ; 按 (111.9) ,我 们 有 
p=exem ( 基 进 9】 (2) 

但 是 此 式 在 沿 z>0 半 轴 的 一 个 窄 区 (宽度 ~a) 内 不 适用 ,因为 通过 磁场 区 域 的 
粒子 运动 受到 了 该 场 的 干 拢 . 这 就 解释 了 绕 原点 使 p 角 增加 2 时 函数 (2) 出 现 
的 非 唯一 性 . 实际 上 从 (2) 式 的 不 适用 性 得 到 ,在 z>0 的 半 轴 附近 有 一 条 割 线 
(宽度 为 有 限 ) :在 割 线 的 两 侧 ,p 值 相差 2T ,例如 二 页. 

对 于 具有 小 动量 转移 9 一 kb(ga <<1,0 <<1) 的 小 角度 散射 , 横 距 二 ~ 179 >> 
上 是 重要 的 , 割 线 的 宽度 可 以 略 去 . 考虑 z >> 1x1 的 区 域 ,我 们 还 能 略 去 z 轴 . 两 
侧 业 对 的 依赖 关系 ,得 到 四 


J uards= fA d=ap 





exp ( - 才 )， “> 国 
少 =e“F(z)， F(x)= (3) 
ep( 寺 2)， x <0. 


“两 维 "散射 振幅 由 (131.7a) 式 算出 四 . 94 天 0 时 我 们 有 


@@ (3) 和 (131.4) 式 一 样 ,对 很 大 的 : 值 不 适用 , 那 时 衍射 效应 变 得 很 重要 . 
回 早已 提 及 ,这 个 公式 (q=0) 不 用 势 场 中 的 苹 定 得 方程 也 能 导出 . 
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7- 革 大 { {ep (可 时) 厂 。 wax+ 复 闪 老 式 } 


计算 此 积分 时 引入 e 


-i fs 
人 











从 而 散射 截面 为 
A im do 
= Vd0 = Ein Zhc (4) 
释 <<1 时 ,我 们 得 
he 
do = Ca dg 
27nkhi ec O° 


相当 于 微 扰 论 适用 时 的 情形 . 
注意 截面 (4) 和 磁场 强度 具有 周期 性 的 依赖 关系 ,并 当 6 一 0 时 总 截面 是 发 
散 的 ,尽管 磁场 是 集中 在 一 个 有 限 的 空间 区 域内 . 这 些 都 是 特有 的 量子 效应 . 
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假定 散射 粒子 的 速度 很 低 , 它 的 波长 远大 于 场 U(r) 的 作用 半径 e( 即 ka << 
1) , 它 的 能 量 远 小 于 这 个 作用 半径 内 的 场 值 ,我 们 来 研究 这 种 极限 情形 下 弹性 
散射 的 性 质 .解决 这 个 问题 需要 和 弄 清楚 上 很 小 时 相位 8 和 波 数 之 间 的 极限 关 





; 当 rza 时 ,精确 醉 定 扇 方程 (123.7) 中 只 能 略 去 含有 的 一 项 : 
+ ZR - CD = 好 U(DR (132.1) 
而 在 a <<r<<1 估 范围 内 ,还 可 以 略 去 U(r) 项 , 留 下 
Ru + 全 R CR， a (132.2) 
这 个 方程 的 通 解 是 
Beer + rs (132.3) 


常数 c 和 ex 的 值 原则 上 只 能 通过 对 具体 的 函数 U(7) 来 求解 (132.1) 式 得 到 . 当 
然 , 对 不 同 的 1 它们 是 不 同 的 . 在 更 远 的 距离 r~ 1 人 处 , 薛 定 刘 方 程 中 的 QU(r) 项 
可 以 略 去 ,但 忆 项 不 能 略 去 ,因此 有 
Rt+ ZR + [已 - 作 二 | Ru =0， (132.4) 
5 


这 就 是 自由 运动 的 方程 . 它 的 解 为 ( 见 8$33) 
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1+1)!1! 1 dsin kr 
Ae) 二 


Ra -1)' : 
于 d \ceos kr 
Gr (a) TE 
式 中 的 常数 已 经 这 样 选 定 ,使 得 hr <<1 时 这 个 解 变 成 (132. 3) 式 ,这 就 保证 了 
hr <<1 范 围 内 之 解 (132.3) 和 hr ~1 范围 内 之 解 (132.5) 的 “衔接 ”. 
最 后 , 当 kr >>1 时 , 解 (132.5) 旦 以 下 渐 近 形 式 ( § 33): 


Rt sin (bd) ee eos (tr- 畦 ). 


+cs( -1)’ 





(132.5) 





EE” 2 (21-1)!! 7 
上 式 中 两 项 之 和 可 以 表 成 以 下 形式 : 
RR~ 常 数 x 二 sin (条 -于 +6). (132.6) 
相位 8 由 下 式 确定 : 
tan 6, ~6, 


I Gr 
(由 于 上 很 小 ,所 有 的 相位 8 都 很 小 ). 
根据 (123.15 ) 式 ,分 波 散射 振幅 为 


六 = 让” -DD)~ 主 
由 此 得 出 结论 ,在 低能 极限 情形 下 有 
hi (132.8) 


由 此 可 见 , 所 有 ! 天 0 的 分 波 振幅 都 小 于 1 = 0 的 散射 振幅 ( 称 为 s 波 散 射 ). 
把 它们 略 去 后 ,总 振幅 为 


人 (132.7) 


/0) ~h = 时 = 生 = -a (132.9) 


因而 dc = do ,而 总 截面 
0 =47a. (132. 10) 
上 式 表明 ,低速 时 的 散射 是 各 向 同性 的 ,而 且 截 面 和 粒子 的 能 量 无 关 @. 常数 a 
称 为 散射 长 度 ,其 值 可 正 可 负 . 
以 上 的 讨论 中 我 们 默认 了 场 U(r) 在 远 距 离 处 (r >> a) 衰减 得 足够 快 ,使 得 
以 上 所 作 的 忽略 是 合理 的 . 这 个 场 究竟 要 衰减 得 多 快 ,这 是 很 容易 弄 清 的 . 当 上 


人 @@ ”电子 被 原子 散射 时 ,与 1 人 相 比较 的 作用 半径 a( 条 件 ta <<1) 可 用 原子 半径 作 代表 ,对 复杂 原 
子 ,a 值 可 达 几 个 玻 尔 半 径 ( 几 个 及 /me*). 由 于 这 个 半径 很 大 ,只 有 当 电子 能 量 差不多 等 于 几 分 之 一 电子 
伏特 时 (满足 ka << 1) ,有 效 截面 才 是 一 个 常数 . 当 电子 能 量 超过 这 个 数值 时 ,截面 对 能 量 就 有 显著 的 依 
赖 关 系 (这 个 现象 称 为 壬 邵 尔 ( Ramsauer) 效 应 ) - 
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很 大 时 ,(132.3) 式 R, 函数 中 的 第 二 项 远 小 于 第 一 项 ,为 了 保持 这 一 项 的 合理 性 
起 见 ,(132.2) 式 中 保留 的 小 项 ~ c,/r*'r 应 该 仍 大 于 (132.1) 变 到 (132.2) 时 
所 上 略 去 的 项 UR, ~ Ucir'. 由 此 可 见 ,如 果 (132.8) 式 对 分 波 振 幅 f 的 结果 是 成 立 
的 , 则 U(7) 的 衰减 必须 快 于 1/r"" .特别 是 值 的 计算 ,以 及 与 能 量 无 关 的 各 向 
同性 散射 式 (132.9) ,只 有 当 UV(7) 在 远 距 处 衰减 得 快 于 1/r 时 才 成 立 . 

如 果 场 U(r) 在 远 处 按 指 数 规律 误 减 ,可 对 振幅 矿 按 大 的 寡 次 展开 的 下 几 项 
作出 一 定 的 判断 .我 们 在 $ 128 中 已 看 到 ,这 种 情形 下 的 振幅 作为 复 变 量 E 的 
函数 , 当 互 为 负 实数 时 是 一 个 实 量 @. 因此 对 (125.15) 式 中 的 函数 g,(E) 讲 来 也 
有 同样 的 情况 : 

1 
i 
(E<0 时 让 是 实数 ). 另 一 方面 ,函数 g,(E) 当 E>0 时 也 是 一 个 实 量 (根据 它 的 
定义 ). 由 此 可 见 , 函 数 g,(E) 对 所 有 的 实 E 值 都 是 实 的 ,因此 可 按 E 的 整数 次 
短 展 开 , 也 就 是 按 上 的 偶 次 窒 展 开 . 因此 对 振幅 f,(k) 本 身 讲 来 , 它 就 可 以 按 这 
的 整数 次 寡 展 开 ; 的 所 有 偶 次 竹 项 都 是 实 的 ,k 的 奇 次 寡 项 都 是 虚 的 . 根据 
(132.8) 式 ji(k) 的 展开 式 是 从 ~6,/k ~ 如 项 开始 的 ;与 此 相应 ,g,(k) 的 展开 式 
是 从 正比 于 大 -的 项 开始 的 . 

当场 在 远 处 按 U~=Br“" 的 知 次 律 衰 减 而 n<3 时 ,我 们 已 经 讲 过 ,振幅 为 常 
数 的 (132.9) 式 不 再 成 立 . 

现在 来 研究 各 种 不 同 n 值 的 情形 . 当 n<1 而 速度 足够 小 时 ,碰撞 参量 p 的 
所 有 值 实际 上 都 能 满足 以 下 条 件 : 

plU(p)1 >> to, Cla2 11) 
因此 散射 可 以 用 经 典 公 式 描 述 [参考 条 件 (127.9) ] . 

当 1<n<2 时 ,对 不 太 大 的 p 值 , 不 等 式 (132.11) 在 一 个 相当 的 范围 内 仍 能 
得 到 满足 ;与 此 相应 ,对 于 不 太 小 的 角度 其 散射 是 经 典 的 . 同时 还 存在 着 这 样 的 
一 个 p 值 区 域 , 它 满足 

plU(p) | << fiv, (132.12) 
也 就 是 微 扰 论 的 适用 条 件 得 到 满足 [ 见 (126.2)]. 
当 n>2 时 ,在 远 距 处 以 下 不 等 式 成 立 : 


[7 (132.13) 


因此 在 这 个 距离 范围 内 ,相互 作用 对 散射 的 贡献 可 以 用 微 扰 论 计算 (而 在 较 近 


@ 当 E 很 小 时 , 即 令 U 是 按 e-“ 规 律 误 碱 ,条 件 (128.6) 也 能 得 到 满足 
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的 距离 内 , 微 扰 论 的 适用 条 件 可 能 不 再 满足 )2. 假定 mn 是 这 样 的 一 个 值 , 当 
r >> no 时 不 等 式 (132. 2 ro << 1/k. 根据 (126. 12) 式 ,r >>m 区 
域 对 散射 振幅 的 贡献 由 以 下 的 积分 给 
2 1 sin ar 和 -2 sin ee 
J dr 3 td (132.14) 
当 2 <n<3 i <<1) 可 以 把 这 个 
下 限 改 作 零 ,因此 积分 和 g-“…" 成 正比 ,也 就 是 和 速度 的 负 短 次 成 正比 . 此 时 这 
一 项 对 散射 振幅 就 是 主要 贡献 ,从 而 有 
BY Yond (132.15) 
此 式 确定 了 散射 截面 与 粒子 速度 以 及 与 散射 角 的 依赖 关系 . 
n=3 时 ,积分 (132. 14) 在 其 下 限 为 对 数 发 散 . 它 仍 是 散射 振幅 的 主要 部 分 ， 
因此 有 








/~ 全数， n=3. (132.16) 


n>3 时 ,r >>r。 区 域 的 贡献 随 着 上 一 "0 而 减 小 ,散射 则 由 (132.9) 式 的 常数 
振幅 所 确定 .但 是 (132.14) 式 的 贡献 ,不 管 它 相 对 讲 来 比较 小 ,由 于 属于 “反常 ” 
而 仍 有 一 定 的 意义 “正常 "情况 是 , 当 U(r) 衰减 得 足够 快 时 ,f(k) 可 按 上 的 整数 
次 窒 展 开 ,并 且 展 式 中 所 有 的 实 项 都 和 的 偶 次 短 成 正比 . 当 把 积分 (132. 14) 
分 部 积分 若干 次 后 (降低 分 母 中 的 短 次 ) ,我 们 可 从 中 分 离 出 含有 上 的 偶 次 宕 
的 部 分 剩 下 一 个 gr 一 0 时 为 收敛 的 积分 , 它 与 "成 正比 ,一 般 讲 来 它 并 不 是 
偶 次 寡 @. 


习 题 
1. 试 求 慢 粒 子 对 一 深度 为 Uo 半径 为 a 的 球形 方 势 阱 的 散射 截面 . 


V2mUs 
解 :假定 该 粒子 的 波 数 满足 条 件 ka <<1 和 大 <<K, 其 中 «= 我 们 只 


对 相位 6 感 兴趣 . 因此 令 (132.1) 式 中 的 1=0, 得 到 关于 函数 X(r) =rRo(r) 的 以 
下 方程 : 

XxX" +kX=0,(r<a) 
r=0 处 XX 等 于 零 (r=0 时 X/r 必须 有 限 ) 的 解 为 

X=Asin kr,(r<a). 


@ ”此 时 的 低速 散射 不 会 是 准 经 典 的 ,因为 不 等 式 (132. 11) 和 同时 要 求 1U(p) 1<E 不 相 容 . 
加 如果“ 是 一 个 奇数 2p+1, 则 = -3=2p-2 是 一 个 偶数 ,但 在 这 种 情形 下 积分 (132.14) 仍 有 一 个 
“反常 "部 分 , 它 对 散射 振幅 的 贡献 是 和 9” -ln 9 成 正比 的 . 
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对 于 r>a, 函 数 多 满足 方程 "+ =0( 即 1=0 的 (132.4) 式 ) , 故 
X=Bsin(kr+6,),(r>a). . 
根据 r=a 处 X'/X 的 连续 性 条 件 , 得 方程 


Kcot ka = kcot( ka +60) ~ 
+0 


由 此 可 定 出 60. 结果 得 以 下 散射 振幅 加: 


tan Ka — Ka 
f= ee 
LL 


Ka <<1 时 ( 即 Us<< 及 /ma?) ,此 式 给 出 or = (4maz/9) (ka)*, 与 玻 恩 近似 
的 结果 一 致 ( 见 8126 , 题 1). 

2. 同 题 1 ,但 被 高 度 为 U 的 一 个 球形 " 势 撕 "所 散射 

解 :只 要 把 题 1 中 U 改 为 -Uo( 即 把 K 改 为 ik) 即 得 本 题 之 解 . 散射 振幅 为 


_tanh ka — ka 
Ty 


在 ka >>1 的 极限 情形 下 ,我 们 有 
f= -a, ogo=47a’. 

这 相当 于 被 一 个 半径 为 a 的 不 透明 球 所 散射 . 注意 经 典 力学 的 结果 要 比 它 小 四 
们 (og = Ta). 

3. 求 场 U=a/r,a>0,n>3 中 低能 粒子 的 散射 截面 . 

解 :1=0 的 (132.1) 式 为 

es 

代替 换 


本 本 2 
Rh Sl es 


上 式 可 化 到 以 下 形式 : 


5 A 
a [ros]e=0, 


这 是 1/(n -2) 阶 虚 宗 量 ix 的 贝 塞 尔 方 程 .r=0( 即 x=am) 处 等 于 零 的 解 为 ( 除 
了 一 个 常 因子 外 ) 


J 


2iy -0- 
X=VHAa (Fr )- 


@ 如 果 势 阱 的 宽度 和 深度 使 得 ka 接近 于 mw/2 的 奇 倍数 ,那么 这 个 公式 不 再 适用 . 对 于 这 样 的 ka 
值 讲 来 , 负 能 级 离散 谱 中 存在 着 一 个 接近 于 零 的 能 级 ( 见 $33 , 题 1) ,此 时 的 散射 将 由 下 节 导 出 的 公式 描 
述 . 
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利用 以 下 熟知 公式 : 





H;," (z) = [的 一 


sin pT 
1 
J,(z) ~z Zr) (z<<1), 
我 们 可 得 到 X 函数 在 远 距 处 (y <<r<<1AKE) 的 表 式 为 = 常数 x(cir+cs), 再 根 


据 比 值 ci/ci 求 出 散射 振幅 
wa (3 
Te 
4. 求 慢 粒子 在 场 U 中 的 散射 振幅 ,该 场 在 远 距 处 的 训 减 规律 为 UBy“" 
2<n<3. 


解 : 散 射 振幅 中 的 主 项 由 (132.14) 式 给 出 ,该 式 的 积分 下 限 可 用 零 代 替 . 积 
分 后 得 





| 





EE (1) 
四 T(n-l)eos DP 
对 于 n=3 有 
= -2mpln 常数， (2) 
肝 


(1) 式 展 成 勒 让 德 多 项 式 , 可 得 分 波 振幅 ( 接 (123.14) 式 定义 ) ; 
人 
人 jr) 


n>3 时 (1) 式 确定 了 散射 振幅 的 “反常 "部 分 ,在 1 值 满足 21> -3 的 各 分 
波 振 幅 中 ,(3) 式 总 是 主要 部 分 ,同时 (132.8) 式 应 改 成 用 ~". 

5. 求 场 U(r) = - Uoe -“(U >0) 中 慢 粒子 的 散射 振幅 ， 

解 :经 下 列 变量 变换 后 





f= -Lune (3) 





-m20 ~ 2mU, 


x =2ake » Ke 





函 教 X =rR 满足 的 (132.1) 式 变 成 


上 式 的 通 解 为 
X=AJ(x) +BNo(xz) ， 
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式 中 Jo 和 No 为 第 一 类 和 第 二 类 贝 塞 尔 函 教 . 由 r=0 时 X=0 的 条 件 得 
4/B = -No(2ka)ZJ (2ka). 
Q<<r<<1 估 eb 当然 ,已 假定 ake <<1) ;此 时 


xX~A+B 二 和 mn 罕 = Er 2 xay -至 ， 
Ta 


式 中 有 
ci 和 cs 值 ,我 们 求 出 散射 振幅 


大 -ae[ 肝 +am(xoy)] = 





-i [czvo) -ZIn( xay) J (2«a) ] 
在 ka<<1 极限 下 ,f =2a'K*, 这 与 玻 恩 近似 (126. 14) 式 一 致 . ka >>1 时 有 
f= -2aln( kay). 
6. 用 微 扰 论 的 二 级 近似 , 求 低能 极限 下 的 散射 振幅 (WH. 中. IIoMepaqyk， 
1948). 
解 :ji 一 "0 时 (130.13) 第 二 项 中 的 积分 变 成 
Ts - fv ve 


pa 
2 UUr') qs 
本 J 让 RD 


wn = 


式 中 应 用 了 以 下 公式 : 





有 (2m)3 Ir-r'l’ 





fe dk 1 


见 《 场 论 ) ,851. 故 散射 振幅 为 
mh mY? TUCr)DCr) 
f= 2 vars (2) { dydy'， (1) 


lr=r'l 





对 有 心力 场 ,此 式 给 出 
f= -了 


(1) 式 中 第 二 项 总 是 正 的 (从 原来 的 大 空间 中 的 积分 形式 显然 可 知 ). 故 对 
低能 散射 截面 讲 来 , 斥 力 场 (U>0) 中 一 级 玻 思 近似 给 出 的 值 总 是 过 高 ,而 引力 
场 (U<0) 中 给 出 的 则 过 低 . 

7. 在 二 维 情况 下 ,确定 慢 粒 子 散射 截面 与 能 量 的 关系 . 

解 :二 维 情况 下 远 处 的 波 函 数 由 $124 的 题目 中 的 (1) 式 给 出 .与 三 维 情况 
相同 的 论证 指出 ,m =0 的 态 给 出 低能 散射 的 主要 贡献 ,因为 散射 振幅 了 与 散射 
角 gp 无 关 .这 就 允许 在 p >>a 的 远 处 将 所 有 方向 上 ,将 ew/Yp 搁 成 自由 运动 的 葵 








Ee fo vor) rar. rar. 
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定 亩 方程 的 严格 解 , 其 渐 近 式 为 (参见 844) 的 第 4 个 脚注 和 $ 126 的 第 6 题 


y=er+f /本 :ioio， (1) 
利用 Ho" (x) 在 x 小 处 的 渐 近 式 


Ho (x) ~ 于 Ixl <<1， 


将 (1) 式 写成 近 处 p << 二 的 形式 ,得 


Rk i 2k 
vw (Lyn 才 ) -Am (2) 
式 中 y =e5,C 是 欧 拉 常数 . 
(2) 式 相当 于 荃 定 启 方 程 
Pl1ld dy 
eT 
2m p dp dp 
在 区 域 十 >>p >>a 成 立 的 通 解 ,这 也 正 是 可 以 想到 的 ,在 这 个 区 城中 ， 攻 定 语 方 
程 中 含有 U(x) 和 已 的 项 都 可 以 略 去 .这 时 解 的 形式 是 


y=e, +czln p. 
和 (132.3),(132.9) 两 式 一 样 ,两 个 常数 的 比 Ci/C; 取决 于 已 =0 时 在 区 域 p ~a 
巷 定 请 方程 的 解 . 这 一 比值 是 实 的 ,并 且 与 能 量 无 关 , 令 其 为 

ci]e = -nm (3) 
式 中 的 ro 是 一 个 量 纲 为 长 度 的 常数 . 比较 (2)、(3) 两 式 , 得 


加 1 
= -eT 


2 
1 

nl 4 

or k lnz[2/(ykro) ] + mi/4 也 


我 们 看 到 ,与 三 维 情况 不 同 ,在 二 维 情况 下 ,散射 截面 随 能 量 的 减 小 而 增 大 . 注 
意 ,在 无 穷 高 柱 形势 全 的 散射 中 ,(3) 式 中 的 ro 与 势 皇 的 半径 a 相同 
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引力 场 中 的 慢 粒子 散射 (ta <<1) 在 以 下 情形 下 需要 特别 考虑 , 即 负 能 级 的 
离散 谱 中 含有 一 个 s 态 , 它 的 能 量 小 于 作用 范围 a 内 的 场 值 VU. 我 们 用 e(e >0) 
代表 这 个 能 级 . 进行 散射 的 粒子 能 量 EE 很 小 ,接近 于 e, 或 者 说 差不多 和 该 能 级 
共振 . 我 们 将 看 到 , 它 会 导致 散射 截面 的 显著 增长 . 

浅 能 级 的 存在 ,在 散射 理论 中 可 以 用 以 下 论证 的 纯 形 式 方法 考虑 . 


由 此 得 截面 为 
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函数 X=rR。( 它 的 1=0) 的 精确 醉 定 户 方 程 
+ U(r) =0 


中 ,在 场 的 “内 "区 (ra) ,与 UV 相 比 我 们 可 以 略 去 EE: 


-U(x=0, rt, (133.1) 
反之 ,在 “外 "区 ,我 们 可 以 略 去 U: 
+ =0, Ee (133.2) 


(133.2) 式 之 解 和 满足 边界 条 件 x(0) =0 的 (133.1) 式 之 解 应 该 在 某 点 7,(7, 满 
足 1 >>m >>a) 处 “衔接 "起 来 ;衔接 条 件 就 是 比值 xX'AX 必须 连续 . 这 个 比值 与 
波 函 数 的 归 一 化 因子 无 关 . 

但 是 ,代替 考虑 r~a 区 内 的 运动 ,我 们 可 把 外 区 之 解 的 X'/X 给 予 适当 选择 
的 边界 条 件 推 移 到 很 小 的 "处 . 由 于 外 区 之 解 当 "一 0 时 变化 很 慢 , 我 们 可 把 边 
界 条 件 形式 地 放 到 r=0 点 处 .r ~a 区 的 (133.1) 式 中 不 含 E, 因 此 替代 它 的 边界 
条 件 也 应 该 和 粒子 的 能 量 无 关 . 换 句 话说 , 它 应 该 具有 以 下 形式 : 


| he (133.3) 
式 中 « 是 某 个 常数 .但 由 于 < 入 无 关 , 条 件 (133.3) 一 定 也 能 应 用 到 具有 很 小 


负 能 量 值 6 = - 1e1 的 薛 定 雇 方程 之 解 上 , 亦 即 应 用 到 粒子 的 定 态 波 函数 上 . 对 
于 EE= -1s1, 我 们 由 (133.2) 式 得 





x=4uexp{ -er] ， (133.4) 
式 中 的 4。 是 一 个 常数 ,将 上 式 代 入 (133.3) ,可 知 < 是 一 个 正 量 并 等 于 
ee (133.5) 


所 
现在 我 们 把 边界 条 件 (133.3) 应 用 到 自由 运动 波 函数 
X= 常数 x sin( kr +6。)， 
它 是 E>0 时 (133.2) 式 的 精确 通 解 . 由 此 就 得 所 需 的 相位 2 : 


四 
cot6,= -大 = - J (133.6) 


由 于 式 中 的 能 量 E 只 受 条 件 ka <<1 的 限制 , 它 不 需 比 1e1 小 ,相位 5 以 及 s 波 
散射 振幅 不 一 定 很 小 . 

1>0 的 相位 6, 及 其 分 波 振幅 仍 是 很 小 . 因此 我 们 仍 可 把 总 振幅 看 作 等 于 s 
波 散 射 振幅 
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De : 
J 
把 (133.6) 代 入 上 式 , 我 们 得 到 
| 
/= -< (133.7) 
以 及 总 散射 截面 
__4n 27 1 
nr 和 











可 见 散射 仍 为 各 向 同性 ,但 其 截面 和 能 量 有 关 , 且 在 共振 区 (E ~ 1s1) 内 远大 于 
场 的 作用 半径 的 平方 a (因为 ka <<1). 需 着 重 指 出 的 是 , (133.8) 式 与 近 距 离 
内 粒子 相互 作用 的 细节 无 关 , 而 是 整个 地 取决 于 共振 能 级 的 数值 了 . 

以 上 公式 要 比 推导 它 时 所 作 的 假定 更 为 普遍 . 假定 函数 0(r) 略 有 改变 ,这 
种 改变 也 改变 了 边界 条 件 (133.3 ) 中 的 常数 k 的 值 . 适当 改变 U(r) ,可 使 < 为 . 
零 ,然后 变 成 一 个 小 的 负 值 . 此 时 仍 得 (133.7) 式 的 散射 振幅 和 (133.8) 式 的 截 
面 .可 是 现在 的 1e1 = 及 k*/2m 不 过 是 标志 场 U(r) 的 一 个 常数 ,不 再 是 该 场 中 的 
一 个 能 级 了 . 在 这 种 情况 下 ,我 们 就 说 该 场 有 一 个 虚 能 级 ,这 是 因为 ,尽管 并 不 存 
在 接近 于 零 的 实际 能 级 ,但 该 场 略 作 改 变 就 足以 产生 这 样 的 一 个 能 级 . 

把 (133.7) 式 的 函数 解析 延 拓 到 EE 的 复 平面 上 ,在 其 左 实 轴 上 认 变 
成 - V -2mE/ii( 见 $128) ,我 们 看 到 ,散射 振幅 在 已 = - 1e1 处 有 一 个 极点 ,与 
$ 128 的 一 般 结论 相 一 致 .反之 ,正如 我 们 所 预料 的 , 虚 能 级 并 不 对 应 于 物理 叶 
上 散射 振幅 的 任何 奇 点 ,( 散射 振幅 在 非 物理 叶 上 的 E= -1s1 处 有 一 个 奇 点 , 见 
$ 128 中 的 第 三 个 附注 ). 

从 形式 上 看 来 ,(133.7) 式 相当 于 (125.15) 式 

i 

® go(k) -这 
中 函数 go(%) 的 展开 式 的 首 项 是 负 的 并 且 反 常 地 小 这 种 情况 . 为 使 公式 精确 化 ， 
我 们 可 以 计 入 展开 式 的 第 二 项 : 


1 


二 (133.9) 
一 Ko + Frok 一 达 

(I. 赋 . Jlagnay, 拨 . A. CMoponmntacrkrit,1944). 我 们 可 以 回忆 起 ,当场 衰减 得 足够 
快 时 ,函数 g,() 可 展 成 的 偶 次 短 ( 见 $132). 在 (133.9) 式 中 ,我 们 把 go(0) 
值 记 作 - ko ,为 的 是 保留 记号 « 代表 (133.5) 式 , 它 与 能 级 es 有 关 . 根据 以 上 的 
讨论 ,« 应 该 由 能 使 (133.9) 式 中 分 母 为 零 的 - 达 值 给 出 , 亦 即 由 下 式 之 根 给 出 : 


四 (133.8) 式 首先 由 E. Wigner(1933 ) 导出 ;本 节 推 导 方法 来 自 H. A. Bethe, R. E. Peierls(1935) . 
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了 ne (133.10) 


(133.9) 式 分 母 中 的 改正 项 二 mu 从 比 wm 小 ,因为 已 假定 上 很 小 ,但 其 本 身 具有 


“正常 "的 数量 级 :系数 m ~ 永远 是 正 的 ( 见 题 1). 需要 强调 的 是 ,含有 这 一 项 
是 散射 振幅 公式 中 略 去 ! 尖 0 的 角 动 量 贡 献 后 的 一 个 合理 改进 , 它 对 了 给 出 了 一 
个 相对 数量 级 为 ka 的 改正 ,而 1=1 的 散射 的 贡献 具有 相对 数量 级 ( ke) . 当 
kx0 时 ,振幅 有 一 1/xo，, 亦 即 1/xo 等 于 $ 132 中 定义 的 散射 长 度 a. 而 式 


go(k) =kcot 6, = -二 + (133.11) 


中 的 系数 m 称 为 相互 作用 的 有 效力 程 @. 
对 于 截面 ,由 (133.9) 得 


K =Ko 十 


47 


» Ko — rok’ 2 
(ae 


如 果 我 们 略 去 分 母 中 的 及 项 (虽然 包括 它 可 能 是 合理 的 ) ,此 式 可 写成 [应 用 
(133.10) 式 ] 


4T(1+ 2 1 工 + 
0 (133.12) 


让 我 们 回 到 “外 "区 中 的 束缚 态 波 函 数 表 式 (133.4) ,把 它 的 归 一 化 系数 和 
以 上 定义 的 两 个 参量 联系 起 来 . 计算 (133.9) 式 的 函数 在 极点 已 =e 处 的 留 数 并 
和 (128.11) 式 比较 后 ,我们 求 出 


在 = 政 -m (133.13) 


第 二 项 对 第 一 项 是 一 个 小 的 改正 ,因为 xr。~ ka <<1. 没有 这 个 改正 时 ,4 =2k， 
即 


二 
本 项 (133.14) 
相当 于 (133.14) 式 如 能 在 整个 空间 中 成 立时 所 得 的 归 一 化 . 

我 们 扼要 地 讨论 一 下 轨道 角 动量 不 等 于 零 的 散射 中 的 共振 问题 . 函数 &j( 有) 


X= Vre”, y= 


”对 于 两 核子 作用 这 一 重要 情形 ,这 里 可 以 列 出 常数 a 和 ro 的 值 . 对 于 自 旋 平行 的 一 个 中 子 和 一 
个 质子 (同位 旋 7T=0 的 态 ) ,a =5.4x10-” em,ro =1.7x10-， cm; 这 两 个 值 对 应 于 能 量 为 lal =2.23 
MeV 的 氧 核 基态 实际 能 级 . 对 于 自 旋 反 平 行 的 一 个 中 子 和 一 个 质子 (同位 旋 7=1 的 态 ) ,a= -24x10- 
em,m =2.7x10-93 em; 这 些 值 对 应 于 1s1 =0.067 MeV 的 一 个 虚 能 级 . 由 于 同位 旋 守 恒 , 后 一 组 值 也 适用 
于 自 旋 反 平 行 的 双 中 子 系统 . 根据 泡 利 原理 , 自 旋 平行 的 nn 系统 不 能 有 s 态 - 
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的 展开 式 是 从 ~k* 的 项 开始 的 ,保留 展开 式 中 的 前 两 项 ,分 波 振 幅 可 写成 
1 
1 
式 中 5 和 是 两 个 常数 , 且 b>0( 见 后 ). 共 振 情形 对 应 于 E“' 的 系数 的 一 个 反常 
低 值 , 亦 即 s 反常 地 小 .但 由 于 EE 很 小 ,beE“' 项 仍 可 能 比 k 大 . 
如 果 a <0,(133.15) 式 中 的 分 母 有 一 个 实 根 E~ -1s1, 故 e 是 一 个 离散 能 
级 (具有 角 动 量 0) 了 ,但 和 s 波 散 射 中 的 共振 相反 ,(133. 15) 式 的 振幅 不 会 比 a 
大 ; 角 动 量 为 1+1 的 共振 散射 的 振幅 仅 与 角 动 量 为 1 的 非 共 振 散 射 振幅 同一 数 
量 级 . 
但 如 a>0, 振 幅 (133.15) 在 E~s 区 内 具有 1/4 的 数量 级 , 亦 即 远大 于 a. 
这 个 区 域 的 相对 宽度 很 小 :AE/s ~ (ka)”'". 因此 在 这 种 情形 下 有 一 个 锐 共振 . 
这 类 共振 散射 的 产生 是 因为 ,10 的 一 个 正 能 级 尽管 不 是 真 的 离散 能 级 ,但 也 
是 准 离散 的 :由 于 离心 势 垒 的 存在 ,低能 粒子 逃离 此 态 跑 到 无 穷 远 处 的 概率 是 很 
小 的 ,所 以 该 态 的 “寿命 " 比较 长 ( 见 $ 134). 这 就 是 为 什么 1z0 的 共振 散射 本 
质 上 不 同 于 s 态 (此 态 没有 离心 势 垒 ) 的 原因 所 在 . (133. 15 ) 式 中 e > 0 的 分 母 


当 E = -i 全 时 等 于 零 ,其 中 





(133.15) 


E~s, r= et (133.16) 


可 是 ,散射 振幅 的 这 个 极点 位 于 非 物理 叶 上 . 小 量 厂 就 是 准 离散 能 级 的 宽度 ( 见 
§ 134). 

最 后 ,我 们 可 以 指出 相位 6, 的 一 个 有 趣 的 性 质 , 它 很 易 从 前 面 的 结果 中 导 
出 .我 们 把 相位 5,(E) 看 作 能 量 的 连续 函数 , 它 的 值 也 不 限于 0 到 "(参看 $36 
最 后 一 个 附注 ) .我们 来 证 明 下 式 成 立 : 

6(0) -6,(% ) =nT， (133.17) 

式 中 是 引力 场 U(r) 中 角 动 量 为 1 的 离散 能 级 数 (N. Levinson,1949). 

证 明 时 我 们 注意 到 ,在 满足 条 件 101 << 大/ma? 的 场 中 , 玻 恩 近似 对 所 有 的 
能 量 成 立 , 所 以 对 所 有 的 E 均 有 6,(E) <<1, 由 于 E 一 % 时 散射 振幅 趋 于 零 ,我 
们 有 56.(% ) =0. 根 据 $ 132 中 的 一 般 结论 ,还 有 6,(0) =0. 这 样 的 场 中 不 存在 离 
散 能 级 ( 见 $45) , 故 n=0. 现在 来 研究 势 阱 U(r) 逐渐 加 深 时 差 值 6,(A) - 
6.( % ) 的 变化 ,4 是 某 个 给 定 的 小 量 , 随 着 这 种 加 深 , 阱 的 上 端 依次 出 现 第 一 个 、 


回 对 于 se<0 以 及 EE 接近 于 lel， 
fi=( -Dlel/b(E+ lel) 
与 (128.17) 相 比较 ,说 明 b>0. 
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第 二 个 等 等 的 能 级 ,每 出 现 一 个 能 级 ,相位 8 (4) 就 增加 一 个 r@. 加 深 到 给 定 的 
U(r) 时 再 令 A 一 0, 即 得 (133.17) 式 . 


习 题 

1. 试用 r~a 的 “内 "区 中 忆 =& 的 定 态 波 函 数 表 达 有 效力 程 ro (有 .A. 
CmoponnHckuit ,1948 ). 

解 : 令 X。 为 r~a 区 内 的 波 函 数 , 它 已 按 r 一 wm 时 jo 一 1 的 条 件 归 一 化 .于 是 
整个 空间 中 的 波 函 数 的 平方 可 写成 妇 =A3(e ”+ 如 -1) 的 形式 . 这 个 表示 式 当 
Kr >>1 时 变 成 A2e-*”, 当 kr <<1 时 变 成 2, 它 应 按 下 式 归 一 化 : 

沁 2[1 2 
fxar=4 [zf Cx8)dr] =1, 
与 (133.13) 式 比较 后 给 出 
谤 a 
n=2[ (1 -Ma)dr. 

根据 U(r) <0 的 (133.1) 式 ,该 式 之 解 就 是 yo, 可 知 Xo(r) <Xo(%m)=1. 因 
此 总 有 ro >0. 

2. 当场 U(r) 变化 时 , 求 相位 6 的 改变 . 

解 : 对 薛 定 请 方程 

ZLCL+1 

中 的 U(r) 进 行 变 分 ,我 们 得 

pe ll+1 2 

a + [Ee- 4 -0] a = a. 

第 一 式 乘 3Ki ,第 二 式 乘 Xi, 相 减 后 对 上 积分 ,得 

oa X00) 1 = BUdr, 

o 
上 式 左 端 用 下 列 渐 近 式 代 入 : 
sin (br- 广 tm +6)， 


1 
3 =8(5)eos (kr -Flin +6,) 
(此 式 中 所 选 的 系数 1 确定 了 所 采用 的 归 一 化 ) ,我 们 得 
@ (133.6) 式 中 ,这 相当 于 io 从 0 变 到 ,此 时 上 为 给 定 的 小 量 , 而 < 则 从 负 值 ( -x >>#) 变 到 正 值 


x >>k. 当 1 关 0 时 ,同样 可 从 kteot 56, = -5E-!( 已 ~-e) 中 得 到 这 个 结论 .此 时 已 =4 为 给 定 ,而 e 从 s>>4 变 
到 -e>>4. 
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5(5) = = XeUdr. 


根据 这 个 式 子 ,我们 可 对 作为 能 量 连 续 函 数 的 相位 8, 的 符号 问题 作出 某 些 
结论 ,为 了 避免 这 些 函 数 定义 中 的 含混 处 (可 以 相差 的 整数 倍 ) ,我 们 用 条 件 
861(%) =0 加 以 归 一 化 . 

先 从 U=0 开始 ,此 时 所 有 的 6, 等 于 零 ,逐渐 增 大 1U1, 我 们 发 现 斥 力 场 
(U>0) 中 所 有 的 8,<0, 引 力 场 (U<0) 中 则 6, >0. 斥 力 场 中 6,(0) =0, 所 以 低 
能 时 6, 很 小 ;散射 振幅 因此 是 负 的 :f=6,/k<0. 引力 场 中 相应 地 推 得 ,只 当 不 存 
在 离 朋 能 级 时 才能 是 正 的 ,不 然 的 话 , 当 巨 很 小 时 ,6, 不 是 接近 于 零 而 是 接近 
于 nm( 见 (133.17) 式 ) ,并 且 对 /的 符号 问题 不 能 作出 判断 . 

3. 对 半径 为 a 深度 为 Un 的 球形 方 势 阱 , 求 散射 长 度 a 和 有 效力 程 m, 设 该 
势 阱 只 含 一 个 接近 于 零 的 离散 能 级 . 

解 :仿照 §132 题 1 的 做 法 ,只 是 在 阱 内 区 与 Us 相 比 我 们 不 略 去 粒子 能 量 
已 = 让 已 [2m. 得 到 相位 6, 的 方程 为 


hoot(8, Fak) =Koot aK, 天 二 Vin +E) 
为 了 使 所 内 只 含 一 个 能 级 , 且 接 近 于 零 ,必须 有 ( 见 $33, 题 1) 


w= (+4), 4 <<1. 





将 前 式 展 成 ka 和 人 4 的 暴 次 式 后 ,我 们 得 


heot Bu~ -EA+ pea 


IE,l 
故 a=1/ko =8a/mPA,m =askn 值 与 全 一 致 ,E 是 阱 中 能 级 的 能 量 值 ; 见 


$33, 题 1. 
4. 对 一 个 在 球 半径 a 外 面 等 于 零 的 势 场 U(r) ,试用 相位 66( 上 ) 表 出 下 列 积 


分 式 
[xar 
XX 为 s 态 波 函数 (G. Liiders,1955). 
解 : 按 (128.10) 式 


fx 让 区 宫 x( 癌 ) ] 


式 中 搬 号 代表 对 微分 [ (128.10) 中 对 巨 的 导数 已 改 成 对 上 = /加 的 导数 ] 由 
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于 在 r=a 处 不 存在 场 ,上 式 右 边 可 采用 自由 运动 波 函 数 :X =2sin(kr+6。)[ 按 
(33.20) 归 一 化 ]. 结果 为 


d& : 
Jea=az(e+ 中 -sin[2(ka +6,)] >0. 


因为 妇 的 积分 一 定 是 正 的 ,上 式 右边 也 一 定 是 正 的 四 
$134 准 离散 能 级 处 的 共振 


能 够 训 变 的 系统 ,严格 讲 来 并 不 存在 离散 能 谱 . 衰变 时 从 中 逸 出 的 粒子 走向 
无 穷 远 处 ,从 这 一 点 看 来 ,该 系统 的 运动 是 无 限 运动 ,因而 能 谱 是 连续 的 . 

但 是 ,该 系统 的 衰变 概率 有 可 能 非常 小 . 这 类 系统 的 一 个 简单 例子 是 ,粒子 
四 周 被 一 个 相当 高 和 宽 的 势 垒 所 包围 存在 亚 稳 态 的 另 一 种 可 能 原因 是 ,由 于 纶 
的 自 旋 -轨道 作用 ,衰变 时 系统 的 自 旋 必须 发 生 改 变 . 

对 于 衰变 概率 很 小 的 系统 ,我 们 可 以 引进 准 定 态 的 概念 ,该 态 中 的 粒子 长 时 
期 地 在 这 个 “系统 之 内 "运动 ,经 过 相当 长 的 一 段 时 间 间 隔 7 以 后 才 逸 出 ,7 可 称 
为 所 考虑 准 定 态 的 寿命 (7 ~ 1/w,w 为 单位 时 间 的 衰变 概率 ). 这 些 态 的 能 谱 是 
准 离散 的 , 它 由 一 串 有 宽度 的 能 级 所 组 成 ,宽度 和 寿命 的 关系 为 忆 ~ /Tr[ 见 
(44.7) 式 ]. 准 离散 能 级 的 宽度 小 于 这 些 能 级 之 间 的 间距 . 

准 定 态 的 研究 ,可 以 采用 下 列 纯 形式 的 方法 . 直到 现在 为 止 , 我 们 总 是 要 求 
苹 定 词 方程 之 解 具有 这 样 的 边界 条 件 , 它 的 波 函数 在 无 穷 远 处 必须 是 有 限 的 . 代 
替 这 一 点 ,现在 我 们 来 找寻 这 样 的 解 , 它 在 无 穷 远 处 是 一 个 出 射 球面 波 ,与 系统 
误 变 后 逸 出 的 粒子 相对 应 . 由 于 这 样 的 边界 条 件 是 一 个 复 条 件 ,我 们 无 法 断言 能 
量 本 征 值 一 定 是 实数 .反之 ,求解 薛 定 雇 方程 后 得 到 一 串 复 值 ,我 们 把 它 写成 以 
下 形式 : 


i (134.1) 


式 中 的 E。 和 丁 是 两 个 常数 ,它们 都 是 正 的 ( 见 后 ). 
很 易 看 出 这 种 复 能 量 值 的 物理 含义 . 准 定 态 波 函 数 中 的 时 间 因 子 具有 以 下 
形式 : 


exp | -Et) =exp( -6 - 孝 !) 


@ ”这 个 不 等 式 早先 已 由 Wigner(1955) 用 别 的 方式 导出 . 
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因此 按 波 函数 的 模 量 平方 给 出 的 所 有 概率 都 按 e “的 规律 随时 间 误 减 @. 特别 
是 ,发 现 粒子 处 于 “系统 之 内 "的 概率 是 按 这 个 规律 衰减 的 ,因此 三 值 决 定 了 该 
态 的 寿命 ,单位 时 间 的 衰变 概率 为 

w=T/i. (134.2) 


准 定 态 波 函 数 在 远 距离 处 (出 射 波 ) 具 有 以 下 因子 : 
r 一 o 时 ,该 因子 指数 式 地 增长 ( 根 号 的 虚 部 是 负 的 ). 这 些 函 数 的 归 一 化 积分 
1 1*dV 因而 是 发 散 的 . 附带 说 一 下 ,这 一 点 解决 了 这 样 一 个 表 观 矛盾 ;一 方 
面 Ily1? 随时 间 衰 减 , 另 一 方面 可 用 波动 方程 证 明 它 的 归 一 化 积分 是 一 个 常数 . 


现在 来 考查 粒子 能 量 接近 于 某 一 准 离散 能 级 时 的 波 函 数 形式 . 
像 $128 一 样 , 我 们 写 出 径 向 波 函 数 的 渐 近 式 (在 远 距 处 ) (128. 1): 


R= [4i(E)exp( -er) +B(E)exp (Per) | 


(134.3) 
并 把 E 看 作 复 变量 . 当 为 正 实 值 时 ， 


R, = 二 [4(B)ew +B(E)e-*], Wee 


0 
并 有 41(E) =Bi(E)[ 见 (128.3),(128.4)], 式 中 的 函数 B,(E) 取 在 右 实 轴 制 
线 的 上 沿 . 

确定 复 能 量 本 征 值 的 条 件 , 归 结 为 渐 近 式 (134.3) 中 不 存在 人 射 波 . 这 就 意 


味 着 ,5 = - 二 i 时 系数 B.(E) 必 须 等 于 堆 : 





(134.4) 


B (5 -HiT ) =0, (134.5) 


由 此 可 见 , 准 离散 能 级 和 真 离散 能 级 一 样 ,都 是 函数 B,(E) 的 零点 ,但 和 真 离散 
能 级 所 对 应 的 零点 不 同 , 它 们 并 不 位 于 物理 叶 上 :我 们 在 写 出 条 件 (134.5) 时 ， 


加 ”我们 注意 到 ,这 一 点 表明 了 物理 上 三 为 正 量 的 必要 性 . 但 是 这 个 条 件 也 可 以 根据 所 设 的 苹 定 语 
方程 之 解 在 无 穷 远 处 的 边界 条 件 自动 地 得 到 ,也 可 以 根据 微 扰 论 公式 中 绕 过 极点 的 规则 ( 见 §130) 得 到 . 
假定 从 离散 能 级 ”到 连续 谱 态 ” 的 跃迁 是 由 便 定 微 扰 V 引起 的 . 则 能 级 的 二 级 修正 为 [参考 (33. 10) ] 


Ny 
2 _ 
EW = [sm i 


规则 (43.10) 给 出 
T= -2Im EY =27| 1V., ?8(E - E,)dy, 
这 与 跃迁 概率 (43.1) 式 一 致 . 
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已 经 假定 了 所 求 的 准 定 态 波 函 数 来 自 (134.3) 式 的 相同 项 ,该 项 在 E>0 时 [ 即 
(134.4) 式 ] 也 是 一 个 出 射 波 ( ~e*). 可 是 E=E。 - 广 iT 点 位 于 正 实 轴 的 下 面 . 


从 割 线 上 沿 [(134.4) 式 中 的 系数 用 它 来 定义 ] 到 达 这 一 点 而 又 不 离开 物理 叶 ， 


只 有 绕 过 EE=0 点 .这 样 一 来 V -巨变 号 ,出 射 波 变 成 了 人 射 波 . 因此 ,为 了 保持 
为 出 射 波 ,我 们 只 能 直接 向 下 通过 割 线 到 达 这 一 点 ,从 而 落 到 另 一 叶 非 物理 
叶 上 . 

现在 来 研究 接近 于 准 离散 能 级 的 那些 正 能 量 值 (当然 ,应 假定 厂 很 小 ,否则 
不 会 存在 这 些 接近 值 ). 把 函数 B,(E) 展 成 差 式 


E- (5 -3ir) 
的 震级 数 , 只 取 一 级 项 ,我们 有 
B(E) = (£-E,+iT)b, (134.6) 
式 中 b, 是 一 个 常数 .上 式 代 入 (134.4) ,得 到 接近 准 定 态 的 以 下 状态 波 函数 : 
R, = 二 [(z- ir) 中 “+ (E- E, + i ) be ls (134.7) 


这 个 函数 的 相位 5, 由 下 式 给 出 : 
2 ee -iT/2 


exp(2i8,) = Fir A 到 
Re i TFA ) exp(2i8f”)， (134.8) 
其 中 的 
bE 
exp(2i8." ) =( -1)"'—. (134.9) 


b, 
IE -El >> 厂 时 ,相位 6, 等 于 6/" ,因此 6!” 就 是 远离 共振 的 相位 值 . 
共振 区 内 的 8 显著 地 随 能 量变 化 . 如 果 利用 


exp(iarctan A) _1+iA 


ht 


把 (134.8) 改 写成 以 下 形式 : 


8,=80 ~ arctan jE SE (134.10) 
我 们 就 可 看 到 ,通过 整个 共振 区 (从 已 << Eu 变 到 已 >> E,) 后 相位 改变 了 7. 


= - 方 洒 时 ,(134.7) 式 变 成 


R= -br ew. 
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如 果 这 个 波 函 数 是 按 1y1? 对 系统 内 部 区 域 的 积分 等 于 1 这 样 的 条 件 归 一 化 的 ， 
那么 这 个 出 射 波 的 总 流量 ( 它 等 于 vliTbi 1 ) 应 该 等 于 (134.2) 式 的 衰变 概率 . 
从 而 得 


1 
本 
161 = oF (134.11) 


当 和 人 射 粒子 的 能 量 已 接近 于 由 散射 系统 和 进行 散射 的 粒子 所 组 成 的 复合 
系统 的 某 个 准 离散 能 级 E。 时 ,以 上 所 得 的 结果 使 我 们 有 可 能 求 出 这 个 粒子 的 弹 
性 散射 振幅 . 在 一 般 公式 (123. 11) 中 ,对 应 于 E。 能 级 的 那 一 个 1 项 必须 用 
(134.8) 式 代入 .这 时 我 们 得 出 

MO) fo 0) 寺 
式 中 的 /”(9) 是 远离 共振 的 散射 振幅 , 它 和 准 定 态 的 性 质 无 关 [ 它 由 每 项 中 的 
61=6l” 的 (123.11) 式 给 出 ]0./ (9) 称 为 势 散 射 振 幅 ,(134.12) 中 的 第 二 项 则 


称 为 共振 散射 振幅 ,后 者 在 E = E。 -到 处 有 一 个 极点 ,如 前 所 述 , 这 个 极点 不 


在 物理 叶 上 @. 

(134.12) 式 给 出 了 在 复合 系统 某 一 准 离散 能 级 处 接近 共振 的 弹性 散射 它 
的 成 立 范 围 由 以 下 要 求 所 决定 , 即 差 值 1E - E。 1 必须 远 小 于 该 能 级 到 相 邻 准 离 
散 能 级 的 距离 D: 





exp(2i8!" )P,( cos 0), (134.12) 


IE-E,l <<D. (134.13) 

如 果 所 考虑 的 是 慢 粒 子 散 射 , 亦 即 共 振 区 内 的 粒子 波长 远大 于 散射 系统 的 

尺度 时 ,(134.12) 式 还 可 适当 化 简 . 此 时 只 有 s 波 散射 是 重要 的 ;我 们 将 假定 E。 

确 是 属于 1=0 的 能 级 . 势 散射 振 幅 就 变 成 一 个 实 常数 - wa( 见 $ 132)@. 在 共振 

散射 振幅 中 ,我 们 令 1=0 并 把 exp(2i5t” ) 改 成 1( 因 为 gl = - ak <<1) ,从 而 得 

/2 

ROA eT 

在 IE -EE,1 ~ 本 的 窜 区 内 ,第 二 项 远大 于 振幅 a,a 可 以 略 去 .但 当 远 离 共振 区 
时 ,这 两 项 可 能 差不多 大 小 . 

以 上 的 推导 中 ,我 们 时 中 假定 了 能 级 E 的 数值 本 身 并 不 太 小 ,共振 区 不 在 


(134.14) 


@ ”如果 考虑 的 是 带电 粒子 被 一 个 带电 粒子 系统 所 散射 ,相位 854%) 应 该 采用 (135.11) 式 . 

回 注意 , 慢 粒 子 共振 散射 的 (133.15) 式 , 当 EE 接 近 于 1z0 的 正 能 级 e 时 ,该 式 与 (134.12) 式 中 的 
共振 项 精确 对 应 . 此 时 的 Be 和 二 值 由 (133. 16) 式 给 出 ,由 于 EE 很 小 ,相位 861” 也 很 小 , 故 exp(2i8/%) 
=1. 

图 已 假定 散射 场 随 距 离 的 增 大 而 足够 快 地 训 减 . $ 145 中 将 把 上 述 结果 应 用 到 原子 核对 慢 中 子 的 
散射 . 
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E=0 点 附近 . 如 果 考 虑 的 是 复合 系统 第 一 个 准 离散 能 级 处 的 共振 ,该 能 级 与 
巨 =0 的 间距 远 小 于 它 和 下 一 个 能 级 之 间 的 间距 ( 即 E。<< D), 这 时 展开 式 
(134.6) 就 不 再 适用 了 . 这 一 点 可 从 这 样 的 事实 看 出 , 当 BE-*0 时 ,(134.14) 式 的 
振幅 并 不 趋 于 一 常数 极限 ,而 按 一 般 理论 这 正 是 s 波 散射 所 必需 的 . 
我 们 来 考虑 一 个 准 离散 能 级 接近 于 零 的 情形 , 仍 假定 进行 散射 的 粒子 在 共 
振 区 内 很 慢 ,只 有 s 波 散射 是 重要 的 . 
波 函 数 中 的 系数 B,(E) 现 在 必须 按 能 量 E 本 身 的 军 次 展开 .E =0 点 是 函数 
有 (已 ) 的 一 个 支点 ,从 割 线 上 沿 绕 过 此 点 到 达 下 沿 时 B,(E) 变 成 B'(E). 这 意味 
着 展开 是 按 V =- 巨 的 寒 进行 的 , 按 上 述 方式 绕 过 已 =0 点 时 它 要 变 号 . 对 于 正 的 
已 值 ,我 们 把 函数 B,(E) 的 展开 式 中 的 前 几 项 写成 以 下 形式 : 
BA(E)=(E-e, +iyVE)b(E), (134. 15) 
式 中 的 se 和 ?7 都 是 实 常数 ,j( 巨 ) 是 能 量 的 函数 , 它 也 能 展 成 V 巨 的 寡 级 数 , 但 在 
=0 点 附近 没有 零点 0. 准 离散 能 级 =E。 -iT/2 相当 于 延 拓 到 非 物理 叶 下 半 
平面 后 的 已 - so +iy VE 因子 等 于 零 ,因此 E。 和 下 可 由 下 式 确定 : 
Es -FT -e+tiy VE, -iT/2 =0 (134.16) 
(为 了 使 E。 和 丁 是 正 的 ,常数 a。 和 必须 是 正 的 ). 例如 宽度 为 厂 << ,的 一 个 
能 级 ,相当 于 这 些 常数 间 具 有 so >> y” 的 关系 ,这 时 从 (134. 16) 式 可 得 E, = so， 
T=2y Veo. 
目前 情形 下 (134.15) 式 代替 了 (134.6) 式 ,随后 的 公式 也 要 作 相 应 的 修改 
(E 改 为 eo, 厂 改 为 2y VE). 散 射 振幅 因而 由 (134.14) 式 改 成 下 式 : 
. hy 
f= i (134.17) 
( 式 中 已 令 k= V2mE/ii,m 是 该 粒子 和 散射 系统 的 折合 质量 ). 0 时 这 个 振 
幅 确 是 趋 于 一 常数 极限 ,从 而 证 实 了 展 式 (134.15) 的 形状 . 
要 注意 的 是 ,(134. 17) 式 也 包括 了 复合 系统 的 一 个 真 离散 能 级 接近 于 零 时 
的 情形 , 它 由 ee 和 ?7 这 两 个 常数 间 的 适当 关系 所 给 出 .如 果 1eol <<y ,对 E << 
和 的 能 量 讲 来 ,共振 项 分 母 中 的 第 一 项 已 可 以 略 去 不 计 . 


再 略 去 势 散射 振幅 a, 我 们 得 公式 
1 


二 


加 按 (134.9) 式 ,函数 bo(E) 确 定 了 势 散射 的 相位 . 慢 粒 子 散射 中 , 它 的 展开 式 的 首 项 为 bo (EE) = 
常数 xi(1 +iak). 
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和 (133.7) 式 相同 (该 式 中 «= - V2meo/hy). 此 式 对 应 于 EE=e?/y 能 级 处 的 
共振 ,这 个 离散 能 级 是 真 的 还 是 虚 的 ,要 看 常数 < 是 正 的 还 是 负 的 而 定 . 


8$135 卢 瑟 福 公式 


库仑 场 中 的 散射 从 物理 应 用 的 观点 看 来 十 分 重要 . 它 的 重要 性 还 在 于 ,这 种 
情形 下 量子 力学 的 碰撞 问题 可 以 精确 解 出 . 

当 有 一 个 方向 可 以 区 别 于 其 余 方向 时 (目前 情形 下 就 是 入 射 粒 子 的 方向 ) ， 
库仑 场 中 的 薛 定 刘 方 程 最 好 在 抛物 坐标 系 #,m,9 中 求解 ( $ 37). 有 心力 场 中 的 
粒子 散射 问题 是 轴 对 称 的 . 因此 波 函 数 少 与 p 角 无 关 . 我 们 把 薛 定 刘 方 程 
(37.6) 的 特 解 写成 以 下 形式 : 

y= (én), (135.1) 
这 就 是 m=0 的 (37.7) 式 . 据 此 ,分 离 变 量 后 ,我 们 得 m=0 的 (37.8) 式 0; 


(和 ) + (Hea) 


车 (7 时 )+ (Sen Sh 


B +B, =1. 
散射 粒子 的 能 量 当 然 是 正 的 ,我 们 已 令 E=3k. (135.2) 式 中 的 符号 是 针对 斥 


力 场 情形 的 ,对 于 引力 场 中 的 散射 截面 讲 来 ,所 得 的 最 后 结果 相同 . 
我 们 要 找 的 醉 定 记 方 程 之 解 应 该 符合 如 下 要 求 :对 于 负 的 z 和 大 的 7, 它 具 
有 平面 波形 式 : 


(135.2) 


ye (rm,-%m <z<0)， 
这 对 应 于 沿 正 : 轴 方向 人 射 的 粒子 . 下 面 就 会 看 到 , 形 如 (135. 1) 的 一 个 特 解 
(而 不 是 具有 各 种 B, ,B, 值 的 解 的 线性 组 合 ) 能 够 符合 上 述 要 求 . 
在 抛物 坐标 系 中 ,上 述 要求 呈 以 下 形式 : 
Werte- 2 (对 7 一 2 和 所 有 二) 
要 满足 上 式 只 有 
fi(£) =ets (135.3) 
并 且 .请 (7) 遵 循 以 下 条 件 : 
fn) “erm 时 . (135.4) 
把 (135.3) 代 和 (135.2) 第 一 式 中 ,我 们 发 现 这 个 函数 的 确 满 足 该 方程 ,只 


加 ”本 节 中 ,我们 采用 库仑 单位 ( 见 $36). 
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要 常数 B = 去 让 .这 时 由 (135.2) 的 第 二 式 (B, =1 -p,) 得 


d 
坟 (7 匡 ) 证 (4#n-1 + 二 达 )A =0， 
我 们 来 寻求 上 式 以 下 形式 的 解 : 
9) =e Hw), (135.5) 
其 中 的 函数 (7) 当 ?一 om 时 趋 于 一 常数 . 对 w(7) 得 以 下 方程 ; 
nw" + (1 -ikn)w’ -w=0, (135.6) 


引入 新 变量 m% = im 后 ,上 式 可 以 化 成 参量 为 = -iVk,y = 1 的 合流 超 几 何 函 
数 方程 .我 们 从 (135.6) 式 的 解 中 应 当选 取 满 足下 述 要 求 的 解 : 它 乘 以 矿 (#) 后 
只 包含 出 射 球面 波 (散射 波 ) ,而 不 包含 人 射 球 面 波 . 此 解 即 以 下 函数 ; 


w= 常数 xF( -二 ， ,ikn ) 
把 以 上 各 个 表 式 汇集 起 来 ， i 信和 全 4 
4=ear(1+ 天 )e ee- We (Ee vik ). (135.7) 


少 中 的 归 一 化 常数 已 选 定 MN 见 后 ). 

为 了 把 这 个 函数 中 的 入射 波 和 散射 波 区 分 开 来 ,我们 必须 考虑 它 在 远离 散 
射 中 心 处 的 形式 . 应 用 合流 超 几 何 函 数 渐 近 展开 式 中 的 前 两 项 [ (d.14) 式 ] ,对 
大 的 我 人 有 








te ee Ci 1 ik 

(li ) ~ Te ir 

We aa 1 i (i/k)e™™ em : 
FTO +iE) ( +E7)"?( x" ) “FOL =i/h) 霹 e | -加 


把 上 式 代入 (135.7) 并 变换 到 球 坐标 系 [#& -n=2z,m =r-z=r(1-eos 6)], 最 
后 可 得 波 函 数 的 以 下 渐 近 表示 式 : 


yx= [1 + 二 入 ] exp {i + Inkl -cos 0)]}+ 

















+ Lexp { itr -Bin(247) }, (135.8) 
中 的 
a 1 T(1 +i/k) _2i Pa , 
/(0) = Sa Te tl Fn sin ). W059) 


〈135.8) 式 中 的 第 一 项 代表 人 射 波 ,我 们 看 到 ,由 于 库仑 场 衰减 缓慢 ,这 个 
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平面 人 射 波 即 使 在 远离 散射 中 心 处 也 是 畸变 的 @, 表 现在 它 的 相位 中 存在 对 数 
项 以 及 在 振幅 中 存在 1/7 量 级 的 项 ,在 (135.8) 第 二 项 所 表示 的 散射 球面 波 中 ， 
其 相位 中 也 有 了 畸变 对 数 项 ,这 些 与 波 函 数 的 通常 浙 近 表 式 (123.3) 之 间 的 差别 ， 
实际 上 并 不 重要 ,因为 当 rw 时 它们 给 出 的 流 密度 改正 值 趋 于 零 . 

由 此 得 到 散射 截面 do = If(9) 1?do 的 公式 





在 通常 单位 制 中 就 是 
dzr=(- 人 oe (135.10) 








式 中 "= 念 /mm 是 粒子 的 速度 . 这 就 是 经 典 力学 中 给 出 的 著名 的 卢 瑟 福 公 式 . 因 
此 对 于 库仑 场 中 的 散射 ,量子 力学 和 经 典 力学 给 出 同样 的 结果 ( N. Mott, W. Gor- 
don,1928). 当然 ,由 玻 恩 公式 (126. 12) 也 能 导出 (135.10) 式 . 

下 面 我 们 给 出 散射 振幅 (135.9) 的 球 谐 函 数 展开 式 , 以 供 参 考 . 它 是 把 
(36.28) 式 的 周 相 代入 (124.5) 式 后 得 到 的 ， 注 式 印 了 


Tr(i+l + 一 了 (ttt) 
exp(2i5fe ) = (135.11) 
T(2+1 -去 ) 
由 此 得 
r(r1+ 冯 ) 
10) = > (21+1) Pi,(cos 0). (135.12) 


r(+1- 交 ) 


散射 振幅 (135.9) 中 的 符号 对 应 于 斥 力 场 . 在 库仑 引力 场 中 ,(135.9) 式 改 
成 它 的 复 共 固 式 . 这 样 一 来 ,在 T(1 - it) 函数 的 极点 处 , 亦 即 伽 玛 函 数 的 宗 量 
为 负 整数 或 零 的 那些 点 处 ( 当 Im k >0 并 且 函 数 rw 在 无 穷 远 处 衰减 时 ) ,f( 09) 变 


成 无 穷 大 . 与 此 相应 的 能 量 值 为 二 已 = - 1/2m(n = 1,2,3,…) ,这 与 库仑 场 中 的 
离散 能 级 值 一 致 (参考 $ 128). 


外 这 种 畸变 的 来 源 可 以 经 典 地 阐明 . 如 果 考 虑 一 族人 射 方向 相同 的 (平行 于 = 轴 ) 经 典 库仑 双 曲 线 
轨道 ,很 易 证 明 ,它们 的 正 交 面 方程 在 远 距离 (z- - = ) 处 并 不 趋 于 z= 常数 ,而 是 趋 于 z+k-zln k(r-z) 
= 常数 ,这 个 面 就 是 (135.8) 式 中 入 射 波 的 等 相 面 . 

回 此 式 中 的 Ws 值 不 同 于 真正 的 (发 散 的 ) 库 仑 相位 ,其 差 值 对 所 有 的 1 来 讲 都 是 相同 的 
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$136 连续 谱 的 波 函 数组 


分 析 有 心力 场 中 的 运动 时 (第 五 章 ) ,我 们 所 考虑 的 定 态 中 ,粒子 具有 确定 
的 能 量 和 确定 的 轨道 角 动 量 1 及 其 分 量 m. 这 些 离散 谱 的 状态 波 函数 (Ye ) 和 连 
续 谱 的 状态 波 函数 (yu ,能 量 让 已 /2m ) 合 起 来 组 成 一 个 完备 组 ,任意 的 状态 波 
函数 可 以 用 它 展开 . 可 是 这 组 函数 对 散射 理论 中 的 问题 并 不 适用 .我们 有 另外 一 
组 方便 的 函数 ,其 中 的 连续 谱 波 函 数 具 有 特殊 的 渐 近 行为 :在 无 穷 远 处 成 为 一 
平面 波 和 一 个 出 射 球面 波 . 这 些 态 中 的 粒子 具有 确定 的 能 量 ,但 是 没有 确定 的 角 
动量 及 其 分 量 . 

根据 (123.6) 和 (123.8) ,这 样 的 波 函 数 (我 们 把 它 记 作 必 ” ) 由 下 式 给 出 : 


yt = 去 品 ia21+ 1) erp n) (Si): (136.1) 


勒 让 德 多 项 式 的 宗 量 写 成 os 9 =k* r/kr, 因 此 上 式 不 存在 (123.6) 式 那样 [ 式 
中 的 z 轴 是 平面 波 的 传播 方向 ] 的 坐标 轴 的 特殊 选 法 问题 . 对 矢量 大 取 所 有 可 能 
的 值 后 ,我 们 就 得 到 一 组 波 函 数 , 现 在 来 证 明 , 它 们 是 按 连续 谱 的 通常 规则 正 交 
归 一 化 的 : 





fw we dv = (2m) 8(k’ = (136.2) 
证 明 时 ,我 们 注意 到 乘积 yw 可 以 表 成 以 下 乘积 对 1 和 的 双重 求 
和 : 
大 .天 Ba 
nF) (Er) 
对 r 各 个 方向 的 积分 可 利用 下 式 进行 : 





J (Sr)r, (Se ) do=0rzt rr (si) (136.3) 
参考 数学 附录 (e.12) 式 . 留 下 
J wy Way = 总 本 (21 +1) ert) -0)1P, (cos A 


x {Ra Ru(r) rdr 
式 中 yy 是 和 k' 的 夹 角 . 但 径 向 函数 R, 是 按 下 式 正 交 归 一 化 的 : 
人 RuRurzdr=2m5( ~k). 


加 实质 上 ,只 有 中 *) 的 正 交 性 需要 单独 证 明 , 归 一 化 可 从 函数 的 渐 近 式 直 接 导出 (参考 $21). 在 
这 个 意义 下 ,(136.2) 式 的 成 立 是 明显 的 ,因为 一 = 时 这 些 函数 中 的 非 衰减 项 只 有 "~ 
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关 全 全 全 下 天 生肖 枚 仙人 她 ， 再 用 (124. 3) 式 ,我 们 得 
[可 wi dV = = (kh) > (21+1)P,(cos y) = 


= (kh)8(1 ~cos y). 


上 式 右边 当 上 关 k' 时 为 零 , 乘 以 25ksin ydkdy/(2m)3 再 对 整个 大 空间 积分 
后 得 1, 这 就 证 明了 (136.2) 式 . 

引进 内 ” 函数 组 的 同时 ,还 可 引进 另 一 个 函数 组 ,它们 对 应 于 在 无 穷 远 处 
是 一 个 平面 波 和 一 个 人 射 球面 波 的 态 . 我 们 把 这 些 函 数 记 作 wy! ,它们 可 从 
必 ” 直接 得 到 ; 

i (136.4) 

由 于 e™/r( 出 射 波 ) 的 复 共 为 e-*/r( 入射 波 ) ,而 平面 波 变 成 e-*", 因 此 ,为 
了 保留 的 原 有 定义 (平面 波 e*“) ,我 们 必须 把 大 改 成 -k, 如 (136.4) 式 所 示 . 
注意 到 


P,( -cos bg) =( -1)'P,(cos 6)， 
由 (136.1) 式 得 
9 -i 大 
从 -= 去 NN i'(21+1)e ”Ru(mDP( (136.5) 


库仑 场 的 情形 非常 重要 . 此 时 函数 WW" (和 yi”) 可 写成 封闭 式 , 它 可 从 
(135.7) 式 直接 得 到 . 我 们 把 抛物 坐标 表 成 


Dk(é-n) Ek 
因此 对 库仑 斥 力 场 有 


y=e Tr (1+ 广 ): 下 ( - 立 ， 1,ikr 一 这 a (136.6) 

Wer (1 -二 )s (二 -ikr -这 ， A (136.7) 
库仑 引力 场 的 波 函 数组 可 由 上 式 中 上 和 的 同时 变 号 获得 ; 

由 eT (1- 主 )e* (证,vikr- 这 7)， (136. 8) 


Ee he (136.9) 


库仑 场 对 原点 附近 粒子 运动 的 作用 ,可 用 yw“ 或 yl 的 模 量 平方 和 自由 
运动 波 函 数 ye =e “的 模 量 平方 在 r=0 点 的 比值 来 标志 . 利用 公式 


外 采用 库仑 单位 . 
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(1+ 计 )T(1- 诗 ) = 二 T (二 )T(1 -二 ) = 信 sinh 信 ， 








很 易 求 出 对 斥 力 场 有 

WON ECOWE YY ‘9m 

a Ty (136. 10) 
对 引力 场 有 

pI WWI)P 2 

Ve Nl le (136.11) 


惟 ” 和 居 ”” 函 数组 在 连续 谱 微 扰 论 的 应 用 问题 中 起 着 重要 的 作用 . 我 们 


假定 ,作为 某 个 微 扰 Y 的 结果 ,粒子 在 连续 谱 的 状态 间 进行 跃迁 . 跃迁 概率 由 以 
下 矩阵 元 确定 : 


fw Py,dy. ~ (136. 12) 


产生 的 问题 是 ,究竟 用 波动 方程 的 哪些 解 作为 初 态 (y,) 和 末 态 (w/) 波 函数 ,以 
便 求 得 的 振幅 针对 粒子 从 无 穷 远 处 动量 为 认 的 态 跃 迁 到 无 穷 远 处 动量 为 i 
的 态 了 了, 我们 来 证 明 , 它 要 求 
Y= =. (136. 13) 

(A. Sommerfeld ,1931). 

如 果 我 们 不 仅 对 微 扰 六 ,而且 也 对 粒子 运动 所 在 的 场 U(r) 来 看 一 下 怎样 用 
微 扰 论 求解 的 话 , 这 个 问题 就 变 得 清楚 了 . 零 级 近似 (对 UV 而 言 ) 中 ,矩阵 元 
(136.12) 为 


Ux = I ed 
在 对 U 的 高 级 近似 中 ,这 个 积分 改 成 一 个 级 数 ,其 中 每 一 项 是 一 个 积分 


VO Ds | 
ea -E+i0)*(E. -E. i 
(参考 §43 和 $ 130). 分 子 中 含有 对 未 微 扰 平面 波 而 言 的 (各 级 ) 和 矩阵 元 ,积分 
则 按 同一 个 固定 规则 避 开 了 所 有 的 极点 . 另 一 方面 ,这 个 级 数 可 以 作为 
(136. 12) 式 的 矩阵 元 而 得 到 ,该 式 中 的 波 函 数 y; 和 录 现在 是 对 于 场 U 而 言 的 
微 扰 论 级 数 . 其 结果 一 定 等 于 许多 积分 之 和 ,并 按 同 一 规则 避 开 了 其 中 的 所 有 极 
点 .这 一 事实 表明 ,在 几 和 ;的 级 数 表 式 中 ,必须 按 同样 的 规则 避 开 各 项 中 的 


-有 





四 这 种 过 程 的 一 个 例子 是 ,一 个 电子 和 一 个 静止 重 核 相 磁 并 辐射 一 个 光子 ,从 而 改变 了 它 的 能 量 


和 运动 方向 . 微 护 7 就 是 电子 和 辐射 场 的 作用 , 核 库仑 场 就 是 "和 ?借以 定义 的 场 U( 见 卷 4, $90 
和 93),. 另 一 个 例子 是 电子 和 一 个 原子 碰撞 ,同时 伴随 着 原子 的 电离 , 见 $ 148, 题 4. 
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极点 . 可 是 ,如 果 具 有 这 种 规则 的 波 函 数 是 由 微 扰 论 解 出 的 ,所 得 的 解 的 渐 近 式 
中 必须 包含 出 射 波 ( 以 及 平面 波 ) . 换 句 话说 ,形式 为 
her", We ew 
的 零 级 近似 (对 U 而 言 ) 波 函数 必须 分 别 用 波动 方程 的 精确 解 yt” 和 ww? = 
(yr ) 来 代替 . 这 就 证 明了 规则 (136. 13). 
取 ww 为 末 态 波 函 数 还 能 用 于 从 离散 谱 到 连续 谱 的 唉 迁 ,此 时 当然 不 存在 
怎样 选 几 的 问题 . 


$137 全 同 粒子 的 碰撞 


两 个 全 同 粒子 的 磁 撞 需要 作 特 殊 的 考虑 . 粒子 的 全 同性 在 量子 力学 中 导致 
了 两 者 之 间 出 现 一 种 特有 的 交换 作用 . 这 一 点 对 散射 也 有 重要 的 影响 (N. F. 
Mott,1930 ) ©. 

双 粒 子 系统 的 轨道 波 函 数 必须 对 这 两 个 粒子 对 称 或 反对 称 ,取决 于 它们 的 
总 自 旋 是 偶数 还 是 奇数 ( 见 $62). 因 此 由 通常 藤 定 户 方 程 解 出 的 描述 散射 问题 
的 波 函 数 也 必须 对 这 两 个 粒子 对 称 化 或 反对 称 化 . 粒子 的 对 换 等 价 于 联结 它们 
的 径 矢 的 反 向 . 在 质心 为 静止 的 坐标 系 中 ,这 就 意味 着 r 保持 不 变 而 把 9 角 换 成 
T -内 因而 z=reos 9 变 成 -z), 因 此 波 函数 的 渐 近 表 式 (123.3) 必须 改 为 


W=e* se w+ lew[/0) #f(n -0)] (137.1) 


由 于 粒子 的 全 同性 ,当然 不 能 说 出 哪个 是 散射 的 哪个 是 被 散射 的 . 在 质心 静 
止 的 坐标 系 中 ,我们 有 两 个 等 同 的 沿 相反 方向 传播 的 入 射 平面 波 (ex 和 eu) ， 
(137.1) 式 中 的 出 射 球面 波 同 时 计 及 了 这 两 个 粒子 的 散射 ,由 此 算出 的 概率 给 
出 了 这 两 个 粒子 中 任 一 个 粒子 散射 到 给 定 do 立体 角 元 内 的 概率 . 散射 截面 等 于 
这 个 流量 和 两 个 人 射 平面 波 中 任意 一 个 平面 波 的 流 密度 之 比 ,也 就 是 说 和 以 前 
一 样 , 仍 由 (137.1) 式 。 Ar 前 面 的 系数 的 模 量 平方 所 给 出 . 

由 此 可 见 , 如 果 相 碰 粒 子 的 总 自 旋 为 偶数 ,散射 截面 的 形式 为 


do, = I/(0) +F(m-6)12do， (137.2) 
而 当 总 自 旋 为 奇数 时 , 则 有 
dc.=IK8) -/(™ -0)1’do. (Bw 


干涉 项 f(9)/" (mm -6) +/"(9)f(m -96) 的 出 现 标志 着 交换 作用 . 如 果 这 两 个 粒 
子 并 不 相同 ,正如 经 典 力学 中 那样 ,两 个 粒子 中 任 一 粒子 散射 到 某 一 给 定 立 体 角 
元 do 内 的 概率 ,就 简单 地 等 于 一 个 粒子 偏转 9 角 的 概率 加 上 另 一 个 反 向 运动 粒 
子 偏转 -2 角 的 概率 , 换 句 话说 ,截面 应 该 等 于 


外 在 这 里 我 们 仍 略 去 直接 的 自 旋 -轨道 作用 . 
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{C0) 1 + 1A(m 0) 1 do. 

在 低速 极限 情形 下 ,如 果 粒子 间 的 相互 作用 随 着 距离 的 增 大 而 衰减 得 足够 
快 ,散射 振幅 就 趋向 于 一 个 和 角度 无 关 的 常数 值 ( $ 132) ,从 (137.3 ) 式 可 知 ,此 
时 do 趋 于 零 , 亦 即 只 有 总 自 旋 为 偶数 的 两 个 粒子 相互 散射 . 

(137.2),(137.3) 式 中 已 经 假定 了 这 两 个 相 碰 粒 子 的 总 自 旋 具 有 某 一 定 
值 . 如 果 这 两 个 粒子 并 不 处 于 确定 的 自 旋 态 ,那么 在 求 截面 时 需要 对 所 有 可 能 的 
自 旋 态 求 平均 ,并 假定 这 些 自 旋 态 都 是 等 概率 的 . $ 62 中 曾经 指出 ,在 双 粒子 系 
统 (每 个 粒子 的 自 旋 为 ) 中 ,总 数 为 (2s +1)? 个 不 同 的 自 旋 态 中 ,有 s(2s +1) 个 
态 对 应 于 偶 的 总 自 旋 , 有 (s+1)(2s+1) 个 态 对 应 于 奇 的 总 自 旋 (如 果 * 为 半 整 
数 ) ,或 者 反之 (如 果 * 为 整数 ) .我们 先 假定 粒子 自 旋 * 是 半 整 数 . 此 时 ,两 个 相 
碰 粒 子 的 系统 的 $ 值 为 偶数 的 概率 等 于 *(2s +1)/(2s +1)? =sw(2s*+1),S 值 
为 奇数 的 概率 等 于 (s+1)/(2s + 1). 故 截面 为 


5 s+l1 
do = 元 +Tdc， Wd (137.4) 


把 (137.2) ,(137.3) 代 入 上 式 ,得 
do=|l/(0)1 + Il/(m-0)1|- 





3 FAO) (mn-0)+ 


+f° (9)/(™ -9)]1do. (137.5) 
同样 ,对 整数 值 的 * 求 得 


do= {If/(0)1 + lf/(m -61 + 


+/" (0)/(m -0)]}do. (137.6) 
作为 一 个 例子 ,我 们 来 写 出 按 库仑 定律 (U = evr) 作用 的 两 个 电子 的 碰撞 公 


式 . 把 (135.9) 代 入 * = 地 的 (137.5) 式 中 ,经 过 简单 计算 后 得 (通常 单位 制 中 ) 


2 1 1 1 ez Fh | 
do= (#) | 二， - 0s (ln ten 30) |do， 


cos' 20 sin 地 Oeos 70 








C137.7) 
式 中 采用 电子 质量 m。 代替 折合 质量 m = m。/2. 如 果 粒 子 速度 很 大 使 得 e? << 
(注意 ,这 个 条 件 正好 就 是 库仑 场 的 微 扰 论 适用 条 件 ) ， 上 式 就 可 以 显著 地 化 简 . 
此 时 第 三 项 中 的 余弦 函数 可 以 用 1 代替 ,我们 得 


do = (22 ) do 


在 相反 的 极限 情形 下 ,e* >> 号 ,相应 于 过 滤 到 经 典 力学 ( 见 $127 末 ). 在 
(137.7) 式 中 ,这 种 过 渡 是 很 特殊 的 . 当 e >> 顺 时 , 方 括号 内 第 三 项 的 余弦 函数 





(137.8) 


mov” 
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是 一 个 急剧 振荡 函数 . 对 每 一 个 给 定 的 9 角 ,(137.7) 式 给 出 的 散射 截面 值 一 般 
讲 来 显著 地 不 同 于 卢 瑟 福 散射 的 值 . 但 是 ,即使 对 一 个 很 窄 范围 内 的 8 值 平均 以 
后 ,(137.7) 式 中 的 振荡 项 等 于 零 , 我 们 就 得 到 经 典 公 式 . 

上 述 所 有 截面 公式 ,都 是 对 质心 静止 的 坐标 系 而 言 的 . 把 它 变换 到 碰撞 前 一 
个 粒子 为 静止 的 坐标 系 中 ,只 需 把 式 中 的 9 改 成 29 就 可 以 了 [根据 (123.2)]. 
因而 ,对 于 两 个 电子 的 碰撞 ,从 (137.7) 式 得 


， 
Be 


cos (En an ) ]eos do, (137.9) 








Sineos’D 
式 中 的 do 是 新 坐标 系 中 的 立体 角 元 . 9 改 成 28 时 ,立体 角 元 do 必须 改 成 
4cos gdo, 因 为 
sin bdbdp =4cos tsin bdbdp. 


习 题 
求 自 族 为 二 的 两 个 全 同 粒子 的 散射 截面 ,它们 具有 给 定 的 自 旋 平 均值 页 和 吏 . 


解 :截面 和 粒子 极 化 的 关系 ,必须 用 正比 于 标量 5* 5 的 项 来 表 出 .我 们 把 
do 写成 a+b5，* 55 的 形式 .对 于 非 极 化 的 粒子 ( 引 =5, =0), 第 二 项 不 存在 ,并 


按 (137.4) 有 dr =a = 二 (da,+3da.) ,如 果 两 个 粒子 在 同一 方向 完全 极 化 (5 


.至 = 于) ,该 系 统 肯 定 处 于 S=1 的 态 中 .此 时 有 da =a+ 二 1 = da 从 以 上 两 
式 解 出 a 和 ,我 们 有 


dr = (do, +3d0,) + (do — do )5 + 5. 


$138 带电 粒子 的 共振 散射 


带电 核 粒子 (例如 质子 和 质子 ) 的 散射 ,除了 短程 的 核 力 外 ,还 有 衰减 缓慢 
的 库仑 作用 . 这 种 情形 下 的 共振 散射 理论 是 按 $ 133 中 所 述 的 同样 方法 发 展 的 . 
唯一 差别 是 核 力作 用 范围 以 外 (> >> a) 的 波 函 数 不 能 取 自 由 运动 方程 (133. 2) 
之 解 ,必须 取 库 仑 场 中 薛 定 雇 方 程 的 精确 通 解 . 粒子 的 速度 仍 假定 很 小 ,使 得 ha 
<<1;1/k 和 库仑 制 单位 长 度 a. = 起 /(m2Z,Zae ) (m 是 相 碰 粒子 的 折合 质量 ) 之 
间 的 关系 可 以 任意 人 . 


名 以 下 所 讲 的 理论 来 自 1. lannay 和 外. A. Cmoponmncxnh(1944). 
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对 于 库仑 斥 力 场 中 1=0 的 运动 , 径 函 数 X =rR。 的 醉 定 户 方 程 为 
x+ (已 -二 jx=0， (138.1) 


此 处 采用 了 库仑 单位 制 . $ 36 中 曾经 求 出 过 上 式 之 解 ,所 加 的 条 件 是 r=0 处 x/r 
为 有 限 . 我们 用 记号 F 代表 这 个 解 , 它 的 形式 是 [ 见 (36.27) 和 (36.28)] 


F, =4ewkrF (二 +1,2， -2ikr), 





a (138.2) 
el 
这 个 函数 在 远 距 处 的 渐 近 式 为 
Fo sin (kr = In(2h7) +owe ) 
(138.3) 


BONE = arg r(1 | 
"很 小 时 (kr <<1,r<<1) 展 开 式 的 首 项 为 
Fo =4kr(1+r+…). (138.4) 
但 在 目前 ,边界 条 件 已 经 改变 , 波 函 数 在 原点 的 行为 不 再 重要 ,我 们 需要 的 是 
(138.1) 式 的 通 解 , 它 等 于 两 个 独立 解 的 线性 组 合 . 

(138.2) 式 的 合流 超 几 何 函数 中 的 那些 参量 (y 值 是 一 个 整数 ,y =2) 属于 
数学 附录 $d 之 末 所 讲 的 情形 . 根据 该 处 的 (d. 14) 式 ,(138.2) 式 中 的 下 函数 等 
于 两 项 之 和 ,我 们 把 这 两 项 另行 线性 组 合 后 ,可 得 (138. 1) 的 另 一 个 独立 解 .我 
们 取 这 两 项 之 差 作为 它们 的 线性 组 合 , 即 得 方程 (138. 1 ) 的 第 二 个 独立 解 ( 记 作 
Gu ) ,其 形式 为 了 


Go =2Im Te 2) (1 kr) (138.5) 
函数 F。 就 是 同一 式 的 实 部 . 远 距 处 的 渐 近 式 为 
Go~eos (hr -TIn 2kr +88e ), (138.6) 
对 小 的 y, 展 开 式 的 前 几 项 为 
Go = +2y[In2y +2C -1+h(h)] +.), (138.7) 
式 中 C=0.577… 为 欧 拉 常数 .h(k) 代 表 以 下 函数 : 
WOR wt el (138.8) 


@ 函数 Fo 和 Go( 以 及 1z0 时 相应 地 定义 的 函数 F 和 Ci) 分 别称 为 正规 和 非 正规 库仑 函数 . 
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业 (z) =T'(z)/T(z) 是 T 函数 的 对 数 导 数位 
方程 (138. 1 ) 的 通 解 可 写成 以 下 形式 : 


X = 常数 x(Fucot 5 + Go)， (138.9) 
式 中 的 cot 5 是 一 个 常数 . 所 选 的 记号 使 得 这 个 解 的 渐 近 式 呈 以 下 形式 : 
x sin (hr -TIn(2kr) 十 5 库仑 +6,)， (138. 10) 


因此 5 就 是 由 短程 力 引起 的 波 函 数 的 附加 相位 . 我 们 必须 把 它 和 边界 条 件 [X'/ 
Xo = 常数 中 出 现 的 常数 联系 起 来 ,这 个 边界 条 件 是 用 来 代替 核 力 作用 范围 内 
的 波 函 数 处 理 的 . 由 于 对 数 导 数 X'AX 当 一 0 时 具有 对 数 发 散 性 ,这 个 边界 条 件 
现在 不 能 取 在 r=0 处 ,而 只 能 取 在 某 一 任意 小 的 但 为 有 限 值 的 r=p 点 处 . 应 用 
(138.4) 和 (138.7) 式 算出 Xx'(p)AX(p) 后 令 它 等 于 一 个 常数 , 即 得 以 下 形式 的 边 
界 条 件 : 
kA?cot 5 +2[ln 2p +2C +h(k)] = 常数 . 

式 左 含有 与 上 无 关 的 常数 2In 2p 和 4C ,把 它们 并 人 式 右 的 常数 内 ,然后 把 这 个 
常数 记 作 -«, 在 普通 单位 制 中 ,cot 5 的 最 后 表 式 为 


oo -二 (er 1) [Ata.) + 二 ka] (138.11) 
T 2 


取 极 限 1/a. 一 0, 也 就 是 对 不 带电 粒子 , (138. 11) 式 变 成 关系 式 cot 6。 = -xk/k， 
亦 即 (133.6) 式 . 
图 49 给 出 了 函数 h(x) 的 一 个 图 形 ®@. 
由 此 可 见 , 当 有 库仑 作用 存在 时 ,这 个 “常数 "为 
Js 生生 (138. 12) 


a 1) a 


我 们 在 “常数 "一 词 上 加 一 个 引号 ,是 由 于 « 实际 上 是 某 一 与 短程 力 性 质 有 关 的 


人 @ 通过 展 式 (d.17) 可 从 (138.5) 求 得 展 式 (138.7) ,推导 时 要 用 到 以 下 熟知 公式 : 
多 (1+z) = 多 (=) +1/s 
(上 式 很 易 从 T(z+1) =zT(z) 以 及 %(1) = -C,y(2) = -C+1 导出 ). 
回 计算 h(k) 函数 可 利用 公式 


< 1 
MD DE 


上 式 很 易 用 下 式 得 到 : 
ys) = -5- 二 + rr) 
见 Whittaker，watson，Course of Modem Analysis，Cambridge, 1944 ，§ 12. 16. A(k) 函数 的 极限 表 式 为 
k<<l1, h(k) 一 已 [12， 
k>>1, h(k) = -C+lnk+l2/; 
后 一 式 给 出 的 h() 值 精确 到 4% 以 内 ,直到 >2.5. 
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函数 按 小 量 ha 的 寡 展 开 后 所 得 的 首 项 . 正如 
$ 133 中 指出 的 ,低能 共振 相当 于 常数 < 特别 小 
的 情形 . 因而 ,为 了 改进 精确 度 ,我 们 必须 计 及 这 
个 展 式 中 的 下 一 项 ( ~ 已 ) ,该 项 中 含有 一 个 数量 
级 “正常 "的 系数 ,也 就 是 必须 把 (138. 12 ) 式 中 的 
-K 改 成 





Ne 
一 Ko + FTok @. 


正如 $133 所 说 ,共振 的 存在 来 自 该 系统 的 
一 个 真 的 或 虚 的 束缚 态 . 可 以 证 明 加 ,判断 真能 级 


























或 虚 能 级 的 判 据 仍然 是 常数 x 的 符号 
根据 (138. 10) , 波 函 数 的 总 相 移 为 88e + Br 图 49 
因而 散射 振幅 为 
10) = 二 > (21+1) [ene -1]Pi(eos 0), (138.13) 
方 括号 内 的 差 可 以 写成 
EME- 1 = [em me 1] +[eu (em -IT)]，。 (138. 14) 


库仑 相 移 fs 对 所 有 的 1 散射 振幅 给 出 数量 级 相同 的 贡献 . 相 移 8 和 短程 力 有 
关 , 低 能 时 ! 寺 0 的 6, 很 小 . 因此 ,把 (138. 14) 代 入 (138. 13) 时 ,每 个 求 和 项 中 保 
留 (138. 14) 式 的 第 一 项 , 求 和 后 即 得 库仑 散射 振幅 (135.9) 


ja -一 一 ep( -总 -Em sin 二 0+2i58e (138.15) 
2a,k?sin’ 30 
(138. 14) 式 中 第 二 个 括号 只 保留 1=0 的 项 . 因而 总 散射 振幅 为 
f(0) =fwe (0) + 二 (ee (138. 16) 


上 式 中 的 第 二 项 可 以 称 为 核 散 射 振 幅 . 但 应 强调 指出 ,这 种 划分 具有 任意 
性 :鉴于 (138.11) 中 5 的 定义 ,库仑 作用 的 存在 对 8 这 一 项 也 有 相当 大 的 影 
响 ,这 与 不 带电 粒子 短程 力 的 相应 项 很 不 一 样 . 特别 是 ka. 一 0 时 , 相 移 6, 以 及 
(138. 16) 式 中 的 第 二 项 按 e“"… 的 规律 指数 式 地 趋 于 零 . 也 就 是 说 , 核 散射 整 
个 地 被 库仑 斥 力 掩盖 掉 . 


@@ “对 质子 -质子 散射 ,常数 a=1/xo 而 的 值 为 a= -7.8 x10- em,r =2.8x1l0- ”em( 库 仑 制 
长 度 单位 为 2 让 /mvez =57.6 x10-Sem). 这 些 值 是 对 自 施 反 平行 的 一 对 质子 而 言 的 :根据 泡 利 原理 , 自 旋 


平行 的 双 质 子 系统 不 能 处 于 s 态 . 
回 见 . Mansay, A. Cmopommnckun, KIT®,14,269,1944. 
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散射 截面 中 ,这 两 部 分 振幅 是 相干 的 : 


dc _ 2 _ 122Zae ) I 
a ) [es 








4kha. 

sin’(0/2) 
上 式 假定 了 相 碰 粒子 是 不 同 的 ,对 同类 粒子 ,散射 振幅 在 取 平 方 之 前 必须 先 对 称 
化 (参考 8$137). 


$139 快 电 子 和 原子 的 弹性 碰撞 


快 电子 和 原子 的 弹性 碰撞 可 以 用 玻 恩 近似 处 理 . 只 要 入 射电 子 的 速度 远大 
于 原子 中 的 电子 速度 即 可 . 

由 于 电子 和 原子 的 质量 差别 很 大 ,后 者 在 碰撞 中 可 以 认为 是 不 动 的 ,质心 为 
静止 的 坐标 系 就 和 原子 为 静止 的 坐标 系 重合 . 此 时 (126.7) 式 中 的 p 和 p' 就 代 
表 碰 撞 前 后 的 电子 动量 ,m 为 电子 质量 ,6 角 就 是 电子 偏转 角 妨 (126.7) 式 中 的 
势能 U(r) 需 要 适当 地 定义 . 

$ 126 中 ,我 们 计算 了 相对 于 碰撞 前 后 自由 粒子 波 函 数 而 言 的 相互 作用 能 
的 矩阵 元 Www 在 和 原子 碰撞 时 ,还 应 计 及 描述 原子 内 部 状态 的 波 函 数 . 弹性 碰 
撞 中 ,原子 态 保持 不 变 . 因此 U,, 仍 可 作为 由 电子 波 函 数 如 和 ww 所 确定 的 矩阵 
元 , 它 对 原子 波 函 数 而 言 是 对 角 的 . 换 句 话说 ,(126.7) 式 中 的 U(r) 应 该 取 作对 
原子 波 函 数 平均 以 后 的 电子 和 原子 间 的 相互 作用 势能 . 它 等 于 ep (r) ,其 中 的 
9(r) 是 原子 中 的 平均 电荷 分 布 在 r 点 产生 的 势 . 

我 们 用 p(r) 代表 原子 中 的 电荷 密度 分 布 ,对 势 p 而 言 ,我 们 有 以 下 泊 松 
方程 


2 
sin Gocos( ln sin +6,) +4(ka.)?sin 引 - (138.17) 


Va2p= -4Tp(r). 
所 求 的 矩阵 元 wy 基本 上 就 是 忌 的 ( 即 史 的 ) 傅 里 叶 分 量 (对 应 于 波 矢 9=K' -大 
的 傅 里 叶 分 量 ). 把 泊 松 方程 分 别 应 用 于 每 一 个 傅 里 叶 分 量 ,我 们 有 


Vere" = -over = -4npten 
故 
Pe =4mpw/g ， 
亦 即 
fee “av= [pe ay. (139.1) 
gq 


电荷 密度 p(r) 由 电子 电荷 和 核电 荷 所 组 成 : 
p= -en(r) +Ze5(r)， 
式 中 en(7) 是 原子 中 的 电子 电荷 密度 . 乘 以 e ““ 并 积分 得 
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os dr= -efne "dv + Ze. 





由 此 得 我 们 所 关心 的 积分 式 
[Ue rave [zr(0)], (139.2) 
式 中 的 (49) 由 下 式 定 义 : 
F(q)= J re" av (139.3) 


并 称 为 原子 形状 因子 . 它 是 散射 角 和 人 射电 子 速度 的 函数 . 
最 后 ,把 (139.2) 代 入 (126.7) 式 ,得 快 电子 被 原子 弹性 散射 的 截面 公式 : 
4m’e' 
太太 
我 们 来 考虑 ga。<<1 的 极限 情形 ,a。 具 有 原子 半径 的 数量 级 . 小 的 散射 角 对 
应 于 小 的 g: <<zo/u, 其 中 ~ /ma。 为 原子 中 电子 速度 的 数量 级 . 


我 们 把 R(q) 展 成 4 的 赛 级 数 . 零 级 项 为 J ray, 它 是 原子 中 的 电子 总 数 Z. 





有 [Z -FR(9) ] dog = usin 二 人 (139.4) 


一 级 项 和 [mmDar 成 正比 ,也 就 是 原子 偶 极 矩 的 平均 值 ; 它 恒 等 于 零 ( 见 
$75). 因此 必须 继续 展开 至 二 级 项 ,得 到 

Z-F(g) = farays 
代入 (139.4) 后 得 





: 
， 
we do. (139.5) 
3 


由 此 可 见 ,在 小 角度 范围 内 ,截面 与 散射 角 无 关 , 并 由 原子 中 电子 距离 原子 核 的 
均 方 距离 所 给 定 . 

在 大 g(gao >>1, 即 妇 >>v/v) 的 相反 极限 情形 下 , (139.3) 被 积 函 数 中 的 
e ”因子 是 一 个 急剧 振 功 函数 ,因而 整个 积分 接近 于 零 . 和 2 相 比 我 们 就 可 以 
略 去 F(9) , 故 


do = 








(139.6) 


也 就 是 说 ,我 们 得 到 原子 核 处 的 卢 瑟 福 散 射 . 


四 我 们 略 去 了 进行 散射 的 快 电 子 和 原子 中 电子 间 的 交换 作用 ,也 就 是 没有 把 该 系统 的 波 函数 对 称 
化 .这 种 做 法 的 合理 性 是 明显 的 :在 "交换 积分 "中 ,自由 粒子 的 急剧 振 荔 波 函数 与 原子 中 电子 波 函数 之 间 
的 干涉 效应 ,对 散射 振幅 的 贡献 是 很 小 的 - 
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我 们 也 能 计算 输 运 截面 
ou = fa 一 cos #)do. (139.7) 


根据 (139.5) 式 ,在 妨 <<w] 的 角度 范围 内 ,我 们 有 do = 常数 xsin ydt = 常数 
x 如 d9, 式 中 的 常数 与 妇 无 关 . 因此 在 这 个 范围 内 ,上 式 积分 中 的 被 积 函 数 和 访 
成 正比 , 故 在 积分 的 下 限 很 快 地 收敛. 在 1 >> ? >> we 的 范围 内 ,我 们 有 do = 
常数 x dg《t ;被 积 函数 与 1/ 如 成 正比 ,积分 (139.7) 对 数 性 发 散 . 由 此 可 见 , 这 
个 角度 范围 在 积分 中 起 着 主要 作用 ,我 们 只 需 对 这 个 范围 积分 . 积分 的 下 限 必须 
取 v/v 的 数量 级 ;我 们 把 它 写成 /yo 形式 ,y 是 一 个 无 量 纲 常数 . 结果 得 下 列 
公式 
2 -4a( 经 ] m yd (139. 8) 

常数 y 的 精确 计算 需要 考虑 如 >vo/v 的 散射 ,无 法 表 成 一 般 形式 . o ,很 少 依赖 于 
这 个 常数 的 选择 ,因为 它 只 出 现在 对 数 之 内 ,而 且 还 乘 上 了 一 个 很 大 的 量 加 /e*. 

为 了 对 重 原子 的 形状 因子 进行 数值 计算 ,我 们 可 以 采用 托马斯 - 费 米 分 布 
的 密度 n(7). 我 们 知道 ,托马斯 - 费 米 模型 中 的 n(r) 具 有 以 下 形式 ; 


n(r) =z/ 才 )， 


此 式 及 以 后 各 式 中 所 有 的 量 都 用 原子 单位 量度 . 很 易 看 出 ,用 这 个 函数 n(7) 计 
算 积 分 式 (139.3) 时 ,9 只 包含 在 组 合 92 中 : 
F(q) =Zp(44Z 2). (139.9) 
作为 参考 , 表 11 给 出 了 函数 p(x) 的 值 , 它 对 所 有 的 原子 都 成 立 了 0. 
表 11 托马斯 - 费 米 模型 的 原子 形状 因子 


x v(x) | x v(x) J x | p(x) 














1 1.000 1.08 0.422 2547: 0. 224 
0. 15 0. 922 1.24 0. 378 2.32 0. 205 
0.31 0.796 1.39 0.342 2.48 0. 189 
0.46 0.684 1.55 0. 309 2.64 0.175 
0.62 0.589 1.70 0.284 2.79 0. 167 
0.77 0.522 1.86 0.264 2.94 0.156 
0.93 0.469 2.02 0.240 





外 必须 注意 ,这 个 式 子 对 小 的 9 不 能 应 用 ,因为 此 时 nr 的 积分 实际 上 不 能 用 托马斯 - 费 米 模型 计 
算 ( 见 $113 的 第 3 个 注 ). 还 须 指 出 ,托马斯 - 费 米 模型 并 不 代表 原子 的 个 别 性 质 以 及 它们 随 原子 序 的 
系统 性 变化 . 
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根据 (139.9) 的 原子 形状 因子 ,截面 (139.4) 将 旦 以 下 形式 : 
do = 等 [1 -9p(bgZ-'?)]do =2°8 (2 vsin 了 do，(139.10) 
其 中 的 B(x*) 是 一 个 对 所 有 原子 都 成 立 的 新 函数 . 总 截面 可 经 积分 获得 . 由 于 小 


的 旭 角 范围 在 这 个 积分 中 起 主要 作用 ,因此 可 以 写成 
do~Z2 GB( 2 /2)279dD, 


并 把 对 如 的 积分 延伸 至 无 穷 大 : 
v= 22“ 人 三 G(Z- 98/2) 849 -22 sD(s) ls, 


因此 o 的 形式 为 
o = 常数 xZ ?3/p. (139. 11) 
同样 ,很 易 证 明 ,(139.8) 式 中 的 y 常数 将 与 2-"“ 成 正比 . 
习 题 


计算 快 电 子 对 基态 气 原 子 的 弹性 散射 截面 . 


解 : 拨 原 子 基态 波 函 数 为 (采用 原子 单位 )y =e /VT, 故 n=e*/n. 
(139.3) 中 对 角度 的 积分 与 推导 (126. 12) 式 时 相同 . 我 们 有 


5 RS 一 于 一 
1+49) 


代入 (139.4) 中 得 


-4(8+9) 
or = Cd 57do， 


其 中 9 = 2asin 于 . 令 do =2msin tdzy = (2m/m)gdg 并 对 g 从 0 到 2 积分, 可算 


出 总 截面 ;由 于 假定 很 大 而 且 积分 收 化 ,积分 上 限 可 用 无 穷 大 代替 ,结果 为 
-7 
J 
输 运 截面 按 下 式 计算 : 
1 
Or = | 940: 
改换 积分 变量 , 令 凡 =4+9 , 除 du/u 这 一 项 外 积分 上 限 均 取 无 穷 大 ,我 们 得 
a 
au = (m+ 


与 (139.8) 式 一 致 . 
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$140 具有 自 旋 轨 道 作 用 的 散射 


迄今 为 止 ,我 们 只 研究 了 粒子 间 相互 作用 与 其 自 旋 无 关 的 碰撞 . 在 这 些 条 件 
下 , 自 旋 或 者 对 散射 过 程 根本 没有 影响 ,或 者 由 于 交换 效应 而 只 有 间接 影响 
( §137). 

现在 来 研究 把 $ 123 中 给 出 的 散射 理论 推广 到 粒子 间 相互 作用 明显 依赖 于 
自 旋 的 情形 ,这 正 是 核 粒 子 的 碰撞 中 所 发 生 的 . 


我 们 将 详细 讨论 最 简单 的 情形 , 其 中 一 个 相 碰 粒 子 的 自 旋 为 二 (为 确定 起 
见 ,把 它 取 作 入 射 粒 子 ) , 另 一 个 ( 靶 粒 子 ) 的 自 旋 为 零 . 

对 系统 的 一 个 给 定 角 动 量 j( 半 整数 ) ,轨道 角 动 量 只 能 有 1=j + 二 两 个 值 ， 
它们 对 应 于 字 称 不 同 的 态 . 因此 在 这 种 情形 下 ,轨道 角 动 量 绝 对 值 的 守恒 来 自 j 
和 字 称 的 守恒 . 

算 符 A( §125) 现 在 不 但 作用 在 系统 波 函 数 的 轨道 变量 上 ,而 且 也 作用 在 它 
的 自 旋 变量 上 . 它 应 该 和 守恒 量 忆 对 易 . 这 种 算 符 的 最 一 般 形式 为 

a (140.1) 
其 中 的 全 和 是 轨道 算 符 ,只 和 已 有 关 . 

5 矩阵 ,从 而 还 有 算 符 的 矩阵 ,对 于 守恒 量 1 和 j( 以 及 总 角 动 量 的 分 量 m) 
具有 定 值 的 状态 波 函 数 而 言 是 对 角 的 ,而 且 对 角 元 可 以 通过 (123. 15 ) 式 用 波 函 
数 的 相位 8 表达 出 来 .对 于 给 定 的 1 和 给 定 的 总 角 动量 j=1+ 字 或 1- 这 ,Ls 的 


本 征 值 分 别 为 志和 一 (1+1)/2[ 见 (118.5)]. 因此 ,确定 算 符 & 和 5 的 对 角 算 阵 
元 ( 记 作 a 和 6) 时 ,我 们 有 关系 式 


1 到 1 Pp 一 
+ 全 
(140.2) 


Rl 
a 


式 中 的 相位 8 和 67 分 别 对 应 于 j=1+ 方 和 j=1- 广 的 态 . 
但 是 ,我 们 感 兴趣 的 并 不 在 于 算 符 广 相对 于 给 定 ! 和 /的 态 而 言 的 那些 对 角 


元 本 身 , 而 在 于 作为 人 射 波 方向 和 散射 波 方向 的 函数 的 散射 振幅 . 这 个 振幅 仍然 
是 一 个 算 符 ,但 这 只 是 针对 自 旋 变量 的 ,是 对 自 旋 分 量 e 并 不 对 角 的 一 个 算 符 . 


本 节 以 后 用 记号 广 代表 这 个 算 符 . 
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为 了 导出 这 个 算 符 , 我 们 必须 把 算 符 (140. 1) 作用 在 对 应 于 入 射 平面 波 ( 沿 
z 轴 ) 的 函数 (125. 17) 上 . 因而 
f= D3 (21+1)(a,+bi.$)P,(cos 0), (140.3) 


名 
式 中 还 应 算出 算 符 丰 .作用 在 P,(cos 9) 函数 上 的 结果 . 它 的 做 法 是 , 先 写 出 下 
式 [ 见 (29.11)] 


CA 


再 应 用 算 符 1 . 的 矩阵 元 公式 (27. 12) ,或 者 更 简单 地 应 用 算 符 表 式 (26. 14)， 
(26. 15 ) 结果 得 
i $P,(cos 0) =iv .SP!(cos gb) ， 
式 中 的 Pl 是 连带 勒 让 德 多 项 式 ,v 是 一 个 垂直 于 散射 平面 的 沿 n xn' 方 向 的 单 
位 矢量 [n 是 入射 (: 轴 ) 方 向 ,n' 是 由 球 极 角 9,p 所 定义 的 散射 方向 ]. 
由 (140.2) 式 求 出 a, 和 5b, 后 代入 (140.3) 式 中 ,最 后 可 得 
f=A+2By:s, (140.4) 
4 = 赤 立 5 +1)(e -1) +l(e™r -1)]P,(cos 0), 
(140.5) 
= 吉祥 (ez ~ ex )P! (cos 9). 


这 个 算 符 的 矩阵 元 所 给 出 的 散射 振幅 , 它 的 初 末 态 具有 确定 的 自 旋 投影 值 
0 和 .我们 来 考虑 对 所 有 可 能 的 e' 值 求 和 ,并 对 初 态 中 (人 射 束 中 ) 各 种 不 同 
0 的 概率 求 平均 以 后 的 截面 . 这 样 的 截面 由 下 式 给 出 : 


doc=( 广 门 。doi; (140.6) 


乘积 . 户 广 取 对 角 和 矩阵 元 相当 于 对 未 态 求 和 @, 横 线 则 代表 对 初 态 求 平均 . 如 果 初 
态 中 所 有 的 自 旋 方 向 都 是 等 概率 的 ,这 个 平均 就 可 以 化 成 取 矩 阵 的 阵 迹 除 以 自 
旋 分 量 e 的 可 能 值 的 个 数 : 


dr = 二 ar(mdo (140.7) 


@ 设 几 ,为 某 一 算 符 的 0- 路 迁 矩 阵 元 的 模 量 平方 ,对 末 态 上 求 和 后 ,我 人 有 
E Vo Ff) = 5 fo ) =) 


为 各 免 误解 ,我 们 必须 指出 ,(140.6) 中 的 * 号 代表 广 ( 自 旋 的 算 符 ) 的 厄 米 共 轰 ,并 不 是 二 和 呈 的 转 


各 
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把 (140.4) 代 入 (140.6) 后 ,(z * s)? 的 平均 值 可 接地 Ps = 了 s(s+1) = 二 


算出 ,结果 得 


lA +1BI? +2Re(4B* )v *P, (140. 8) 


式 中 的 P=25 是 人 射 束 的 初始 极 化 度 , 它 的 定义 是 初 态 中 的 自 施 平均 值 和 其 最 
大 可 能 值 (友之 比 . 在 自 旋 为 二 情形 下 ,矢量 = 完全 描述 了 自 旋 态 ( §59). 


可 以 指出 的 是 ,入 射 东 的 极 化 导致 了 散射 的 方位 角 不 对 称 性 :因为 截面 式 
(140. 8) 中 的 最 后 一 项 vw. P 不 但 和 极 角 6 有关 而 且 和 矢量 n' 相 对 于 n 的 方位 
角 w 有 关 ( 如 果 极 化 不 垂直 于 >, 则 > ' Pz0). 

散射 粒子 的 极 化 度 可 从 下 式 算出 : 
-2 

Of fl 
如 果 初 态 是 非 极 化 的 (P=0) ,经 简单 计算 给 出 
pr' =2Re(AB*) 
141? +1B1? 
可 见 一 般 讲 来 ,散射 会 导致 垂直 于 散射 平面 的 极 化 . 可 是 ,这 种 效应 在 玻 恩 近似 
中 并 不 存在 :如 果 所 有 的 相位 6 都 很 小 ,系数 4 在 相 移 的 一 级 近似 下 是 一 个 实 
量 , 而 B 是 一 个 纯 虚 量 , 故 








pr (140.9) 





(140. 10) 


Re(AB* ) =0. 
(140. 10) 的 极 化 P' 沿 着 方向 这 一 点 是 显然 的 :P' 是 一 个 轴 矢量 ,而 wv 是 


现 有 的 极 矢量 n 和 n' 所 能 组 成 的 唯一 的 轴 矢 量 . 因此 很 明显 ， 自 施 为 地 的 非 极 


化 粒子 东 , 被 自 旋 为 任意 的 (不 一 定 为 零 ) 原 子 核 所 组 成 的 非 极 化 靶 中 散 射 时 , 散 
射 粒子 的 极 化 也 将 具有 这 个 性 质 . 

表述 散射 的 倒 易 定 理 时 应 该 记得 ,时 间 反 演 不 但 使 动量 变 号 而 且 还 使 角 动 
量变 号 ,因此 在 具有 自 旋 的 情形 下 ,散射 的 时 间 反 演 对 称 性 必须 表现 为 下 述 两 个 
过 程 的 振幅 相等 ,这 两 个 过 程 的 差别 不 只 是 初 末 态 的 对 调 以 及 运动 方向 的 反 号 ， 
而 且 还 有 这 两 个 态 中 粒子 自 旋 分 量 的 反 号 . 此 外 ,这 两 个 振幅 的 符号 有 可 能 不 
同 ,因为 根据 (60.3) 式 ,时 间 反 演 会 在 自 旋 波 函数 中 引进 一 个 ( - 1) “因子 . 结 


人 这 里 指 的 是 自 旋 方 向 完全 任意 分 布 的 靶 . 记得 s > 去 时 ， 自 旋 矢 量 的 平均 值 并 不 完全 确定 自 旋 
态 , 当 这 个 平均 值 等 于 零 时 不 一 定 意味 着 自 旋 的 完全 无 序 . 
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果 使 倒 易 定理 表 成 以 下 形式 @: 

fos Nn; yc) 

=( -Df -oa , -0,-n’;-0,-0,-n), (140.11) 
式 中 的 f(a ,0,,n;0",,0',n') 是 使 碰撞 粒子 的 自 旋 分 量 由 0 ,0, 变 到 ui" 
的 散射 振幅 . 指数 中 的 求 和 是 取 遍 散射 前 后 的 粒子 . 
玻 恩 近似 中 ,散射 具有 进一步 的 对 称 性 , 初 末 态 对 调 但 粒子 动量 和 自 旋 分 量 
不 像 时 间 反 演 那样 变 号 的 两 个 过 程 ,它们 的 概率 相同 ( 见 8 126). 把 这 个 性 质 和 
倒 易 定理 联合 起 来 ,我 们 发 现 ,散射 对 动量 和 自 旋 分 量 的 全 部 反 号 (但 不 对 调 ) 
具有 对 称 性 . 从 而 很 易 得 出 结论 ,在 玻 恩 近似 中 ,任何 非 极 化 粒子 束 对 非 极 化 报 
的 散射 不 会 有 极 化 效应 . 因为 在 上 述 变 换 下 , 极 化 矢量 P 变 号 ,应 该 和 P 同 向 的 


单位 矢量 kxk' 却 不 变 号 . 由 此 可 知 ,上 述 自 施 为 地 的 粒子 对 零 自 旋 粒 子 散射 的 


有 关 性 质 ,实际 上 是 一 个 普遍 性 质 . 
当 碰 撞 粒 子 的 自 旋 为 任意 时 , 角 分 布 的 一 般 公式 极为 复杂 ,我们 不 在 这 里 推 
导 , 只 是 计算 一 下 确定 这 种 角 分 布 所 需 的 参量 数 . 


前 面 考虑 过 自 旋 为 二 和 0 的 两 个 粒子 的 碰撞 情形 , 它 具 有 这 样 的 性 质 , 当 j 


和 宇 称 给 定 以 后 ,此 双 粒 子 系统 只 能 有 一 个 态 ( 不 计 总 角 动 量 空 间 取向 这 一 不 
重要 的 方面 ). 每 一 个 这 样 的 态 在 散射 振幅 中 导致 一 个 实 参 量 (相位 8). 对 于 其 
它 的 自 旋 , 一 般 讲 来 会 有 几 个 不 同 的 态 具 有 相同 的 总 角 动 量 和 相同 的 宇 称 ,这 
些 态 由 总 自 旋 S 和 粒子 间 的 相对 运动 轨道 角 动 量 1 的 数值 相 区 别 . 假定 这 些 态 


的 数目 为 n, 很 易 看 出 ,每 一 组 这 样 的 态 在 散射 振幅 中 提供 也 n(n +1) 个 实 参 量 . 


这 是 因为 ,对 这 组 态 而 言 ,5 矩阵 是 一 个 具有 么 正 对 称 性 的 矩阵 (由 于 倒 易 定 
理 ) , 它 有 nxn 个 复 矩 阵 元 . 这 个 矩阵 中 的 独立 参量 数 是 很 易 算出 的 ,只 要 注意 


到 ,如 果 把 算 符 $ 写 成 $ = exp(i 刺 ) 的 形式 , 当 及 为 任 一 厄 米 算 符 时 ,$ 的 么 正 性 就 
自动 得 到 满足 [ 见 (12. 13) ]. 如 果 5 是 对 称 的 , 则 矩阵 丸 也 是 ,但 尺 是 厄 米 的 , 故 
它 必 是 实 的 ,而 一 个 实 对 称 矩阵 具有 了 mn(n + 1) 个 独立 分 量 . 





以 自 旋 为 二 的 两 个 粒子 为 例 , 数 =2,J 给 定 后 共有 四 个 态 :两 个 态 的 1=J， 
而 总 自 旋 $S=0 或 1; 另 两 个 态 的 1=J+1,5 =1. 显然 ,其 中 两 个 是 偶 态 (1 偶数 ) 


@ ”此 式 的 推导 类 似 于 (125. 12). 入射 波 和 出 射 波 的 振幅 中 必须 含有 自 旋 因 子 ,(125. 10) 式 应 改 为 
条 件 及 -!3 居 = 8 ,其 中 算 符 六 不 但 进行 反 演 而 且 还 按 (60.3) 式 改变 自 旋 态 . 
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两 个 是 奇 态 (1 奇数 ). 

两 个 自 旋 为 二 的 粒子 的 散射 振幅 ,作为 和 这 两 个 粒子 的 自 旋 变 量 有 关 的 一 
个 算 符 ,根据 必要 的 不 变性 条 件 ( 时 间 反 演 下 必须 是 一 个 不 变 的 标量 ) ,很 易 写 
出 它 的 一 般 表 式 . 为 了 构造 出 这 个 表 式 ,我们 一 共有 两 个 粒子 的 自 旋 轴 矢量 s， 
和 ss 以 及 两 个 普通 ( 极 ) 矢 量 n 和 n' 可 供 我 们 支配 . 每 个 $, 和 5, 算 符 在 振幅 中 


一 定 星 线性 ,因为 自 旋 为 二 的 算 符 的 任意 函数 总 能 化 成 线性 丽 数 . 满足 这 些 条 件 


的 算 符 的 最 普遍 的 形式 可 以 写成 
f=A+B(S, :AS A) +C(S pp) (sp) + 

+D(8, "wp)(S, vp) +E(S, +$,) ‘vy+F(§, -$8,) :vy. (140. 12) 
系数 4,B,… 都 是 些 标量 ,它们 仅 和 标量 n* n 有 关 , 亦 即 和 散射 角 9( 以 及 和 能 
量 ) 有 关 ;A ,rv 分 别 为 沿 n+n',n -nn' 和 nxn' 方 向 的 三 个 相互 垂直 的 单位 矢 
量 . 时 间 反 演 操作 相当 于 作 以 下 变换 : 

Si -sl, 5 一 一 5， 严 一 一 天 , Nn 
从 而 有 
A—A, Pp, Pp*-p 

算 符 (140. 12) 的 不 变性 很 明显 . 

核子 (质子 和 中 子 ) 的 相互 散射 中 , (140. 12) 的 最 后 一 项 并 不 出 现 . 这 是 因 
为 核子 间 的 核 力 不 改 变 系统 的 总 自 旋 值 5, ,可 是 算 符 $ -5 并 不 和 8? 对 易 ( 根 
据 (117.4) 式 ,(140. 12) 中 其 余 项 可 用 总 自 旋 算 符 $ 表 出 ,因此 和 算 符 引 对 易 ). 
同类 核子 (pp 或 nn) 的 散射 中 ,系数 4,B,… 作 为 散射 角 的 函数 还 满足 某 些 对 称 
关系 ,这 是 两 个 粒子 全 同 的 结果 ( 见 题 2). 


本 ”= 奸 


1.， 自 族 为 二 的 粒子 被 自 旋 为 夫 的 粒子 所 散射 ,如 果 散 射 前 极 化 不 等 于 堆 ， 


求 散 射 后 的 极 化 . 

解 :计算 (140.9) 式 时 最 好 取 其 分 量 式 , 令 z 轴 沿 双 方向 . 结果 为 

P = 人 141 -1BI*)P +2IBI’vy(v: P) +2Im(4B”)zx 已 +2zRe(4B 中 

142+1B12 +2Re(AB* )v*P 

2. 试 求 两 个 相同 核子 的 散射 振幅 中 系数 (作为 8 角 的 函数 ) 所 应 满足 的 对 
称 条 件 (R. Oehme,1955 ) . 

解 :我 们 把 (140. 12) 中 的 各 项 重新 分 组 ,使 得 每 组 仅 当 双 核子 系统 的 态 为 
单 态 (S=0) 或 三 重 态 (S=1) 时 才 不 为 零 : 
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7 人 -+ 人 "++ (5)]+ 
+d[(S, :an)(S :mn) +(S nn’) (Sn)] +e($, +8,) + p. (1) 
应 用 (117.4) 式 ,很 易 看 出 第 一 项 仅 当 S=0 时 才 不 等 于 零 ,其 余 项 仅 当 S=1 时 
才 不 等 于 零 , 由 于 粒子 的 全 同性 ,散射 振幅 对 粒子 坐标 的 交换 当 5 =0 时 必须 是 
对 称 的 ,S =1 时 必须 是 反对 称 的 . 这 种 变换 等 价 于 0 一 - 0, 或 者 是 把 矢量 及 和 
下 中 的 一 个 变 号 (参考 $ 137) . 根据 这 些 条 件 ,我 们 得 到 以 下 关系 : 

a(m-0)=a(0), b(n-0)=-b(0), c(mn-0)= -ec(0), 

d(m-0)=d(0), e(m-0)=e(0). } 

由 于 同位 旋 守 恒 ,nn 和 pp 散射 以 及 同位 旋 态 了 =1 的 np 散射 具有 相同 的 

散射 振幅 . 但 对 np 系统 还 可 有 了 =0 的 态 ,因此 np 散射 振幅 要 用 不 同 于 (1) 式 
的 系数 a,b，,… 来 描写 ,这 些 系数 并 不 具备 (2) 式 的 对 称 性 质 . 


$141 雷 杰 极点 


在 $128 中 ,我 们 把 散射 振幅 看 作 粒子 能 量 E 的 复 变 函数 研究 了 它 的 解析 
性 质 , 轨 道 角 动 量 ! 作为 一 个 参量 具有 实 的 整数 值 . 如 果 现 在 针对 实 的 能 量 值 E 
把 1 看 作 一 个 连续 的 复 变量 ,那么 从 方法 论 意义 上 来 看 ,散射 振幅 将 会 进一步 呈 
现 一 些 十 分 重要 的 性 质 下 . 

和 $128 一 样 ,我 们 取 具 有 以 下 渐 近 式 的 径 向 波 函数 ， 


和 = = A E) ep | +B(E)ep( YE). (141.1) 


这 些 函 数 是 本 定 记 方 程 (32.8) 之 解 ( 式 中 的 1 现在 看 作 复 变量 ) ,同时 ,我 们 按 
以 下 条 件 从 两 个 独立 解 中 选择 一 个 : 
当 0 时， R= 常数 xr (141.2) 
可 以 立刻 看 出 ,这 个 条 件 对 参量 1 的 允许 值 给 予 了 一 定 的 限制 . 实际 上 ,r 很 
小 时 ,(32.8) 式 之 解 的 一 般 形式 为 ( 见 $32 末 ) 


-ti 


(2) 


Ri~er + er 
为 了 使 第 二 个 解 明显 区 别 于 第 一 个 解 并 把 它 去 掉 ,r-“' 项 当 一 *0 时 必须 超过 
项 . 对 于 复 的 1, 这 一 点 导致 Rel > Re( -1-1) ,或 


Re( :+ 二 >0. (141.3) 


以 后 我 们 只 考虑 垂直 线 1= - 序 右边 的 那 一 半 ! 复 平面 . 





局 


中 这 些 性 质 首先 由 雷 杰 (T. Regge,1958) 进行 了 研究 - 
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波 函 数 R(r;1,E) 为 系数 对 1 解析 的 一 个 微分 方程 之 解 , 它 是 1 的 一 个 解析 
函数 ,在 半 平 面 (141.3) 内 没有 奇 点 . 这 一 点 特别 适用 于 渐 近 式 (141. 1) ,因而 函 
数 A(1,E) 和 B(1,E) 对 1 没有 奇 点 . 可 是 ,在 这 里 已 经 假定 了 r 一 w 时 (141.1) 中 
的 两 项 都 给 保留 是 合理 的 . 这 一 点 当 E >0 时 总 是 对 的 , 当 E<0 时 ,如 果 场 U(7) 
满足 条 件 (128. 6) 或 (128. 13) ,这 一 点 也 是 对 的 . 这 些 论断 中 重要 的 是 波 函数 渐 
近 行为 (对 7) 的 方式 依赖 于 EE 而 不 依赖 于 上 因此 它 的 趋 于 这 个 渐 近 式 并 不 受 1 
为 复数 这 一 事实 的 影响 . 

比较 (141. 1) 和 渐 近 式 (128. 15) ,我 们 发 现 5 矩阵 元 呈 以 下 形式 


S(1,E) =exp[2i8(1,E)] = oA， 


此 式 对 复 的 ! 也 成 立 (尽管 “ 相 移 "5 此 时 不 再 是 实 的 ). 
对 于 实 的 1 和 E>0, 函 数 4 和 B 有 (128.4) 式 的 关系 :A(1,E) = 有 (1,E). 
因而 对 复 的 1 有 


(141.4) 


A(I" ,E)=B" (1,E), E>0. (141.5) 
从 而 5S(1,E) 满 足 复 么 正 条 件 : 
S$* (1,E)S(1" ,E) =1. (141.6) 


由 于 A(1,E) 和 B(1,E) 作 为 1 的 函数 没有 奇 点 ,因此 函数 5(1,E) 以 及 分 波 
振幅 f(1,E) 只 在 函数 B(1,E) 的 零点 处 具有 奇 点 (极点 ). 散射 振幅 在 1 复 平面 中 
的 这 些 极点 称 为 雷 杰 极点 . 它们 的 位 置 当 然 依赖 于 实 参 量 E 的 值 . 确定 极点 位 
置 的 函数 

1=aw(E) 
称 为 雷 杰 轨迹 . 当 变动 时 ,极点 在 1 面 内 沿 一 定 的 曲线 运动 . 下 标 i 是 极点 的 
编号 ,以 后 将 略 去 . 

现在 研究 雷 杰 轨迹 的 性 质 , 我 们 先 来 证 明 EE<0 时 所 有 的 a(E) 都 是 实 函 

数 . 为 此 ,我 们 考虑 以 下 方程 : 


2 1 
x + [E07)) -=0, (141.7) 


这 是 1=a 的 波 函数 所 应 满足 的 方程 . 此 式 乘 X 并 对 r 积分 (第 一 项 作 分 部 积 
分 ) ,得 到 


。 
-| Whartee[ (E-0 widr-a(a+1) | Wd 
关上 人 


式 中 应 用 了 8 =0 时 (确定 雷 杰 极点 的 条 件 ) 波 函数 在 r 一 w 过 程 中 指数 衰减 的 
事实 ,所 以 各 个 积分 都 是 收敛 的 .上 式 前 两 项 是 实 的 ,所 以 最 后 一 项 的 积分 也 是 
实 的 . 从 而 必须 有 


和” 
fufa(w 1 =m{< + =2Re(a + 0 
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但 是 我 们 考虑 的 只 是 半 平面 (141. 3) 内 的 极点 ,肯定 地 有 
Refa+ 二 | >0， 
这 就 给 出 了 所 求 的 结果 : 
Im a(E) =0 (E <0 时 ). (141.8) 
其 次 ,我 们 对 (141.7) 式 进行 和 推导 (128. 10) 式 一 样 的 手续 :对 E 微分 后 乘 
Co 7) 式 ， 得 到 以 下 恒等式 : 


[全 -x( 部 ] -3 -2 + 和 是 


上 式 对 r 从 0 到 am 积分 ,再 利用 一 "mm a 的 事实 ,可 证 上 式 第 一 项 的 积分 等 
于 零 ,于 是 有 


=0, 


DT Gdr=e [x (141.9) 
我 们 已 知 a 是 实 的 , 波 函 数 也 是 实 的 ,因而 (141.9) 中 的 两 个 积分 都 是 正 的 . 故 
让 a(a +1) =2 2(< + 二 各 >0 
又 由 于 e+ 并 >0, 故 得 
趴 >0 (E<0 时 ). 


可 见 E<0 时 函数 a(E) 随 E 单调 地 增长 . 
函数 a(E) 取 “物理 " 值 时 ( 即 取 1=0,1,2,… 整 数值 时 ) ,所 得 的 负 E 值 对 应 
于 该 系统 的 离散 能 级 . 我 们 注意 到 ,这 一 点 给 出 了 根据 它们 所 在 的 雷 杰 轨迹 对 束 
缚 态 进行 分 类 的 一 个 新 原则 . 
作为 一 个 例子 ,我 们 考虑 在 库仑 引力 场 中 运动 的 雷 杰 轨迹 . 此 时 散射 矩阵 元 
为 @. 
_T(l+1-i/k) 
‘TO(+1 +i/k)’ 
上 用 库仑 单位 . 此 式 的 极点 是 (1+1 -i/k) 的 宗 量 为 负 整 数 或 零 的 那些 点 . 5 <0 
时 上 =iV-2E, 故 


a(E)= -n,-1+ 


(141. 10) 


1 
V-2E" 
其 中 n=0,1,2,… 是 雷 杰 轨迹 的 编号 . 令 a(E) 等 于 1=0,1,2,… 中 的 一 个 整 
数 , 我 们 得 到 熟知 的 库仑 场 中 离散 能 级 的 玻 尔 公式 : 





已 <0， (141.11) 


外 参考 (135. 11) 式 ,该 式 中 的 上 必须 变 号 以 便 把 斥 力 改 为 引力 . 
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E= -tlt 


nn, 在 这 里 与 确定 径 向 波 函 数 节点 数 的 径 量子 数 相 一 致 ,每 条 震 杰 轨迹 ( 即 对 每 
个 给 定 的 n, 值 ) 对 应 于 无 穷 多 个 轨道 角 动 量 值 不 同 的 能 级 . 

现在 来 考虑 E>0 时 a(E) 函数 的 性 质 . (141. 1) 式 中 复 变量 的 函数 A(1， 
) 和 B(1,E) 是 定义 在 以 右 实 轴 为 割 线 的 一 个 平面 上 的 ( 见 §128). 与 此 相应 ， 
使 B(1,E) =0 的 函数 1=a(E) 具 有 同样 的 制 线 . 在 割 线 的 上 下 沿 ,a(E) 具 有 复 
共 二 值 ,在 上 沿 有 Im a >0. 对 此 我 们 不 准备 停留 在 只 作 形 式 上 的 证 明 , 而 要 对 
其 原因 作出 更 为 物理 的 解释 . 

当 为 复数 时 ,离心 能 以 及 有 效 势能 U, = +L(L+1)Z(2mr?) 也 成 为 复数 
重复 $ 19 中 的 推导 ,(19.6) 式 现在 改 为 


I +v “j=21wl?Im U,. 


当 !=a 和 Im a>0 时 ,我 们 还 有 Im 以 >0. 于 是 上 式 右边 是 正 的 ,这 表示 场 体积 内 
辐射 一 个 新 粒子 . 因此 波 函 数 的 渐 近 式 ( 当 B =0 时 ,只 含 (141.1) 中 的 第 一 项 ) 必 
须 表 为 出 射 波 ,这 发 生 在 割 线 的 上 沿 (参考 从 (128. 1) 到 (128. 3) 式 的 推导 ). 

由 于 E>0 时 a(E) 是 复 函 数 , 它 不 能 取 “ 物 理 " 值 1!=0,1,2,…. 可 是 , 它 有 
可 能 在 1 复 平面 上 接近 于 这 些 值 . 我 们 来 证 明 ,这 就 会 在 分 波 振幅 中 出 现 共 振 
(对 应 于 所 考虑 的 1 的 整数 值 ). 

设 4 为 接近 于 函数 a(E) 的 整数 值 ,并 令 E, 为 Rea( E。) =1 时 的 能 量 值 
( 实 的 和 正 的 ). 于 是 在 此 值 附近 ,我 们 有 

a(E)=l, +in +B(E-E,), (141. 12) 

其 中 m=Im a( 有) 是 一 个 实 常数 . 我 们 将 考虑 割 线 上 沿 的 a(E) 值 . 按照 前 面 的 
讨论 ,这 种 情形 下 mn >0( 并 且 有 ?<<1, 根 据 a 接近 于 1 的 假定 ). 很 易 看 出 , 常 
数 B( 即 E=E 处 的 导数 da/dE) 可 以 看 作 是 实 的 和 正 的 . 实际 上 ,由 于 a(E) 差 
不 多 是 实 的 ,所 以 波 函 数 X(r;a,E) 也 差不多 是 实 的 . 略 去 的 高 级 小 量 后 ,我 们 
可 以 略 去 X 的 虚 部 ,从 而 是正 的 ,因为 (141.9) 中 的 积分 是 正 的 


四 为 了 阐明 这 些 积分 的 结构 ,我 们 注意 ->>a 的 渐 近 区 (a 是 场 的 作用 范围 ) 内 波 函 数 的 (141. 1) 
式 是 成 立 的 , 当 匀 很 小 时 ,此 区 对 积分 式 只 有 很 小 的 贡献 . 事实 上 ,如 果 1=a(E) 是 B(1,E) 的 一 个 零点 ， 
则 按 (141.5)1=a" 是 4(1,E) 的 一 个 零点 . 因此 4(a,E) 从 而 x(r;a,E) 在 r>>a 区 内 都 是 一 些小 量 ~ 
0, 见 (134.11). 估计 这 些 积分 时 ,还 有 一 个 重要 之 点 是 ,在 割 线 的 上 沿 (对 EE 的 关系 ) , 波 函 数 含有 一 个 
因子 

ew .yr(ria,E) =A(a,E)ew. 

在 这 个 上 沿 ,已 可 看 作 已 +is3(5- +0); 则 上 也 有 一 个 小 的 正 虚 部 , 它 保证 了 (141.9) 式 中 积分 的 收 仇 性 . 
从 物理 上 讲 ,r >>a 区 对 积分 的 贡献 所 以 小 ,是 由 于 能 量 Eo 对 应 于 一 个 准 定 态 ( 见 后 ) ;粒子 到 达 此 区 只 
能 是 该 态 的 一 个 罕有 衰变 的 结果 . 积分 的 主要 贡献 来 自 r~a 区 ,在 此 区 内 波 函 数 差 不 多 是 实 的 . 
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由 于 1=a(E) 是 B8(1,E) 的 一 个 零点 ,后 者 在 a,E。 点 附近 正比 于 a -1 应 用 

(141. 12) ,我 们 就 有 
B(4,,E) 二 常数 x[a(E-E,) +in]. (141. 13) 

此 式 的 形状 与 (134. 6) 式 相同 ,该 式 中 的 E。 是 能 量 , 厂 =2m/a >0 是 准 离散 能 级 
的 宽度 . 由 此 可 见 , 雷 杰 轨迹 (E>0) 对 /整数 值 的 接近 对 应 于 该 系统 的 准 定 态 . 
因此 对 这 些 态 来 讲 存在 着 与 严格 定 态 一 样 的 分 类 原则 :每 条 雷 杰 轨迹 可 以 对 应 
于 一 族 离散 的 和 准 离散 的 能 级 . 

把 ! 处 理 成 为 复 变量 使 我 们 有 可 能 导出 总 散射 振幅 (对 已 >0) 的 一 个 有 用 
积分 形式 , 它 可 由 级 数 (123. 11) 得 出 


flp) = 去 > (21+1)[S(1,E) -1]P(p) =eos 0. (141.14) 


为 此 ,首先 不 但 须 对 1=0 的 整数 而 且 也 应 对 所 有 的 复 值 1 定义 出 函数 
Pi(p). 这 一 点 可 把 P,(j) 看 作 方 程 (c.2) 之 解 来 实现 : 





(1-p°)P"(p) -2pP'(p) +1(1+1)P,(p) =0. (141.15) 
其 边界 条 件 为 P,(1) =1. 这 样 定义 的 P,(y) ,作为 1 的 函数 对 有 限 的 1 值 没 有 奇 
点 Q@. 
很 易 证 明 级 数 (141. 14) 等 于 下 列 积分 
1 2L+1 
fp) = 村 | 5 aitS(,E) -1]P,( -pp)dl, (141.16) 


式 中 积分 回 线 C 沿 负 向 ( 顺 时 针 方向 ) 绕 实 轴 上 所 有 1=0,1,2,… 诸 点 并 在 无 穷 
远 处 封闭 : 





-2\ 1 1 2 3 


函数 5(1,E) 的 所 有 极点 1=a ,az ,…( 已 >0 时 不 在 实 轴 上 ) 必须 留 在 回 线 C 的 
外 面 . 积分 (141. 16 ) 可 化 成 -2mi 乘 以 被 积 函 数 在 1=0,1,2,… 诸 点 的 留 数 之 
和 ,1=0,1,2,… 是 函数 1/sin ml 的 极点 ,其 留 数 为 ( - 1) /m. 由 于 对 整数 1 有 
Pi( -J) = ( -1) P,(w) ,我 们 就 从 (141. 16) 得 到 (141. 14) 式 @. 


@ 把 (141.15) 和 (e.2) 比 较 ,我 们 可 把 P(x) 表 成 超 几何 函数 
Pi(p) =F( -ht11; 二 -二 x) 


加 ”本 节 所 讨论 的 概念 ( 非 相对 论 理论 ) 在 $123 所 引 的 de Alfaro，Regge 的 书 中 给 出 了 详细 论述 . 
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习 题 


证 明 对 应 于 一 系列 角 动 量 1 的 相 移 满足 不 等 式 
B11(E) -6(E) <™/2. 
解 :我 们 把 1 看 成 连续 的 实 变量 , 并 对 (32. 10) 式 进行 微分 


EL 起: 
+ [se De ] 考 = (21+D 矢 . 
将 此 式 来 以 并 将 原 式 素 以 BK/al, 两 芭 相 减 得 
2 
区 关 x | = (21+ 1) 姑 ， 
将 此 等 式 从 0 到 四 对 积分 , 当 r=0 时 方 括号 中 得 式 子 为 零 ,而 当 rroo 时 可 以 
利用 渐 近 式 (33.20) 最 后 得 
T 85 ee 
4k 至 -了 = 1 人 所 dr>0， 
由 此 知 06,/81 < m/2. 将 这 个 关系 从 1 到 1+1 对 1 积分 , 即 得 到 所 欲求 的 不 等 式 . 
将 后 者 同 (133. 17) 式 结合 起 来 可 以 证 明 : 离 散 能 级 的 数目 m 并 不 能 随 1 的 增 大 
而 增 大 . 因为 当下 %m 时 ,这 时 玻 因 近似 成 立 ,散射 的 相位 趋 于 零 , 即 8i(om ) =0 
这 时 有 
mo m= [80) -8(0)] <1/2, mio -ms0， 
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$142 存在 非 弹 性 过 程 时 的 弹性 散射 


当 碰 擅 伴 有 相 碰 粒 子 的 内 态 改变 时 ,这 种 碰撞 称 为 非 弹性 的 . 在 这 里 我 们 对 
“内 态 的 改变 " 作 最 广泛 的 理解 ,特别 是 ,粒子 的 本 性 也 可 以 改变 . 例如 ,这 种 改 
变 可 以 包括 原子 的 激发 或 电离 ,原子 核 的 激发 或 暗 变 ,以 及 其 它 等 等 . 当 碰撞 
(例如 核反应 ) 可 以 产生 不 同 的 物理 过 程 时 ,我 们 把 它 称 为 不 同 的 反应 道 . 

非 弹性 道 的 存在 ,也 对 弹性 散射 的 性 质 产生 一 定 的 影响 . 

一 般 情 形 下 , 当 有 各 种 反应 道 存在 时 , 相 碰 粒 子 系统 波 函 数 的 渐 近 式 是 一 个 
求 和 式 , 每 个 可 能 道 对 应 于 其 中 的 一 项 . 特别 是 ,其 中 有 一 项 描述 处 于 原 有 的 未 
改变 状态 中 的 粒子 ( 称 为 输入 道 ). 这 个 波 函 数 是 粒子 的 内 态 波 函数 和 相对 运动 
波 函 数 ( 在 质心 为 静止 的 坐标 系 中 ) 的 乘积 . 后 一 函数 正 是 我 们 现在 感 兴趣 的 ， 
我 们 把 它 记 作 yw 并 来 寻找 它 的 渐 近 式 . 

输入 道 的 波 函 数 是 由 一 个 人 射 平面 波 和 一 个 对 应 于 弹性 散射 的 出 射 球 
面 波 组 成 的 . 它 也 可 以 像 $ 123 那样 表 成 一 个 人 射 波 和 一 个 出 射 波 之 和 . 区 别 在 
于 径 向 函数 Ri(r) 的 渐 近 式 不 能 取 成 驻 波形 式 . 驻 波 是 振幅 相等 的 人 射 波 和 出 
射 波 之 和 . 在 纯粹 的 弹性 散射 中 ,这 一 点 与 问题 的 物理 含义 相符 合 , 但 当 存在 非 
弹性 道 时 ,出 射 波 的 振幅 必须 小 于 人 射 波 的 振幅 . 因此 y 的 渐 近 式 将 由 (123.9) 
式 给 出 : 


w= 这 (21+1)Pi(cos O)[( -1)"'e w+Se"], (142.1) 
只 是 5, 不 再 由 (123. 10) 式 给 出 ,而 是 一 些 模 量 小 于 1 的 量 (一 般 为 复数 ). 弹性 
散射 振幅 可 通过 (123. 11 ) 式 用 这 些 量 表 出 : 


1 = 
(0) -5 广 (21+1)(5, -1)P,(cos 9) (142.2) 
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对 于 弹性 散射 的 总 截面 o,, (123. 12) 式 换 成 
0.= 各 区 (ol FI (142.3) 


全 


非 弹性 散射 的 总 截面 ,或 者 对 所 有 道 而 言 的 反应 截面 ,, 也 能 通过 5, 表 出 . 
为 此 我 们 只 需 注意 到 ,对 每 个 1 值 ,出 射 波 的 强度 被 前 弱 为 人 射 波 的 15,1? 倍 . 这 
种 削弱 必须 全 部 归于 非 弹性 散射 . 因此 有 


,= 各 (24+1)(1-1S,12)， (142.4) 
名 
总 截面 为 
0 +0, = 汉 (21+1)(1 -ResS,). (142.5) 
角 动 量 为 1 的 弹性 散射 分 波 振幅 由 (123. 15 ) 式 确定 , 即 
f=2(s.-1). (142.6) 


(142.3) 和 (142.4) 求 和 式 中 的 每 一 项 就 是 角 动 量 为 1 的 弹性 散射 和 非 弹 性 散 
射 的 分 截面 : 
a" = 太 (22+1)11 -Ss 


00 = 有 (21+1) (1 -15,1), (142.7) 


a" =3F(21+1) (1 -Res,). 


4 


3 =1 对 应 于 完全 不 存在 这 种 (具有 给 定 ! 值 的 ) 散 射 ,S, = 0 对 应 于 角 动 量 
为 ! 的 粒子 完全 被 "吸收 " 掉 [(142. 1) 式 中 没有 这 个 ! 值 的 出 射 分 波 ] ,这 时 弹性 
和 非 弹性 散射 的 截面 因而 相等 : 


DO so = 二 (22+1). (142. 8) 


我 们 还 可 以 看 出 ,尽管 弹性 散射 在 没有 非 弹性 散射 时 也 能 出 现 ( 当 15,1 =1 时 )， 
相反 情形 则 是 不 可 能 的 : 非 弹 性 散射 的 存在 必然 导致 弹性 散射 的 同时 存在 . 对 一 
给 定 的 o," 值 ,弹性 散射 截面 一 定 介 于 以 下 范围 内 : 
Vor - Moro-or < VoV < Vo + Vo -or, (142.9) 
其 中 oo = (21+1)m/k. 
取 (142.2) 中 98=0 的 /(9) 值 并 与 (142.5) 式 比较 ,我 们 发 现 


Im f(0) = (142. 10) 


这 是 光学 定理 (125.9) 式 的 推广 . 这 里 的 /(0) 仍 是 零 角 度 弹性 散射 振幅 ,但 是 总 
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截面 o, 中 包括 了 非 弹性 部 分 . 

分 波 振幅 的 虚 部 和 分 截面 o!? 的 关系 为 
Ov 
mh 45 32141 





(142. 11) 


此 式 直接 来 自 (142.6) 和 (142.7). 

波 函 数 渐 近 式 中 系数 5, 的 模 量 不 等 于 1 ,并 不 影响 $ 128 中 对 弹性 散射 振 
幅 (作为 复 变 量 已 的 函数 ) 的 奇 点 所 作 的 结论 . 这 些 结论 当 有 非 弹性 过 程 存在 时 
仍然 成 立 . 可 是 ,振幅 的 解析 性 质 有 所 改变 , 它 在 负 实 轴 ( 已 <0) 上 不 再 是 实 量 ， 
而 且 它 在 E>0 的 割 线 上 下 沿 不 再 取 相 互 复 共 二 的 数值 (因此 它 在 上 下 半 平 面 
对 称 于 实 轴 的 两 点 处 ,也 不 再 取 相 互 复 苍 的 数值 ). 

当 从 割 线 上 沿 绕 过 已 =0 点 到 达 下 沿 时 , 根 号 VE 改变 符号 ,也 就 是 说 , 绕 行 
的 结果 此 变 号 (E>0 时 是 实 的 ). 此 时 (142. 1) 式 中 的 人 射 波 和 出 射 波 相互 对 
换 ,因而 系数 5, 被 它 的 倒数 1/5,( 它 不 等 于 S" ) 所 代替 . 割 线 上 下 沿 的 振幅 /; 可 
以 记 作 /(k) 和 /i( -k) (物理 振幅 当然 只 能 是 厂 (#) ). 根据 (142. 6) 我 们 有 


| 1/S,-1 
(= J(-k)=- Zi 





由 以 上 两 式 中 消去 5,, 得 以 下 关系 : 
(Kk) -fk) =2iM(k)f( -k) (142. 12) 


不 存在 非 弹性 过 程 时 就 有 f/( -k) =/"(k) ,而 且 (142. 12) 和 (142. 11) 式 相同 . 
把 (142. 12) 改 写成 
3 
Ik) fl-k) 
我 们 就 可 看 出 , 1A.(k) + 这 必须 是 上 的 偶 函数 . 如 果 用 g,( 忆 ) 代表 这 个 函 
数 , 则 有 : 


-2ik, 


gi(k) -ik 
但 这 个 偶 函 数 g,( 态 ) 和 (125. 15 ) 式 的 不 同 , 它 现在 不 是 实 函 数 〇 . 
当 粒 子 束 通过 大 量 散射 中 心 所 组 成 的 散射 介质 时 ,由 于 各 种 弹性 的 和 非 弹 
性 的 碰撞 过 程 而 使 粒子 离散 ,入 射 束 的 强度 就 逐渐 减弱 下 来 . 这 种 减弱 完全 由 零 


Ai(k) (142. 13) 


四 以 上 的 讨论 (以 及 由 此 而 得 的 有 关 &, 为 偶 函 数 的 结论 ) 中 ,事先 假定 了 rw 时 相互 作用 衰减 得 
足够 快 ,使 得 左 半 E 平 面 内 不 存在 割 线 ,从 而 使 绕 E=0 点 一 周 成 为 可 能 . 
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角度 的 弹性 散射 振幅 所 确定 ,在 一 定 的 条 件 下 ( 见 后 ) ,可 以 用 下 列 纯 形式 的 方 
法 描述 0. 

设 A(0,E) 是 对 介质 中 每 个 单独 粒子 而 言 的 零 角 度 散射 振幅 . 我 们 假定 了 比 
粒子 间 的 平均 距离 4 ~ (V/AN) “来 得 小 . 于 是 在 每 个 介质 粒子 上 的 散射 就 能 分 
开 考虑 . 我 们 引进 具有 固定 中 心 的 某 个 “有 效 场 ”Un 作为 辅助 量 , 它 是 这 样 定义 
的 ,使 得 由 它 算出 的 零 角度 玻 恩 散射 振幅 正好 等 于 实际 的 振幅 /(0,E). 当然 ,这 
决 不 意味 着 真正 能 用 玻 恩 近似 根据 粒子 间 的 实际 作用 算出 f(0,E). 于 是 , 按 定 
义 有 [参考 (126.4)]: 





f vadv= -EA0,E), (142.14) 


式 中 的 m 是 被 散射 粒子 的 质量 . 这 样 定义 的 场 和 振幅 /一 样 ,都 是 复 量 . 估计 等 
式 (142. 14) 两 边 的 数量 级 ,可 得 Uw 和 它 的 作用 距离 a 之 间 的 关系 : 
3 让 
a Ua ~ nf (142. 15) 
定义 (142. 14) 当然 不 是 唯一 的 . 我 们 再 在 它 上 面 加 进 一 个 补充 条 件 , 使 得 
场 Us 满足 以 下 的 微 扰 论 适用 条 件 : 
2 


Ol (142. 16) 


(同时 有 II << a). 很 易 看 出 ,在 这 样 的 情形 下 ,粒子 束 的 衰减 可 以 用 平 波 面 在 某 
一 均匀 介质 中 的 传播 来 描写 ,这 个 介质 中 的 粒子 具有 以 下 的 恒定 势能 : 


Dn = Vndv= -多 Af(0,E), (142.17) 


这 是 把 介质 中 所 有 NN 个 粒子 的 有 效 场 对 介质 体积 V 求 平均 后 得 到 的 . 这 个 问题 
是 很 明显 的 ,如 果 我 们 先 去 考虑 介质 的 每 个 区 段 ,这 个 区 段 中 的 散射 中 心 尽管 已 
经 很 多 但 是 它 的 散射 效应 仍然 很 小 . 划分 这 种 区 段 的 可 能 性 由 条 件 (142. 16) 得 
到 保证 . 粒子 束 通过 这 个 区 段 时 , 它 的 衰减 由 零 角 度 的 散射 振幅 所 确定 ,这 个 振 
幅 在 玻 恩 近似 下 是 由 散射 场 对 该 区 段 的 整个 体积 积分 后 确定 的 . 这 就 意味 着 ,我 
们 感 兴趣 的 散射 特性 完全 由 场 对 介质 体积 的 平均 式 (142. 17) 确 定 . 

因此 通过 介质 的 粒子 束 可 以 用 平面 波 ~e* 描 写 , 它 的 波 数 为 


k = 到 Vam(E -Ua). 


引进 入 射 粒子 的 波 数 和 = V2mE /i, 可 以 把 写成 nk 的 形式 ,其 中 


@@ 以 下 所 讲 的 方法 适用 于 快 中 子 (能 量 为 几 百 个 MeV 的 数量 级 ) 被 原子 核 散射 ,这 种 中 子 的 波长 
很 短 , 以 致 原子核 可 以 看 作 一 个 非 均匀 的 宏观 介质 . 
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nl- 六 =/1+y (0,E), (142. 18) 


n 起 着 介质 对 于 所 通过 粒子 束 而 言 的 “折射 系数 ”的 作用 . 一 般 讲 来 ,n 是 一 个 复 
量 (振幅 /是 复 的 ) , 它 的 虚 部 给 出 了 粒子 束 强度 的 衰减 . 如 果 E >> 10.r1, 则 
(142. 18) 式 给 出 


N rhe 
mna= 站 35Im70,E) = 下 天 


式 中 o, 是 散射 总 截面 ,这 里 我 们 已 经 应 用 了 光学 定理 (142. 10). 这 个 表 式 对 应 
于 以 下 明显 结果 : 波 的 强度 是 按 规律 
em ~ eMewr 
衰减 的 . 
除了 吸收 外 ,折射 系数 (142. 18) 还 能 确定 (根据 它 的 实 部 ) 出 人 这 个 介质 的 
粒子 束 的 折射 定律 中. 


习 题 


中 子 束 被 重 核 散射 , 核 半径 a 远大 于 中 子 的 波长 (ka >> 1). 假定 轨道 角 动 
量 为 1<ka=l 的 ( 即 碰撞 参量 p= 机 /mv =1/k<a 的 ) 所 有 入 射 中 子 都 被 原子 核 
吸收 挤 , 而 1>1, 的 入 射 中 子 和 原子 核 根 本 不 发 生 作用 . 试 求 小 角度 的 弹性 散 
射 截面 . 

解 : 上 述 条 件 下 的 中 子 运动 基本 上 是 准 经 典 的 ,小 角度 弹性 散射 完全 类 似 于 
光线 在 黑 球 上 的 夫 琅 禾 费 衍射 . 因此 所 求 的 截面 可 以 用 这 个 衍射 问题 的 已 知 解 
直接 写 出 四 
了 (kab) 

m0 

从 (142.3) 式 也 能 导出 同样 结果 . 根据 本 题 的 条 件 , 我 们 有 1<i, 时 5, =0 以 
及 1>1 时 5,=1. 故 弹性 散射 振幅 为 


do, = ma 





do. 


外 (142.17) 式 应 用 中 的 一 个 有 趣 例子 是 气体 中 一 个 碱 金 属 原子 的 较 高 能 级 的 位 移 . 在 高 激发 态 
中 , 价 电 子 和 原子 中 心 的 平均 间距 7 要 比 原子 实 以 及 中 性 气体 原子 的 尺度 a 都 来 得 大 . 这 些 中 性 气体 原 
子 在 半径 ~ F 的 球 内 对 价 电子 讲 来 起 着 散射 中 心 的 作用 ,并 且 把 价 电子 的 能 级 移动 了 (142.17) 式 所 示 的 
数量 级 . 由 于 受 激 价 电子 的 德 布 罗 意 波长 也 比 a 大 ,振幅 /(0,E) ~ -a, 其 中 a 是 散射 长 度 [参考 (132.9) 
式 ]. 因此 这 个 效应 使 能 级 移动 一 个 恒定 的 数量 2m 及 av/m, 其 中 m 是 电子 质量 ,v 是 气体 粒子 数 密度 (EE. 
Fermi ,1934) . 

回 见 ( 场 论 ) $61, 题 3( 在 黑 球 上 的 入 射 问题 等 价 于 不 透明 幕 上 挖 一 圆 孔 的 入 射 问题 ). 截面 由 衍 
射 波 强度 除 以 人 射流 密度 后 得 到 . 
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6) = -i (21+1)P,(cos 6). 


1 大 的 项 是 这 个 求 和 式 的 主要 部 分 . 因此 可 把 21+1 改 成 21, 应 用 日 小 时 
Pi(cos 9) 的 渐 近 式 (49.6) ,并 把 求 和 改 成 积分 : 


i pe 本 _ia 
A(0) = 天 . W060D) dl=iGhl (0 ) = Bh (ka0), 





这 正 是 应 有 的 结果 中 . 
弹性 散射 总 截面 为 





“了 (kab) 
0,= | 270d0 = Ta’ ， 


这 个 积分 所 以 能 延伸 到 om 是 因为 收敛 很 快 . 这 是 在 所 述 条 件 下 应 有 的 结果 ( 参 
考 (142.8) 式 ) ,并 且 和 吸收 蕉 面相 同 ,简单 地 等 于 球 的 几何 礁 面 . 总 截面 0 


=2ma?. 
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$ 132 中 所 作 的 低能 弹性 散射 极限 定律 的 推导 ,很 易 推广 到 存在 非 弹性 过 
程 时 的 情形 . 
和 以 前 一 样 ,1=0 的 散射 在 低能 时 最 为 重要 . 根据 $ 132 的 结果 ,相应 的 $ 
矩阵 元 为 
So =etm~1+2i5 =1 -2ika. 


$ 132 中 描述 的 波 函 数 性 质 只 有 一 点 要 改变 , 它 在 无 穷 远 处 的 条 件 [ 渐 近 式 
(142.1) ] 现 在 是 复 条 件 ,而 不 再 是 纯 弹性 散射 情形 下 的 实 驻 波 . 常数 a = 
-cc 因此 也 是 复数 模 量 15, | 不 再 等 于 1. 条 件 15。1 < 1 意味 着 a =a' +ia” 的 
虚 部 必 是 负 的 (a" <0). 
把 5。 代入 (142.7) , 即 得 弹性 和 非 弹性 散射 截面 : 
0o.=47lal’, (143.1) 
0, =4mla"l/k. (143.2) 


可 见 弹性 散射 截面 仍 和 速度 无 关 , 但 是 非 弹性 截面 和 粒子 速度 成 反比 一 1/v 


@D 对 于 快速 带电 粒子 在 " 黑 " 核 上 的 衍射 散射 问题 可 作 同样 的 讨论 . 此 时 极限 值 ,应 该 由 这 样 的 
条 件 来 确定 ,使 得 粒子 在 库仑 场 中 的 经 典 运动 轨道 与 原子 核 间 的 最 短 距离 正好 等 于 核 半 径 . 1< 4 时 仍 应 
令 51=0,1>4 时 5,=e ,其 中 6 是 (135.11) 给 出 的 库仑 相位 . 见 A. H. Axaesep, HL. 有 1. TioMepasyx， 
Hexoropsre Bonpocs: Teopna Anpa, Tocrexuanat,1950, § 22;Journal of Physics, USSR 9,471.1945. 
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定律 (H. A. Bethe,1935). 因此 , 当 速度 降低 时 ,与 弹性 散射 相 比 , 非 弹 性 过 程 变 
得 越 来 越 重要 中 . 

极限 定理 (143. 1) 和 (143.2) 当然 只 是 截面 按 上 的 短 展 开 后 的 首 项 . 有 趣 的 
是 ,这 两 个 截面 展开 式 的 下 一 项 中 不 再 含有 (143.1) 和 (143.2) 以 外 的 新 常数 
(中 .1. Lanmpo ,1958). 这 个 结果 是 由 于 在 (142. 13) 中 ,1=0 的 分 波 振幅 

1 
MC 
中 的 go( 及 ) 函数 是 一 个 偶 函 数 . 当 大 小 时 这 个 函数 可 按 上 的 偶 次 守 展 开 , 因 此 
&= - 1/a 的 下 一 项 是 ~ 尼 . 如 果 上 略 去 这 一 项 ,f,() 展开 式 中 的 前 两 项 仍 可 
写成 
h(k) = -a(l -ika), 
相应 地 ,截面 展开 式 也 应 保留 到 下 一 项 ,由 此 很 易 得 到 以 下 表 式 : 
0o,=47lal’(1 -2kla"l), (143.3) 
0,=47la"l(1 -2kla"l )/k. (143.4) 

这 些 结果 假定 了 相互 作用 在 远 距离 处 衰减 得 足够 快 . 我 们 在 $ 132 中 看 到 ， 
如 果 场 U(7) 的 衰减 快 于 r , 当 人 "0 时 弹性 散射 振幅 就 趋 于 常数 极限 . 这 也 是 
非 弹性 道 存在 时 类 似 的 结果 (143. 1) 得 以 成 立 的 一 个 必要 条 件 @. 

反应 截面 的 1/e 律 满足 较 弱 的 条 件 : 场 的 衰减 只 需 快 于 "一 ,这 可 从 以 下 对 
1 律 的 直观 推导 中 清楚 地 看 出 . 

碰撞 中 产生 反应 的 概率 ,是 和 “反应 带 " 内 (+ ~a 的 范围 内 ) 的 人 射 粒子 波 函 
数 的 模 量 平方 成 正比 的 . 这 一 点 在 物理 上 表述 了 这 样 的 一 个 事实 ,例如 慢 中 子 和 
核 的 碰撞 , 仅 当 中 子 “ 透 进 " 核 内 时 反应 才能 发 生 . 如 果 相互 作用 的 衰减 快 于 
7 , 则 从 远 的 一 直到 > ~ a, 波 函数 不 会 有 数量 级 的 改变 , 换 句 话说 , 当 有 -+0 
时 ,比值 iy(a)/w(w ) 1 趋 于 一 个 有 限 极 值 (这 可 从 苹 定 词 方程 中 的 Uy 项 远 
小 于 Vy 这 一 事实 看 出 ). 反 应 截面 是 ly1? 除 以 流 密度 . 如 取 y 为 平面 波 按 单位 
流 密度 归 一 化 ,我 人 有 1w1” ~1/v, 这 就 是 所 求 的 结果 . 

在 带电 核 粒子 的 碰撞 中 , 除 短程 核 力 外 还 有 衰减 缓慢 的 库仑 场 . 这 个 库仑 场 
可 以 显著 改变 反应 带 内 入 射 波 的 量 值 . 反应 截面 等 于 1/v 乘 以 一 *0 时 的 库仑 波 
函数 和 自由 波 函 数 的 模 量 平方 的 比值 .这 个 比值 由 (136. 10) , (136. 11) 式 给 出 ， 
其 结果 为 (库仑 单位 ) 





@ 同样 可 以 求 出 角 动 量 /#0 的 分 波 反应 截面 和 速度 的 关系 ,结果 为 o, ~ kr! ,弹性 散射 截面 仍 
和 以 前 一 样 ,与 4 成 正比 ,也 就 是 4-»0 时 比 1 值 相同 的 co, 衰减 得 更 快 . 
回 〈143.3) 式 计 及 了 上 的 等 次 展开 的 下 一 项 ,要 求 U 的 衰减 比 r 快 ， 
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0 
WW TY 
指数 中 的 正 号 对 应 于 斥 力 , 负 号 对 应 于 引力 . 

1 律 中 的 系数 4 是 一 个 常数 . 如 果 速 度 远大 于 一 个 库仑 单位 (k >> 1) , 库 

仑 作用 不 起 作用 ,我 们 又 回 到 定律 o, = 4 人 

如 果 速 度 远 小 于 一 个 库仑 单位 (k << 1, 在 普通 单位 制 中 也 就 是 
Zi2ae /各 >>1, 其 中 Zie 和 Zse 是 相 碰 粒 子 的 电荷 ) ,在 决定 反应 带 内 的 波 函 数 
量 值 时 库仑 作用 成 为 主要 的 . 对 于 相 吸 粒子 的 碰撞 就 有 

ay =2m4/ 已 ， (143.6) 


Or (143.5) 


对 于 相 斥 粒子 的 碰撞 有 
0,=(2nA/k)e -2 (143.7) 

后 一 情形 中 , 当 -0 时 ,截面 趋 于 零 . (143.6) 和 (143.7) 所 差 的 指数 因子 就 是 
越过 库仑 势 刍 的 概率 ,在 普通 单位 制 中 它 就 是 exp( -27n2,2,e*/). 

注意 ,极限 定律 (143. 6) 不 但 适用 于 总 截面 而 且 也 适用 于 每 个 角 动量 为 1 的 
分 波 截面 D0. 这 一 点 可 从 下 列 事实 看 出 ,在 函数 外 ” 的 展开 式 (136.1) 中 [ 前面 
用 到 的 (136. 10) 和 (136. 11) 式 中 出 现 几 ”] ,每 个 求 和 项 中 的 函数 R, 有 着 相同 
的 对 此 的 极限 关系 :kh-»0 时 径 向 函数 都 由 (36. 25) 式 给 出 (引力 情形 ) ,而 当 接近 
力 心 时 我 们 有 Ru ~Vkr'. 单个 角 动 量 对 反应 带 内 波 函 数 平方 的 贡献 为 ~a*/k， 
亦 即 所 有 的 1 以 同样 的 方式 依赖 于 ,尽管 它们 被 小 的 因子 (a/a,)* 所 削弱 ,其 
中 a。 = 甩 /mZ,2se? 是 库仑 制 的 长 度 单位 . 


8$144 存在 反应 时 的 散射 矩阵 


$142 和 $ 143 中 所 考虑 的 截面 o, 是 所 有 可 能 的 非 弹性 散射 道 的 总 截面 . 
现在 我 们 来 进行 非 弹性 散射 普遍 理论 的 推导 ,其 中 每 道 都 可 分 开 考虑 . 

我 们 将 假定 ,两 个 粒子 的 碰撞 结果 仍 形成 两 个 粒子 (可 能 相同 也 可 能 不 
同 ). 我 们 把 所 有 可 能 的 反应 道 ( 对 一 个 给 定 的 能 量 而 言 ) 加 以 编号 ,并 用 适当 的 
下 标 附 记 在 这 些 道 的 有 关 量 上 . 

设 i 道 为 输入 道 . 此 道中 相 碰 粒子 的 相对 运动 波 函 数 (在 质心 系 中 ) 早 已 给 
出 , 它 是 入 射 平面 波 与 弹性 散射 的 出 射 波 之 和 : 


yi =e #9) (144.1) 
振幅 万 的 平方 给 出 ;道中 的 弹性 散射 截面 : 
dou = Ido. (144.2) 


四 对 (143.7) 式 同样 成 立 . 
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其 它 道 (下 标 用 了) 中 ,粒子 的 相对 运动 波 函 数 代 表 出 射 波 . 前 面 已 经 解释 
过 ,这 些 波 最 好 表 成 下 列 形式 D 


i 
PAON EE (144.3) 


式 中 的 句 是 / 道 反应 产物 的 相对 运动 波 矢量 ,9 是 它 和 = 轴 的 夹 角 ,m; 和 mr 分 
别 是 两 个 初 态 粒 子 和 两 个 末 态 粒子 的 折合 质量 . 立体 角 do 内 的 散射 通 量 等 于 
Iwl? 乘 以 wrdo, 相 应 的 反应 截面 等 于 这 个 通 量 除 以 入 射 通 量 密度 ( 它 
等 于 v,). 故 

py 


dor， (144.4) 
p; 


dor = fl 
式 中 的 动量 pi = mvi,pj = myvy. 
§ 125 中 我 们 定义 过 散射 算 符 $, 它 把 人 射 波 变换 成 出 射 波 . 当 有 几 道 存在 
时 ,这 个 算 符 具有 不 同道 之 间 的 跃迁 矩阵 元 . 对 各 道 为 "对 角 " 的 矩阵 元 相当 于 
弹性 散射 ,而 非 对 角 元 相当 于 各 种 非 弹性 过 程 . 所 有 这 些 矩 阵 元 对 别 的 变量 而 言 
仍 为 算 符 . 它们 的 求法 如 下 . 
和 $ 125 中 所 用 的 方法 一 样 ,我 们 定义 与 振幅 太太 有 关 的 算 符 广 , 记 如 下 : 
$4 =6% +2i WR 记 - (144.5) 
按照 这 个 定义 很 易 看 出 ,所 得 的 $ 矩阵 一 定 满足 么 正 条 件 . 因为 和 $ 125 中 一 
样 ,我 们 可 以 把 输入 道 的 波 函 数 写成 一 组 入 射 波 和 出 射 波 : 


-i 
ee 


(1 +2ikf,)F(n’) 





y=F( -mn') 











(144.6) 


为 方便 计 , 上 式 与 (125.3) 式 相 比 多 引进 了 一 个 因子 1/Vw. 采用 以 上 定义 的 振 
幅 后 ,/ 道 的 波 函 数 就 为 


a 
RE (144.7) 

入射 波 的 通 量 必 等 于 所 有 道 的 出 射 波 通 量 之 和 . 这 个 要 求 反映 了 这 样 一 个 
明显 的 条 件 :碰撞 中 能 够 产生 的 所 有 过 程 (弹性 和 非 弹性 ) 的 概率 之 和 必 等 于 1. 
鉴于 球面 波 的 分 母 中 有 Vv 因子 ,这 些 波 的 通 量 密度 中 不 再 出 现 速度 . 因此 上 述 条 
件 简单 地 意味 着 人 射 波 与 出 射 波 的 集合 具有 同样 的 归 一 化 . 所 以 ,这 个 条 件 又 可 





@@ 在 这 里 系统 的 初 态 仍 用 下 标 i 末 态 仍 用 几 参 考 §41 附注 1). 散 射 振幅 中 , 末 态 的 下 标 写 在 初 态 
的 左面 ,与 矩阵 元 的 下 标 放置 方式 相 一 致 . 为 统一 起 见 ,截面 中 的 下 标 也 采用 这 种 顺序 . 


“550. 第 十 八 章 “ 非 弹 性 碰撞 





表 成 散射 算 符 的 么 正 条 件 ,只 要 把 这 个 算 符 看 成 是 对 各 道 编号 而 言 的 一 个 矩阵 ， 
对 于 算 符 方 , 这 个 条 件 变 成 

A (144. 8) 
与 (125.7) 式 相 类 似 , 式 中 的 指标 + 代表 取 复 共 元 并 对 所 有 的 甜 阵 下 标 取 转 置 ， 


但 道 的 编号 下 标 除外 . 
5 矩阵 对 轨道 角 动 量具 有 定 值 ! 的 态 是 对 角 的 ,相应 的 矩阵 元 用 指标 (2) 相 


区 别 . 把 算 符 记 和 户 作 用 到 函数 (125. 17) 上 ,我 们 得 到 以 下 形式 的 弹性 和 非 弹 
性 散射 振幅 : 


可 六 (21 + 1) (St - 1)P,(eos 0), 
(144.9) 





> (21 + 1)8% P(ecos 0). 


四 顾 6 
相应 的 积分 截面 为 
"= si)ll=- S01, 
(144. 10) 
oh = Ey 


前 者 与 (142. 3 ) 式 相同 . 总 的 反应 截面 o,( 来 自 输入 道 让 为 
gs 
7 


式 中 对 /i 的 所 有 / 求 和 ,由 于 5 甜 阵 是 么 正 的 ,我 们 有 


D'snl =1-1S0l’. 
了 


上 式 给 出 (142.4) 式 的 er 
散射 过 程 对 时 间 反 演 的 对 称 性 ( 倒 易 定理 ) 由 下 式 给 出 : 


$s = (144.11) 


or， 
也 就 是 

Pty g (144. 12) 
式 中 符号 i* 和 f° 代表 这 样 两 个 态 , 它 们 与 i 和 /f 态 的 区 别 在 于 把 粒子 的 动量 和 
自 旋 分 量 全 部 变 号 人 ,它们 称 为 态 i 和 f 的 时 间 反 演 态 . (144. 11) 和 (144. 12) 式 


@。 对 于 复合 粒子 (原子 和 原子 核 ) ,这 里 的 “ 自 旋 " 取 作 总 的 内 带 角 动量 , 它 由 组 成 部 分 的 自 旋 和 内 
部 运动 的 轨道 角 动量 相 加 而 成 
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推广 了 弹性 散射 的 (125. 11) 和 (125. 12) 式 @. 
(144. 12) 式 导致 反应 截面 的 以 下 关系 式 : 
2 (144. 13) 
此 式 表述 了 细致 平衡 原理 . 
$ 126 中 曾经 提 及 ,如 果 微 扰 论 可 用 , 则 在 一 级 近似 中 我 们 不 但 有 倒 易 定理 
而 且 还 有 直接 过 程 一 /和 逆 过 程 广 'i( 按 字面 含义 的 着 过 程 ) 之 间 的 振幅 关系 . 
这 个 关系 由 方程 有 =f*/ 表 出 , 它 对 非 弹性 过 程 也 能 很 好 地 成 立 (也 在 一 级 近似 
下 ). 相应 的 截面 关系 则 为 


dos _ doy 





人 144. 14 
prdo, Pidoi 


如 果 截 面 对 pj 的 所 有 方向 积分 ,并 对 末 态 粒子 自 旋 sv,sy 的 方向 求 和 ,还 对 
初 态 粒子 的 动量 记 以 及 自 旋 s,s 的 方向 求 平均 ,那么 ixf 和 并 一 /* 这 两 个 路 
迁 之 间 的 区 别 就 不 再 存在 . 令 这 样 的 截面 为 
TCR 
上 式 中 对 所 有 粒子 的 自 旋 分 量 求 和 , 求 和 及 积分 号 前 面 的 因子 是 由 于 我 们 不 是 
对 初 态 粒子 的 有 关 量 求 和 而 是 求 平均 . 把 (144. 13) 写 成 以 下 形式 : 

pldondo. =p?doepe do 
进行 积分 和 求 平均 以 后 ,我 们 得 到 


&piar =gp oy, (144.15) 
其 中 
gi= 25 +1)(2sn +1), 8=(2sy +1)(2sy +1), (144.16) 
上 式 给 出 了 初 态 粒子 对 或 末 态 粒子 对 的 自 旋 取 向 数 , 称 为 i 态 和 / 态 的 统计 
权重 . 


最 后 ,我 们 提 一 下 振幅 /的 下 列 性 质 . 我 们 在 $ 140 中 已 看 到 , 当 p, 一 0 时 截 
面 en 按 1/p; 变化 (如 果 相互 作用 在 远 距离 处 衰减 得 足够 快 ) ,根据 (144.4) 式 ， 
这 意味 着 p, 一 0 时 万 一 常数 . 从 对 称 性 (144. 12) 可知 , 当 pj 一 0 时 万 也 趋 于 一 个 
常数 . 我 们 将 在 §147 中 回 到 这 个 结论 上 来 . 


$145 布 赖 特 和 维 格 纳 公式 
我 们 在 $ 134 中 引进 了 准 定 态 的 概念 ,这 种 态 具有 有 限 的 但 是 比较 长 的 寿 


人 加 ”我们 在 这 里 略 去 了 一 个 ( - 1) 因子, 它 在 有 自 旋 粒 子 的 碰撞 中 可 能 会 出 现 [参考 (140. 11) ] ,这 
一 点 当然 不 会 影响 到 截面 式 (144. 13) 
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命 . 在 能 量 不 太 高 的 核反应 领域 中 ,通过 复合 核 的 形成 阶段 ,出 现 了 很 大 一 类 
这 样 的 态 . 

这 个 过 程 的 直观 物理 图 像 是 这 样 的 ,人 射 到 原子 核 上 的 粒子 与 核 内 的 核子 
相互 作用 而 和 它们 “并 合 "在 一 起 组 成 一 个 复合 系统 ,所 带 和 人 的 粒子 能 量 被 分 配 
到 许多 核子 上 . 共振 能 相当 于 这 个 复合 系统 的 准 离散 能 级 . 准 定 态 的 长 寿命 (与 
原子 核 内 核子 的 运动 周期 相 比较 而 言 ) 来 自 这样 的 事实 ,在 大 部 分 的 时 间 内 能 
量 被 分 配 到 许多 粒子 身上 ,致使 其 中 没有 一 个 粒子 具有 足够 的 能 量 使 它 能 够 克 
服 其 余 粒子 的 引力 而 逸 出 核 外 . 只 有 在 相当 少 的 情况 下 , 才 会 有 足够 高 的 能 量 集 
中 到 其 中 的 一 个 核子 身上 ,这 时 复合 核 就 会 以 各 种 不 同 的 方式 进行 衰变 ,对 应 于 
各 种 可 能 的 反应 道 ®@. 

以 上 描述 的 碰撞 特点 表明 ,发 生 非 弹性 过 程 的 可 能 性 不 会 影响 到 弹性 振幅 
中 与 复合 核 性 质 无 关 的 势 散射 部 分 ( 见 $ 134) ; 非 弹性 过 程 只 能 改变 弹性 振幅 
的 共振 部 分 ,根据 同一 理由 ,通过 复合 核 的 形成 阶段 而 实现 的 那些 非 弹 性 散射 过 
程 ,它们 的 振幅 全 都 具有 纯 共 振 的 特性 . 所 有 振幅 中 的 共振 分 母 (这 个 分 母 与 


E=E, -37 


时 入 射 波 的 系数 等 于 零 有 关 ) 仍 保持 原来 的 人 -E+ 广 ) 的 形式 , 厂 仍 为 复合 


核 任 一 给 定 准 定 态 的 衰变 总 概率 . 

以 上 这 些 考虑 再 加 上 散射 振幅 必须 满足 的 么 正 条 件 , 足 以 建立 这 些 振幅 的 
形式 . 

采用 对 称 的 形式 进行 计算 是 比较 方便 的 ,我 们 把 复合 核 的 所 有 可 能 的 衰变 
道 进行 编号 ,而 不 事先 标 出 哪个 是 该 反应 的 输入 道 . 我 们 用 a,b,c,… 代 表 道 的 
编号 下 标 . 我 们 还 将 考虑 准 定 态 的 具有 1 值 的 分 波 振幅 @. 如 前 所 述 ,我 们 把 这 些 
待 求 的 振幅 表 成 以 下 形式 : 


(145.1) 





(为 简洁 计 , 常 数 5。 和 M., 上 的 (1) 指标 已 略 去 ). 式 中 第 一 项 仅 当 a = 时 才 存 
在 , 它 代表 “道中 的 势 弹性 散射 振幅 ,其 中 常数 5。 和 (134. 12) 式 中 的 8!” 相同 . 
(145.1) 式 中 的 第 二 项 对 应 于 共振 过 程 . 此 项 中 共振 因子 的 系数 是 这 样 选 定 的 ， 


人 ”复合 核 的 概念 来 自 玻 尔 (N. Bohr,1936) 

@@ 在 这 些 相 互 竞争 着 的 各 种 反应 道中 ,也 包括 人 射 粒子 的 辐射 俘获 ,此 时 复合 核 从 一 个 激发 态 路 
迁 到 它 的 基态 而 放出 一 个 y 光子 ,由 于 辐射 跃迁 的 概率 比较 小 ,这 个 过 程 也 是 “缓慢 "的 . 

图 我 们 先 不 考虑 由 于 过 程 中 含有 粒子 自 旋 而 产生 的 复杂 性 . 
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使 得 应 用 么 正 条 件 后 结果 被 简化 ( 见 后 ). 
由 于 所 考虑 的 散射 具有 给 定 的 轨道 角 动 量 绝对 值 , 这 个 值 对 时 间 反 演 并 不 
变 号 , 倒 易 定理 (对 时 间 反 演 而 言 的 对 称 性 ) 就 可 以 简单 地 表 成 振幅 及 对 下 标 
a,b 的 对 称 性 . 由 此 可 知 ,系数 M,, 一 定 也 有 这 样 的 对 称 性 (M,, = M,, ). 
振幅 /2 的 么 正 条 件 为 [参考 (144.8)] 
mje Dil, (145.2) 


把 (145. 1) 代 入 ,经 过 直接 计算 后 得 


Ms, M,, iT M, Mi 





EB-E, - 广 iT -Ri 三 总 全 + 
如 果 这 个 方程 对 所 有 的 能 量 已 便 成 立 , 首 先 应 有 MH.。 = M2 , 亦 即 M。, 是 一 个 实 


量 . 于 是 得 
M,= > MeM,, (145.3) 
亦 即 系数 矩阵 M。 必 须 等 于 其 自身 的 平方 . 
实 对 称 和 矩阵 M,, 通 过 适当 的 线性 正 交 变换 六 以 后 可 以 化 成 对 角形 式 . 用 
M'" 标记 它 的 对 角 元 ( 本 征 值 ) ,这 个 变换 可 写成 
> UUnM,, =M'™ Bo, 


式 中 的 变换 系数 满足 以 下 正 交 关系 : 
2 Us Us =5， (145.4) 


逆 变 换 为 
3 UsUsM™, (145.5) 


(145.3) 式 给 出 了 本 征 值 M'” 的 条 件 M'” =(M'")”, 因 此 它们 只 能 是 0 或 

1, 如 果 只 有 一 个 M'” 不 等 于 零 ( 设 为 M'"”=1) , 则 (145.5) 给 出 
M,, = U,V,, (145.6) 
亦 即 所 有 的 矩阵 元 M,, 都 可 用 Ui,(a =1,2,…) 这 组 量 表 出 . 如 果 有 几 个 M"" 不 
等 于 零 ,那么 矩阵 元 M. 可 用 U,VU,。,… 几 组 量 的 和 表 出 ,这 些 量 只 有 正 交 关系 
因而 是 独立 的 . 这 种 情形 相当 于 偶然 简 并 ,此 时 复合 核 的 几 个 不 同 准 定 态 对 应 于 
同一 个 准 离散 能 级 0. 忽略 这 种 不 重要 的 情形 , 亦 即 只 考虑 非 简 并 能 级 ,我 们 就 


@ 这 一 点 特别 清楚 地 表现 在 所 有 的 M'* =1 时 的 情形 ,由 (145.4) 和 (145.5) ,此 时 有 Ms =6。4, 亦 
即 不 同道 之 间 没有 跃迁 . 换 句 话说 ,这 种 情形 相当 于 存在 着 若干 个 彼此 独立 的 准 离散 态 ,每 个 态 在 一 个 道 
的 弹性 散射 中 出 现 . 
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可 得 出 这 样 的 结论 :矩阵 元 M., 等 于 一 些 量 的 乘积 ,其 中 的 每 个 量 只 和 一 个 道 的 


指标 有 关 . 
采用 记号 
Ul = VTAT, 
可 把 (145.6) 式 写成 
Wa = EAE TT, (145.7) 


MM 的 符号 与 Vi。 和 Us 的 符号 有 关 , 还 不 能 确定 . 考虑 到 等 式 》 Ui.U,. =1, 所 定 
义 的 ,满足 下 式 : 
2 Yap (145. 8) 


也。 称 为 各 个 道 的 分 宽度 . 公式 (145.1),(145.7) 和 (145.8) 给 出 了 待 求 的 散射 
振幅 的 一 般 形式 . 
现在 把 最 终 公 式 改写 一 下 , 取 某 个 固定 的 道 为 输入 道 了 了, 该 道 的 分 宽度 记 作 
卫 .( 弹 性 宽度 ) 其 它 反应 道 的 宽度 记 作 T, ,Ts,… 
弹性 散射 总 振幅 为 
1.(0) =7 (9) -2 = 
EE +BiT 
式 中 是 入 射 粒子 的 波 数 ,f” 是 势 散 射 振幅 . 此 式 和 (134.12) 式 的 区 别 在 于 共 
振 项 分 子 中 的 古 换 成 了 较 小 的 工 ,. 
早已 提 过 非 弹性 过 程 的 振幅 是 纯 共振 型 的 . 微分 截面 为 


re We 


es Pp, (cos 0) ， (145.9) 





dap mT (145. 10) 
积分 截面 为 
OD (145.11) 
I 
所 有 非 弹 性 过 程 的 总 截面 为 
0.=(21+1) 吝 Det 3 (145. 12) 


(E-E,)’ We 


其 中 工 , = 矿工, 称 为 该 能 级 的 总 非 弹 性 宽度 . 
还 想 知道 的 是 反应 截面 在 共振 值 已 = E。 附近 的 能 量 范围 内 的 积分 结果 . 由 


@ ”这些 公 式 首先 由 布 赖 特 和 维 格 纳 ( G. Breit，E. Wigner,1936) 得 到 . 
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于 co, 离开 共振 时 衰减 得 很 快 ,对 E-E 的 积分 可 以 延伸 为 - % 到 + % , 求 得 
J eae= (21+D) 全 、 (145. 13) 
在 慢 中 子 散 射 中 ( 它 的 波长 远大 于 原子 核 的 线 度 ) ,只 有 s 波 散 射 是 重要 
的 , 它 的 势 散射 振幅 是 一 个 实 常数 -a. (134. 14) 变 成 
Rs (145. 14) 
24(E-E, + 
弹性 散射 总 截面 为 
sm +4akT,(E-E) 
(Ep-E)’ +#r 
4ma2 这 一 项 可 以 称 为 势 散 射 截 面 . 我 们 看 到 共振 区 内 存在 着 势 散 射 和 共振 
散射 的 干涉 . 只 有 在 该 能 级 的 邻近 (E -E。~ 丁 ) 才 能 略 去 振幅 a( 记 得 lakl <<1) ,此 


Cs (145. 15) 


时 的 慢 中 子弹 性 散射 截面 公式 变 成 
人 (145. 16) 
(E-E,) al 
弹性 和 非 弹性 散射 的 总 截面 为 
0,=0,+0,= 亏 A (145. 17) 


RF (Ep-E,)’ +4r 
当 势 散射 可 忽略 时 ,截面 o,,o,, 可 表 成 以 下 形式 : 
R me 
0.=0 TF, n=0 了 
0, 是 所 有 共振 过 程 的 截面 之 和 ,可 以 看 作 是 复合 核 的 形成 截面 . 各 种 弹性 和 非 
弹性 过 程 的 截面 ,等 于 o, 乘 以 复合 核 衰 变 为 该 道 的 相对 概率 ,后 者 是 能 级 总 宽 
度 和 相应 分 宽度 的 比值 . 截面 的 这 种 表述 方式 ,完全 是 由 于 散射 振幅 分 子 中 的 系 
数 M,, 能 够 进行 因 式 分 解 的 结果 , 它 相 当 于 这 样 的 物理 图 像 , 该 碰撞 过 程 可 分 两 
步 实 现 : 先 形成 处 于 某 一 准 离散 态 中 的 复合 核 ,然后 通过 某 一 个 道 衰 变 了 . 
正如 $ 134 中 早已 提 到 的 ,此 处 所 讨论 公式 的 适用 范围 只 受到 一 个 条 件 的 
限制 , 即 差 值 IE - E,1 必 须 小 于 该 复合 核 两 个 (具有 相同 的 角 动 量 值 ) 相 邻 准 离 
散 能 级 的 间距 D. 我 们 还 提 到 过 ,如 果 E=0 值 位 于 共振 区 内 ,上 述 这 些 公式 不 允 





@ ”所 有 以 上 的 计算 都 是 以 e+ 下 =4+ 了 型 的 反应 为 基础 的 ,从 两 个 初始 粒子 ( 人 射 粒子 和 核 ) 出 发 
变 成 两 个 粒子 . 但 从 所 得 结果 的 物理 本 质 可 以 看 出 ,这 样 的 假定 并 不 是 必需 的 . (145. 11) 那样 的 积分 截面 
式 对 原子 核 中 逸 出 多 个 粒子 的 反应 讲 来 也 是 成 立 的 、 
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许 过 渡 到 已-*0 的 极限 . 在 这 种 情形 下 公式 应 作 修改 , 即 把 能 量 E, 改 成 某 个 有 
关 的 常数 so, 把 弹性 宽度 太 . 改 成 y, VE, 非 弹性 宽度 太 仍 应 看 作 常数 (H. A. 
Bethe，G. Placzek，1937)@. 这 些 修改 使 得 当 BE-*0 时 , 非 弹 性 截面 (145. 12 ) 按 
1/VE 增 长 ,与 慢 粒子 非 弹性 散射 的 普遍 理论 相 一致 ($ 143 ) 

当 考虑 相 碰 粒子 的 自 旋 以 后 ,公式 一 般 讲 来 非常 复杂 . 我 们 只 考虑 最 简单 的 
但 是 比较 重要 的 慢 中 子 散射 情形 ,参与 散射 的 只 有 1 = 0 的 轨道 角 动量 . 复合 核 


的 自 施 由 坡 核 的 自 施 i 和 中 子 的 自 施 s= 却 相 加 而 得 , 它 可 取 j =i+ 寺 两 个 值 


(我 们 假定 i 尖 0, 否则 公式 不 需 改 变 ). 复合 核 的 每 个 准 离散 能 级 和 一 个 确定 的 7 
值 相 联系 ,因此 反应 截面 等 于 (145. 12) 式 ( 取 1=0) 乘 以 概率 g(j) ,g(7) 就 是 当 
有 一 个 共振 能 级 存在 时 原子 核 加 中 子 这 个 系统 具有 必要 的 j 值 的 概率 . 

我 们 假定 中 子 和 总 核 的 自 旋 取 向 都 是 完全 任意 的 ,对 i 和 s 这 一 对 自 旋 讲 
来 ,共有 (2i+1) (2s +1) =2(2i+1) 种 可 能 的 取向 . 其 中 有 2;+1 种 取向 对 应 于 
给 定 的 总 角 动 量 值 j, 假 定 所 有 的 空间 取向 都 是 等 概率 的 ,我 们 求 得 具有 给 定 j 
值 的 概率 为 

&(7) = 

弹性 散射 的 截面 公式 也 应 作 同样 的 修改 ,但 应 记得 势 散射 中 这 两 个 / 值 全 
都 存在 ,因此 (145. 15) 式 的 第 二 项 中 应 该 包含 一 个 g(j) 因子 (j 为 该 共振 能 级 的 
总 角 动 量 ) ,4ma' 这 一 项 应 改 为 求 和 式 : 


> e004n[ta® ]’. 


共振 反应 通过 复合 核 的 形成 阶段 (处 于 某 一 准 定 态 中 ) 这 一 事实 ,导致 有 
关 反应 产物 角 分 布 问题 的 某 些 一 般 性 结论 ,每 个 准 定 态 ( 除 了 其 它 特性 以 外 ) 
具有 一 定 的 宇 称 . 因而 这 个 复合 核 暗 变 后 形成 的 b+Y 粒子 系 统 也 有 同样 的 字 
称 . 这 意味 着 该 系统 的 波 函 数 及 其 反应 振幅 当 坐 标 系 反 演 后 只 是 乘 上 了 一 个 
+1 因子 ;振幅 的 平方 即 截面 因而 保持 不 变 . 坐标 系 的 反 演 对 确定 散射 方向 的 
极 角 和 方位 角 讲 来 意味 着 作 变 换 0 一 - 9,p 一 n+p( 在 系统 的 质心 系 中 ). 反 
应 产物 的 角 分 布 因而 对 这 个 变换 保持 不 变 ,特别 是 , 当 我 们 对 参与 反应 的 所 有 
粒子 的 自 旋 取 向 平均 以 后 ,截面 只 和 散射 角 9 有关, 对 这 个 角 而 言 的 角 分 布 必 
然 对 称 于 变换 9-~*T - 9, 也 就 是 角 分 布 (在 质心 系 中 ) 对 称 于 粒子 碰撞 方向 的 垂 


(145.18) 


四 要 注意 的 是 ,对 于 小 能 量 情形 下 可 能 发 生 的 那些 非 弹性 过 程 讲 来 ( 例如 辐射 俘获 ) ,E =0 值 不 是 
一 个 赔 值 . 当 能 量 接近 于 该 反应 的 阅 值 时 ( 低 于 盖 值 该 反应 不 会 发 生 ) ,分 宽度 厂 ,应 作 太 , 所 作 的 那 种 


修改 . 
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直 平面 中. 

鉴于 复合 核 具有 大 量 密集 的 能 级 ,截面 随 能 量 的 具体 变化 对 许多 散射 过 程 
说 来 极为 复杂 ,这 种 复杂 性 造成 了 一 个 困难 ,使 我 们 难于 发 现 从 一 个 核 到 另 一 个 
核 时 截面 性 质 的 任何 系统 性 变化 . 因此 我 们 就 有 理由 去 研究 抛 开 共振 结构 细节 
的 那 种 截面 行为 ,也 就 是 对 远大 于 能 级 间距 的 能 量 间隔 进行 平均 以 后 的 截面 行 
为 . 这 样 的 处 理 也 不 必 区 分 不 同类 型 的 非 弹性 过 程 . 只 把 散射 分 为 “弹性 ”和 “ 非 
弹性 "部 分 (其 含义 见 后 )@. 

为 了 说 明 平 均 过 程 的 含义 ,我 们 仍 略 去 与 自 旋 有 关 的 复杂 性 ,来 考虑 1=0 
的 分 波 截面 . 

按照 (142.7) 式 ， 


0.= 太 IS-11”， wo,= 理 (1 = 
(145. 19) 


0,=E2(1 -Res) 


弹性 和 非 弹性 截面 以 及 由 此 而 得 的 总 截面 通过 同一 个 量 5( 为 简洁 计 省 略 了 指 
标 (0) ) 表 达 出 来 . 对 能 量 间隔 求 平均 时 ,与 5 成 线性 关系 的 总 截面 可 以 通过 $ 
的 平均 值 表 成 


= 各 2(1 -ReS)， (145. 20) 


1/ 上 因子 变化 缓慢 ,不 受 平均 的 影响 ,平均 以 后 的 “弹性 "截面 被 定义 成 为 


吃 = 丰 13-1P， (145.21) 


它 一 般 地 不 等 于 平均 值 r,, 换 句 话说 ,这 样 的 弹性 散射 是 先 对 出 射 波 Se™/r 中 
的 振幅 平均 以 后 再 来 定义 的 ,采用 这 个 定义 ,一 个 波 包 的 弹性 散射 保持 它 的 形状 
不 变 . 我 们 可 以 说 ,(145.21) 式 的 截面 与 散射 的 “相干 ”部 分 有 关 . 这 就 意味 着 ， 
通过 形成 复合 核 而 发 生 的 那 一 部 分 弹性 散射 被 排除 在 外 : 当 一 长 寿命 的 复合 核 
已 经 形成 随后 又 训 变 时 ,入 射 波 包 的 特征 当然 全 都 丧失 . 这 个 平均 化 模型 中 的 


“ 非 弹性 "散射 现在 自然 是 由 差 值 o* = e, - o* 来 定义 , 即 
ot =E(1 -151). (145. 22) 


因此 其 中 不 但 包括 各 种 非 弹性 过 程 ,也 还 包括 形成 中 间 复 合 核 而 发 生 的 那 一 部 
@D 对 于 无 自 旋 粒 子 , 微 分 反应 截面 简单 地 正比 于 [ Pi( cos 9) ]? ,这 种 对 称 性 很 明显 


回 以 下 的 平均 方法 (进展 到 所 谓 核 散射 的 光学 模型 ) 是 由 V. F. Weisskopf, C. E. Porter. 和 H. Fesh- 
bach(1954) 提出 的 . 
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分 弹性 散射 . 

很 易 看 出 ,这 种 解释 给 出 了 极限 情形 的 正确 处 理 ,因而 可 以 进行 合理 的 
内 插 . 
在 低能 范围 内 ,共振 之 间 分 得 很 开 ( 厂 << D) ,每 个 能 级 附近 的 5 值 由 下 式 








平均 后 得 

i 

Bae [5 (145.23) 
其 中 工 , 和 D 是 对 所 考虑 能 量 范围 内 所 有 的 能 级 平均 以 后 所 得 的 弹性 宽度 和 平 
均 能 级 间距 , 缓 变 函数 68" (EE) 在 这 个 平均 中 可 看 作 一 个 常数 . 从 而 得 


= 一 一， (145.24) 


式 中 已 略 去 ~ 了 TWD 的 小 项 0. 此 式 实际 上 和 截面 (145. 17 ) 的 平均 值 一 致 ,如 前 
所 述 , 它 对 应 于 复合 核 的 形成 . 

随 着 复合 核 激发 能 量 的 增 大 ,能 级 间距 减 小 ,衰变 概率 (以 及 能 级 的 总 宽 
度 ) 增 大 ,以 致 能 级 开始 交合 (此 时 准 离散 能 级 这 一 概念 本 身 也 在 很 大 程度 上 失 
去 它 的 意义 ). 函数 5(E) 的 不 规则 性 就 逐渐 平滑 下 去 ,使 得 精确 函数 和 平均 函 
数 的 差别 逐渐 变 小 ,截面 式 (145. 22) 就 和 (145. 19) 式 给 出 的 o, 相同 . 这 一 点 与 
下 列 事实 一 致 ,高 能 时 复合 核 通 过 输入 道 而 衰变 与 该 能 量 下 可 能 发 生 的 各 种 衰 
变 方 式 比较 起 来 是 不 重要 的 . 因此 在 这 个 能 量 范围 内 ,所 有 参与 形成 复合 核 的 过 
程 都 可 以 看 作 是 非 弹 性 的 . 

由 此 可 见 ,平均 模型 中 的 散射 还 是 能 用 一 个 量 5 来 确定 ,现在 5 是 能 量 的 光 
滑 函 数 . 在 光学 模型 中 ,为 了 算出 这 个 函数 ,原子 核 的 散射 特性 用 一 个 具有 复 势 
的 力 场 来 近似 . 该 势 的 虚 部 使 其 结果 除 弹性 散射 外 还 有 粒子 的 吸收 ,这 种 吸收 相 
当 于 平均 模型 中 的 “ 非 弹 性 "散射 ,其 截面 由 (145. 22) 式 给 出 . 


$146 反应 中 的 末 态 相互 作用 
反应 结果 所 产生 的 粒子 之 间 的 相互 作用 ,可 以 对 它们 的 能 量 分 布 和 角 分 布 
产生 重要 的 影响 . 而 这 种 效应 , 当 相互 作用 粒子 的 相对 速度 很 小 时 自然 特别 明 


@@ 由 于 其 它 能 级 的 存在 而 在 一 个 能 级 的 范围 内 所 产生 的 那些 项 ,都 具有 同样 的 数量 级 . 
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显 . 例如 在 伴 有 两 个 或 更 多 个 核子 辐射 的 核反应 中 ,就 存在 着 这 种 现象 ,在 这 里 
效应 来 自 自由 核子 之 间 的 核 力作 用 了. 

设 po 为 移出 核子 对 的 质心 动量 ,p 为 它们 的 相对 动量 . 我 们 假定 p <<m, 因 
而 相对 动能 =p*/m(m 为 核子 质量 ) 远 小 于 质心 动能 E。 = /4m. 我 们 还 假定 
Z 远大 于 双核 子 系统 的 ( 真 的 或 虚 的 ) 能 级 s. 这 就 是 说 , 仅 假定 核子 间 的 相对 
运动 是 “ 慢 " 的 ,而 核子 本 身 的 运动 都 是 “ 快 "的 . 

反应 概率 是 和 处 于 “反应 带 " 内 的 生成 粒子 的 波 函 数 模 量 平方 成 正比 的 ,这 
个 “ 带 " 内 的 粒子 间距 具有 核 力 力 程 a 的 数量 级 ( 见 $ 134 中 对 于 初始 粒子 的 类 
似 讨论 ). 在 目前 情形 下 ,我 们 的 目的 只 是 求 出 反应 概率 和 一 对 核子 的 相对 运动 
特性 之 间 的 关系 . 因此 只 需 考虑 相对 运动 波 函 数 如 (r) 就 足够 了 ,生成 一 对 相对 
动量 在 dp 区 间 内 的 核子 的 概率 为 

du = 常数 x 1y,(a) 12dp， (146.1) 

$ 136 中 曾经 指出 过 ,为 了 求 出 一 个 系统 通过 散射 进入 具有 确定 运动 方向 
的 状态 的 概率 ,我 们 应 该 采用 (在 无 穷 远 处 ) 只 含 人 射 波 和 一 个 平面 波 的 末 态 波 
函 如 ”作为 波 函 数 , 这 些 函数 应 按 动量 的 8 函数 归 一 化 .Wi ， 函数 也 可 从 好 人 
函数 直接 得 到 ( 取 复 共 红 并 改变 p 的 符号 ) ,yy (在 无 穷 远 处 ) 含有 出 射 球面 波 
与 两 粒子 的 相互 散射 相当 . 代入 (146. 1 ) 时 两 者 的 差别 并 不 重要 , 即 (146. 1) 中 
的 可 以 取 作 如 ” ,于 是 问题 就 化 为 早已 讨论 过 的 慢 粒 子 共振 散射 

WW 函数 在 r~a 区 域内 的 具体 形状 尽管 是 不 知道 的 ,为 了 求 出 概率 和 人 能量 E 
的 关系 ,我 们 只 需 考虑 "= 1 人 >> a 距离 处 的 这 个 函数 ( 式 中 的 k=p/i; 已 假定 
ka <<1) ,然后 把 它 延伸 到 距离 r ~a 处 就 足够 了 @. y, 的 主要 贡献 来 自 球面 波 
(含有 1/r 因子 ) ,这 个 波 等 于 一 组 1 值 不 同 的 分 波 , 它 们 的 振幅 就 是 相应 的 散射 
振幅 . 由 于 低能 时 /大 0 的 散射 振幅 比较 小 , 求 1y, (a)1? 时 只 需 考 虑 s 波 . 因此 
根据 (133.7) 式 有 





tr 


i 
ee (146.2) 
其 中 «= V2mlel/i, 而 s 为 双核 子 系统 的 束缚 (或 虚 ) 态 能 量 @. 上 式 代 入 
(146. 1) 得 

dip 


Te (146.3) 





dw, = 常数 x 


外 下 述 结果 先 由 A. B. Migdal(1950) 得 到 ,后 由 K. M. Watson(1952) 独立 地 得 到 . 

回 ”这样 做 是 允许 的 ,因为 在 "<<1 人 的 区 域内 ,确定 的 薛 定 谓 方程 中 可 以 略 去 能 量 E. 因此 这 个 
区 域内 入 的 关系 完全 决定 于 它 和 "+~1/k 区 域内 函数 的 衔接" 条件. 

图 这 里 所 指 的 是 自 旋 平 行 或 反 平行 的 np 系统 ,或 者 是 自 旋 反 平行 的 mn 系统 . 至 于 pp 系统 ,由 于 库 
仑 斥 力 而 使 情况 复杂 化 ,此 时 要 用 $ 138 中 给 出 的 理论 来 处 理 . 
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可 见 动量 的 方向 分 布 (在 双核 子 系统 的 质心 系 中 ) 是 各 向 同性 的 . 相对 运动 
的 能 量 分 布 由 下 式 给 出 : 





dwe = 常数 x 六 EE (146.4) 
我 们 看 到 ,核子 间 的 相互 作用 使 得 能 量 分 布 在 低能 区 的 已 ~ 1e1 处 出 现 一 个 极 


大 值 

实验 室 坐标 系 中 ,小 的 9 角 ( 两 粒子 动量 的 夹 角 ) 对 应 于 小 的 相对 动量 值 
(p <<po). 因 此 巨 分 布 中 存在 着 极 大 值 ,对 应 于 实验 室 坐标 系 中 核子 逸 出 方向 
间 的 角 关 联 在 小 的 9 值 时 出 现 增长 的 概率 . 

设 p, 和 已 是 实验 室 坐标 系 中 两 个 核子 的 动量 , 则 有 


1 
Po =Pi+Pay P=3 (Ba -Pi) 


两 个 相同 粒子 的 折合 质量 为 二 mm. 以 上 两 式 矢 乘 后 得 pn xp = Pi x Ps, 故 当 

P<<po 时 有 
2 
Pop， = 户 Pasin 0~0 
或 96=4p,/po, 其 中 p ,是 矢量 p 相对 于 p。 方向 而 言 的 横向 分 量 ,0 是 p, 和 p, 方 
向 间 所 夹 的 小 角 . 把 (146. 3) 改 写成 以 下 形式 : 
dw, = 常数 x 

(下 + 乃 ) 寺 +lel 
并 对 py 积分 , 即 得 对 9 角 而 言 的 概率 分 布 . 由 于 积分 收敛 很 快 ,积分 限 可 延伸 到 
从 -% 到 +% ,最 后 结果 为 


dw = 避 数 x_ 6a2 


VF +4lel/E, 
立体 角 元 do ~2m0d9 的 角 分 布 在 9~ Vie1/E。 处 有 一 极 大 值 . 


$147 反应 阅 附 近 的 截面 行为 


如 果 反 应 产物 的 内 能 之 和 超过 了 初始 粒子 的 内 能 之 和 ,这 个 反应 就 有 一 个 
阔 : 仅 当 碰 撞 粒 子 的 动能 (在 质心 系 中 ) 已 超过 某 个 一 定 的 “ 阔 " 值 Em 时 ,这 个 反 


(146.5) 


@ ”严格 讲 来 ,(146.3)(146.4) 式 中 的 常 系数 也 可 能 依赖 于 E( 通 过 整个 反应 产物 系统 的 其 余部 分 
的 波 函 数 ) ,但 是 这 样 的 依赖 关系 是 很 弱 的 :这 个 系数 作为 已 的 函数 ,只 有 在 该 反应 中 核子 对 所 能 具有 的 
整个 能 量 范围 内 ( ~ Eo ) 才 会 有 显著 的 变化 ,因此 对 E << Eo 区 间 内 的 分 布 讲 来 ,这 种 依赖 关系 与 (146.4) 
式 所 示 的 强烈 关系 相 比 可 以 略 去 不 计 . 


5147 反应 阔 附 近 的 截面 行为 * 561: 





应 才 有 可 能 发 生 . 我 们 来 考察 阔 值 附近 的 反应 截面 依赖 于 能 量 的 特点 . 我 们 假定 
反应 产物 只 有 两 个 粒子 (4 +B=4'+B' 型 ). 

在 阔 的 附近 ,生成 粒子 的 相对 速度 "很 小 ,这 种 反应 与 碰撞 粒子 速度 很 低 的 
反应 正好 相反 . 截面 和 的 关系 因此 很 易 通过 (144. 13 ) 式 的 细致 平衡 原理 以 及 
反应 的 已 知 能 量 关 系 求 出 ,而 "是 该 式 中 输入 道 的 速度 ( $ 143). 在 很 大 一 类 反 
应 中 ,4' 和 B' 粒 子 间 不 存在 库仑 作用 (例如 产生 一 个 慢 中 子 的 核反应 ) ,因而 求 
得 的 反应 截面 与 ,”(1/v') 成 正比 ?9, 即 

gr,~v (147.1) 

同 理 我 们 求 得 截面 和 碰撞 粒子 能 量 的 下 列 关系 :速度 "从 而 还 有 反应 截面 r, 与 
差 值 5 - Em 的 平方 根 成 正比 

0,=A VE-Em (147.2) 

不 同道 的 散射 振幅 间 由 么 正 条 件 联系 . 因此 打开 一 个 新 道 也 使 其 它 过 程 的 
截面 包括 弹性 散射 截面 在 内 的 能 量 关 系 式 中 出 现 某 些 奇 点 (EE. P. Wigner, 1948; 
A. H. Bassp,1957;G. Breit,1957). 为 了 阐明 这 种 现象 的 由 来 及 性 质 ,我 们 考虑 一 
个 简单 情形 ,此 时 低 于 反应 阔 的 只 有 弹性 散射 . 

在 阔 值 附近 ,所 产生 的 4' 和 8" 粒子 处 于 轨道 角 动 量 1=0 的 态 中 [对 应 于 
(147.2) 式 ]. 如 果 反 应 中 的 粒子 无 自 旋 ,轨道 角 动 量 守恒 ,4 + B 粒子 系统 也 处 
于 s 态 中 .按照 (142.7) ,1=0 的 反应 分 截面 与 弹性 散射 的 5 矩阵 元 的 关系 为 


of = 全 (1 -15,1?)， (147.3) 


式 中 上 是 碰撞 粒子 的 波 数 . 令 (147.2) 和 (147.3 ) 相等 ,我 们 求 出 正好 在 反应 阔 
以 上 的 精确 到 VE -En 数量 级 的 模 量 15。1, 它 等 于 


2 
15,1 =1 -34 /EB-En, (E>En), (147.4) 

式 中 km = V2mEm/ 有 i,m 是 粒子 4 和 中 的 折合 质量 , 阔 值 以 下 只 有 弹性 散射 , 故 
I l=1, (B<Ba): (147.5) 


但 是 散射 振幅 从 而 5。 应 该 是 整个 能 量变 化 区 域内 的 解析 函数 ,这 样 的 函数 [在 
阐 值 以 上 取 值 为 (147.4) ,在 阔 值 以 下 取 值 为 (147.5) ] ,可 同样 精确 地 由 下 式 
表 出 


a 谢 
Se 人 1 -7284 /EE), (147.6) 
式 中 的 6 是 常数 ,E < Em 时 上 式 的 根 号 变 成 虚数 , 方 括号 内 表 式 的 模 量 和 1 只 


人 @@ ”这 个 结果 相当 于 $ 144 末 导 出 的 py 一 0 时 振幅 态 的 常数 极限 . 截面 式 (144.4) 正 比 于 pj. 
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差 一 个 更 高 级 的 小 量 . 
对 于 所 有 的 ! 关 0, 不 存在 非 弹性 散射 ,所 以 
Sm =e™, (1#0). (147.7) 


在 阔 值 附近 ,相位 6, 应 取 它 在 E=Enm 处 的 值 . ® 
把 所 得 的 Sm 值 代入 (142.2) , 即 得 反应 阐 附 近 散 射 振幅 的 以 下 表 式 : 
f(0,E) =fa(0) -起 4 /BE-Ene™, (147. 8) 
其 中 fm(9) 是 E=Enm 时 的 散射 振幅 . 因此 散射 微分 截面 为 
坚 = Ifa (0) 1 + 细 4 /E-EnlIm|fa(0)e | ,已 > Ba， 


= lfn(0) 1 | /E-EnmRelfa(0)e "|,E<En, 
把 振幅 fm 写成 Un 1e"” ,最 后 可 把 结果 写成 下 列 形式 


do 2 sin(26, -a) ,E>En, 
SS -at TIT 
和 四 人 


(147.9) 

这 个 公式 中 截面 和 能 量 的 关系 ,根据 角度 25。- a 在 第 一 ,第 二 ,第 三 和 第 四 

象限 内 而 分 别 具 有 图 50a,b,e,d 的 形式 . 每 种 情形 下 都 有 两 个 分 支 位 于 公共 的 
垂直 切线 的 两 边 . 


Sls 
< 
BE 
~ 


(147.9) 对 do 积分 时 ,第 二 项 的 积分 贡献 只 能 来 自 fm(9) 的 各 向 同性 部 分 ， 


加 由 于 6,(E) 在 E>Em 和 EE<Em 时 都 是 实 函 数 , 它 可 按 E-Em 的 整数 睾 展开 成 级 数 . 
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即 弹性 散射 的 s 分 波 振幅 (e* -1)/2ikm. 从 而 得 阔 值 附近 的 弹性 散射 总 截面 


sin6,, E>En, } 


og=om-24 -ET x{ (147. 10) 


sin 5ucos 60,E < Em. 
对 于 正 的 和 负 的 sin 6。cos 6。, 上 式 分 别 具 有 图 50 中 (a) 或 (b) 的 形状 . 

由 此 可 知 ,反应 阔 的 存在 使 得 弹性 散射 截面 对 能 量 的 依赖 关系 中 出 现 一 个 
特征 奇 点 . 如 果 粒 子 具 有 自 旋 , 公 式 当然 会 有 定量 方面 的 差别 ,但 是 这 种 效应 的 
一 般 特性 仍然 不 变 卫 ,如果 阔 值 以 下 除了 弹性 散射 外 还 有 别 的 反应 ,那么 在 该 反 
应 的 截面 中 也 将 出 现 相应 的 奇 点 . 这 些 截面 都 在 已 = Em 处 具有 一 个 奇 点 ,并 在 
已 =Em 附近 是 VIE -五 mw1 的 线性 函数 ,这 个 函数 在 阔 值 上 下 具有 不 同 的 斜率 . 

在 辐射 出 一 个 带 正 电 荷 的 粒子 的 核反应 中 ,我 们 碰 到 了 反应 产物 (粒子 4 
和 B') 间 具有 库仑 斥 力 的 情形 . 在 这 种 情形 下 , 当 * 一 0( 即 E 一 BEm) 时 ,反应 截面 
以 及 这 个 截面 对 能 量 的 所 有 微 商 都 指数 式 地 趋 于 零 ,并 在 其 它 过 程 的 截面 中 没 
有 奇 点 . 

最 后 ,我 们 来 考虑 生成 两 个 电荷 相 异 的 慢 粒 子 的 反应 ,因而 粒子 间 具 有 库仑 
引力 . 这 种 反应 的 截面 通过 细致 平衡 原理 与 两 个 相 吸 慢 粒 子 反 应 的 截面 式 
(143.6) 相 联系 . 因此 当 "一 "0 时 ,该 截面 趋向 常数 极限 值 : 

v' 一 0 , 0, = 常数 . (147.11) 
亦 即 通过 阅 值 时 反应 截面 突然 具有 某 一 有 限 值 . 

现在 来 阐明 这 种 反应 的 弹性 散射 截面 在 阔 值 附近 的 奇 点 性 质 (A. H. Bass， 
1959 ) ,但 它 不 可 能 像 不 带电 粒子 那样 根据 阔 值 以 上 的 已 知 规律 (147. 11 ) 用 前 
面 的 简单 办 法 直接 地 求 得 . 与 后 一 种 情况 相 比较 ,现在 的 情况 由 于 下 列 事实 而 复 
杂 化 了 :4' + 8 系统 在 近 阔 区 (已 < Em) 具有 束缚 态 , 它 们 对 应 于 库仑 引力 场 中 的 
离散 能 级 ,从 能 量 角度 看 来 ,这 些 态 可 以 在 粒子 4 和 B 的 碰撞 中 形成 ,但 由 于 弹 
性 散射 的 可 能 性 ,它们 只 能 是 准 定 态 ,然而 ,它们 的 存在 必然 会 在 阔 值 以 下 的 弹 
性 散射 中 引起 与 布 赖 特 - 维 格 纳 共振 相 类 似 的 共振 效应 . 

为 了 解决 上 述 问题 ,我们 来 研究 描述 碰撞 过 程 的 波 函 数 的 结构 . 与 两 道 的 存 
在 相 一 致 ,相互 作用 粒子 系统 的 薛 定 刘 方 程 具有 在 整个 位 形 空 间 内 为 有 限 的 两 
个 独立 解 , 令 内 和 yw, 代表 这 两 个 任意 选 定 和 任意 归 一 化 的 解 . 我 们 可 以 把 这 两 
个 函数 线性 组 合 起 来 用 以 描述 其 中 一 道 为 输入 道 情形 时 的 散射 , 令 a 和 4 分别 
代表 粒子 对 为 4,B 和 4',B' 的 两 个 道 ,并 令 消 = ay + ay 对 应 于 输入 道 a 的 
情形 , 它 描述 粒子 4 和 B 的 弹性 散射 以 及 反应 4 + B 一 4' +B". 在 反应 阔 附 近 , 系 
数 wm 和 a, 显著 地 依赖 于 小 动量 ,而 任 选 的 函数 yy 和 内 在 总 =0 处 没有 


人 自 旋 不 等 于 零 时 ,s 态 中 的 4’+B' 系 统 可 以 具有 不 等 于 零 的 总 角 动 量 ,因而 4+B 系统 可 以 具有 
不 同 的 轨道 态 . 
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奇 点 . 

在 远 距 离 处 ,函数 必须 表 为 两 项 之 和 ,它们 对 应 于 a 和 “道中 粒子 对 的 运 
动 . 这 两 项 都 等 于 粒子 的 “内 部 "函数 及 其 相对 运动 波 函 数 的 乘积 0, 后 一 种 函数 
在 a 道中 旦 R7 -5,,R; 形式 ,在 5 道中 呈 - SuRy 形式 ,其 中 R* 和 RR- 是 相应 道 
的 出 射 和 人 人 射 波 ,在 远大 于 短程 力 的 作用 距离 同时 远 小 于 1/%6 的 距离 7。 处 ,这 
些 函数 (及 其 导数 ) 应 该 和 * 反 应 带 " 内 的 波 函数 少 算出 的 数值 衔接 起 来 . 衔接 条 
件 如 下 式 所 示 

ma t+aas =(R, -5.,R’) 1 ab +asb, = 一 SR 人 
qa +oasa' = (及 一 SR eis ab +asb', = -SR 1 
式 中 的 eva ,号 ,85 ，… 是 从 函数 和 内 算出 的 量 . 按照 上 面 的 讨论 ,在 近 阔 
处 它们 可 看 作 是 一 些 和 名 无 关 的 常数 把 以 上 两 对 方程 相 除 ,我 们 得 到 具有 两 
个 未 知 数 ( au/as 和 S.。) 的 两 个 线性 方程. 这 两 个 方程 的 系数 中 只 包含 一 个 “ 临 
界 地 ”依赖 于 名 的 量 , 即 b 道中 出 射 波 的 对 数 导数 . 我 们 把 这 个 量 定义 成 
a 
oR 
我 们 没有 必要 求 出 这 些 方程 的 具体 解答 ,只 要 注意 到 我 们 所 需 的 量 5,,( 确 定 弹 
性 散射 振幅 ) 是 A 的 分 式 线性 函数 就 足够 了 . 阔 值 以 下 的 A 是 实数 ,因为 波 函 数 
Ri 是 实 函数 , 它 是 无 穷 远 处 具有 实 条 件 ( 按 e-* 衰减 , 其 中 k，= 
mt Em =E) /i) 的 实 梅 定 鹿 方程 之 解 . 闵 值 以 下 一 定 有 1S.。1 = 1 ,由 此 可 见 

这 个 分 式 线性 函数 S.(A) 一 定 具 有 以 下 形式 : 


人 (147. 12) 
1+B*A 


式 中 了 是 一 个 实 常数 ,B 是 一 个 复 常数 . 

现在 来 求 作为 动量 的 函数 的 和 值 . 由 于 粒子 4 和 B 之 间作 用 着 库仑 引 
力 ,rRy 为 无 穷 远 处 渐 近 地 正比 于 e“ 的 库仑 波 函数 . 在 库仑 斥 力 场 中 ,这 个 函 
数 由 Co + iFe 给 出 ,6。 和 Fo 见 (138.4) 和 (138.7). 把 式 中 的 上 和 7 同时 变 号 ,就 
变 成 了 引力 场 情形 @. 外 $ 138) ,我 们 有 @ 


A =— i - {ns + 3 [v(E 刘 +y(- 有 (147. 13) 








@ 规律 (147.11) 不 但 对 总 截面 成 立 , 而 且 对 各 种 ! 的 分 波 截 面 也 成 立 ,参考 $143 末尾 . 下 面 讨论 
的 奇 点 因而 也 为 所 有 的 分 波 截面 所 具有 . 它 的 性 质 完全 可 从 下 面 给 出 的 对 1=0 情形 的 处 理 中 明显 看 出 . 
为 简洁 计 , 相 应 的 分 波 振幅 中 的 指标 0 将 省 略 掉 . 

加 下 面 采 用 库仑 单位 .上 和 的 变 号 在 形式 上 相当 于 库仑 制 长 度 单 位 的 变 号 . 

国 为 了 简化 以 后 的 公式 ,我 们 在 大 括号 表达 式 中 略 去 了 与 心 无 关 的 实 常 数 - In2ro - 2C; 这 相当 于 
不 太 重要 地 重新 定义 (147. 12) 式 中 的 复 量 B 和 实 量 人 
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式 中 心 已 假定 为 实 量 , 所 以 这 个 式 子 是 属于 阔 值 以 上 的 区 域 的 . 当 太 一 0 时 ， 
(147. 13) 中 的 第 一 项 趋 于 i, 第 二 项 趋 于 零 ( 见 $ 138 第 4 个 附注 ) ,因此 阅 值 以 
上 有 


CS (147.14) 
把 k 改 成 ix 后 ,就 过 渡 到 阅 值 以 下 的 区 域 , 当 x 一 0 时 由 (147. 13 ) 式 得 了 
en CE (147.15) 
这 些 公式 解决 了 所 考虑 的 问题 . 弹性 散射 截面 为 
ao = mk "|S, -112. 
阔 值 以 上 有 : 
ST (E>En): (147. 16) 


和 反应 截面 一 样 ,散射 截面 在 这 个 区 域内 是 常数 . 条 件 15,,1 <1 意味 着 Im B >0. 
阔 值 以 下 有 
2m B -tan(m/x,) 

Sn (147.17) 
这 个 表 式 具有 无 穷 多 个 共振 ,其 密度 向 着 已 = Em 点 增长 ,这 些 共振 能 量 等 于 下 
式 的 根 : 

S$, = -1, 即 Ree"(B-tan(m/ki)] =0; 

由 于 短程 力 的 存在 ,这 些 能 级 相对 于 纯 库 仑 能 o, 
级 (它们 是 tan(m/x,) =0 的 根 ) 而 言 略 有 移 
动 . 当 能 量 书 趋 近 于 阔 值 时 ,弹性 散射 截面 在 
零 和 4m/ 忆 之 间 振 荡 , 如 图 51 所 示 . 出 现 共振 
结构 的 整个 阐 下 区 的 宽度 ,由 第 一 库仑 能 级 的 
能 量 值 所 确定 @@. Em 


图 51 


(147.13) 中 的 第 一 项 给 出 证 cot( m/w) + 二 i(147.13) 的 大 括号 内 的 部 分 趋 于 -meot /xi) 


+ 二 im, 其 中 应 用 了 公式 一 (x) = -meotmx -1/x.( 它 可 从 熟知 公式 F(x) FT( -x) = -mAxsin mx 的 对 
数 导 数 求 出 ) 和 *-*%m 时 的 极限 表 式 
px) =In x 1/2x. 
回 ” 近 阅 反 应 的 男 一 个 有 趣 情 形 是 原子 被 一 个 电子 所 电离 .该 电子 的 能 量 只 是 略 大 于 该 原子 的 第 一 
个 电离 能 . 这 些 条 件 下 的 碰 挤 过 程 可 以 看 作 是 准 经 典 的 ,但 由 于 末 态 中 存在 着 三 个 带电 粒子 而 使 问题 极 
大 地 复杂 化 了 . 这 个 难题 的 普遍 解 由 G. H. Wannier( Physical Review 90 ,817 ,1953) 给 出 . 我 们 发 现 ,一 个 中 


性 原子 的 电离 概率 正比 于 (E-1)" ,其 中 = 二 V9173 -T=1.13,E -1 是 电子 的 超过 电离 赋值 的 能 量 . 


566 . 第 十 八 章 ” 非 弹性 碰撞 





$148 快 电子 和 原子 的 非 弹 性 碰撞 


快 电 子 和 原子 间 的 非 弹性 碰撞 ,可 用 $ 139 中 对 弹性 碰撞 的 同样 方式 ,用 玻 
恩 近似 加 以 研究 @. 玻 恩 近似 的 适用 条 件 仍 和 以 前 一 样 ,入 射电 子 的 速度 必须 远 
大 于 原子 中 电子 的 速度 ,碰撞 中 的 能 量 损失 可 以 是 任意 值 ,如 果 电子 失去 了 它 的 
相当 大 一 部 分 能 量 ,原子 被 电离 ,这 些 能 量 被 转移 到 其 中 的 一 个 电子 身上 . 可 是 ， 
我 们 总 可 以 把 碰撞 后 具有 较 大 速度 的 那个 电子 看 作 散 射电 子 ,这 样 ,如 果 入 射电 
子 速度 很 大 , 则 散射 电子 的 速度 也 很 大 . 

正如 早已 指出 的 ,在 一 个 电子 和 一 个 原子 的 碰撞 中 ,质心 静止 的 坐标 系 可 以 
认为 与 原子 静止 的 坐标 系 一 致 ,而 后 一 坐标 系 正 是 下 面 实 际 上 要 采用 的 . 

非 弹性 碰撞 伴 有 原子 的 内 态 变 化 . 该 原子 可 能 从 基态 跳 到 某 一 个 离散 谱 或 
连续 谱 的 激发 态 ,后 一 种 情形 意味 着 原子 的 电离 . 推导 一 般 公式 时 ,我 们 可 以 把 
这 两 种 情形 合 在 一 起 考虑 . 

我 们 先 从 连续 谱 状 态 之 间 路 迁 概率 的 一 般 公式 出 发 (和 5126 中 一 样 ) ,把 
它 应 用 到 具有 人 入射 电子 和 原子 的 系统 . 令 p,p' 为 人 射电 子 在 碰撞 前 后 的 动量 ， 
局, 及 ,为 原子 的 相应 能 量 ,至 于 跃迁 概率 , (126. 9) 式 换 成 


duw, = 和 (ni 1010,p)1 (e+ -5 





ry (148.1) 


a 
Ze _ < 
SB 3 = Ir-r.’ 
式 中 r+ 是 入 射电 子 的 径 矢 ,r。 并 下 记 于 交 条 民 民 位 生 民 入 是 电 
子 质量 . 
电子 波 函 数 光 , ,由 以 前 的 (126. 10) (126. 11 ) 式 确定 ,此 时 dw 就 是 碰撞 
截面 dc. 我 们 把 初 态 和 末 态 原子 波 函 数 记 作 wy。 和 y,. 如 果 原 子 的 末 态 属于 离 
散 谱 , 则 %。( 和 W 一 样 ) 按 通常 方式 归 一 化 . 反之 ,如 果 原子 进入 连续 谱 的 一 
态 , 波 函 数 应 按 确定 该 态 的 参量 v 的 8 函数 归 一 化 (例如 ,这 些 参量 可 以 是 原子 
的 能 量 ,以 及 电离 时 离开 原子 的 那个 电子 的 动量 的 各 分 量 ) ,由 此 求 出 的 截面 给 
出 了 原子 碰撞 到 参量 值 介 于 > 和 > + dy 区 间 内 的 连续 谱 态 时 的 概率 . 
(148. en 


da, = 


式 中 的 p' 由 能 量 守恒 律 确定 : 


2 np 10I0p》 1?do’, 


外 5148 一 §150 中 大 部 分 结果 是 由 H. A. Bethe(1930) 得 到 的 . 
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去 Cr -p”) =E,.-E,. (148.2) 
把 (126. 10) ,(126. 11) 式 的 电子 波 函 数 代入 矩阵 元 中 ,得 
a ee : 

do foe wy yodrdV| do, (148.3)® 


式 中 dr =dVidy,…dVs 是 原子 中 Z 个 电子 的 位 形 空间 的 体积 元 ,我 们 略 去 了 do 
上 的 撤 号 . 当 n=0 和 p=p' 时 ,(148.3) 变 成 弹性 散射 截面 公式 . 

由 于 函数 少 与 wo 正 交 ,U 中 的 原子 核 作 用 项 Ze*/r 对 > 积分 后 等 于 零 , 因 
此 对 非 弹 性 碰撞 有 


3 2 2 
me ne 
do = > [i 和 wyodrdV| do. (148.4) 


对 了 的 积分 可 按 $ 139 进行 . 而 积分 


par) = i 
在 形式 上 等 同 于 密度 分 布 为 p=6(r -7,) 的 空间 电荷 在 r 点 处 的 势 的 傅 里 叶 分 
量 , 因 此 (139. 1) 式 给 出 





2 


dV 








PalT,) = (148.5) 
将 此 式 代入 (148.4) ,最 后 得 到 以 下 非 弹性 碰撞 截面 的 一 般 表 式 ， 
4 a 
da = | pe Cn|> e |o) | ao， (148.6) 





式 中 的 矩阵 元 是 对 原子 波 函 数 而 言 的 ,我 们 引进 了 波 矢量 =p/ 所 ,k=p/h 代 
替 了 动量 . 这 个 公式 给 出 了 电子 被 散射 到 立体 角 元 do 内 而 原子 跃迁 到 第 n 个 激 
发 态 时 的 碰撞 概率 . 矢量 - fig 是 电子 在 碰撞 中 给 予 原子 的 动量 . 

为 计算 方便 计 , 最 好 把 截面 中 的 立体 角 元 改 成 矢量 g 的 绝对 值 的 元 dg. 矢 
量 g 是 由 g =k' -大 定义 的 ,其 绝对 值 为 


= tk -2 人 tieos 冰 (148.7) 
因此 ,给 定 了 上 ,k', 亦 即 给 定 了 电子 的 能 量 损失 后 ,有 
gdg = hk’sin gag = 钼 do， (148.8) 
2T 


从 而 (148. 6) 式 可 写成 


Fi sr() || Te 





0) 居 (148.9) 


外 ”这 个 公式 是 微 扰 论 的 一 般 结果 ,不 但 适用 于 电子 和 原子 的 碰撞 ,也 适用 于 两 个 粒子 的 任何 非 弹 
性 碰撞 ,确定 了 质心 为 静止 的 坐标 系 中 的 散射 截面 (m 是 这 两 个 粒子 的 折合 质量 ). 
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矢量 4 在 以 下 的 计算 中 起 着 重要 的 作用 . 让 我 们 较 详细 地 考察 一 下 它 和 散射 
角 台 以 及 碰撞 中 的 能 量 转 移 E, - E。 的 关系 ,下 面 将 看 到 ,最 重要 的 碰撞 是 散射 角 


很 小 (8 <<1) ,能 量 转移 远 小 于 入 射电 子 能 量 EB =m 的 碰撞 :E, -E。<<E. 这 
种 情形 下 大 -如 的 值 也 很 小 (上 -大 << 上 ) ,而 且 
E.-E, = 起 (e 4) EkCk -Ak') = fiv(k —k’). 
由 于 必 很 小 ,从 (148.7) 式 得 
(kh) + (kD), 
最 后 有 


(148. 10) 





9 的 极 小 值 为 


qu = 一 一 (148.11) 





在 小 角度 范围 内 ,我 们 还 可 以 进一步 划分 成 不 同 的 区 域 , 这 取决 于 小 量 乡 
和 w/w 之 间 的 关系 ,此 处 w 具有 原子 中 电子 速度 的 数量 级 . 如 果 我 们 考虑 的 能 
量 转移 具有 原子 中 电子 能 量 so 的 数量 级 (E, - Bo ~ so ~ ma) , 则 当 (vo/v)? << 如 
<<1 时 有 
g=jB = (mv/h)D; (148. 12) 
(148. 10) 式 根 号 中 的 第 一 项 与 第 二 项 相 比 可 以 略 去 . 在 这 个 角度 范围 内 ,gq 因而 
和 能 量 转移 无 关 . 当 妇 <<1 时 ,gq 既 可 以 大 于 也 可 以 小 于 1/ao(a。 具有 原子 线 度 
的 数量 级 ). 在 对 能 量 转 移 作 出 同样 的 假定 下 ,我 们 有 
~v/V 时 ,gao ~1. (148. 13) 
现在 把 一 般 公式 (148.9) 应 用 于 小 的 g(qao。 <<1, 即 旭 << v/v). 这 种 情形 下 
可 把 指数 因子 展 成 4 的 备 级 数 : 
e "~] -ig:r,=1 -igx,, 
我 们 选择 了 * 轴 沿 矢量 4 的 坐标 系 . 上 式 代入 (148.9) 时 ,由 于 波 函 数 wo 和 水。 
的 正 交 性 , 含 1 之 项 等 于 零 ,我 们 就 得 


Ee ed :_12e :> do 
do, =8n( 方 (nld.10)1 =( 冶 lnld,10) 党 ， (148.14) 


式 中 d, =e 》， x。 是 原子 的 偶 极 矩 分 量 ,我 们 看 到 ,截面 (对 小 的 4) 是 由 与 原子 
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的 状态 变化 相对 应 的 那个 偶 极 矩 跃迁 矩阵 元 的 模 量 平方 给 出 的 . 了 
但 有 可 能 出 现 这 样 的 情况 ,由 于 选择 定 则 ,对 所 考虑 的 雅 迁 讲 来 偶 极 矩 矩阵 
元 都 等 于 零 ( 禁 戒 跃迁 ) ,这 时 。“““ 还 需 展 至 下 一 项 ,我 们 得 
Ba 
du。 =27 (后 [Cal( pe ) 0) 
现在 来 考虑 g 很 大 (ga。>>1) 的 相反 极端 情形 . 如 果 9 很 大 ,这 意味 着 原子 
接受 的 动量 远大 于 原子 中 电子 原 有 的 内 豪 动量 . 从 物理 上 考虑 这 是 很 明显 的 :在 
这 种 情形 下 ,我 们 可 以 把 原子 中 电子 看 作 是 自由 的 ,而 和 原子 的 碰撞 可 以 看 作 是 
和 射电 子 与 原子 中 原 为 静止 的 电子 的 弹性 碰撞 . 这 一 点 也 可 从 普遍 公式 
(148.9) 看 出 来 , 当 g 很 大 时 ,矩阵 元 中 的 被 积 式 含有 急剧 振荡 因子 e“”“ ,如果 
消 , 中 不 含 类 似 的 因子 ,这 个 积分 差不多 等 于 零 . 这 样 的 少 , 函数 对 应 于 一 个 电离 
原子 ,辐射 出 一 个 动量 为 - hig =p -p' 的 电子 ,这 个 动量 相当 于 两 个 自由 电子 磁 
撞 时 由 动量 守恒 律 所 给 出 的 动量 . 
具有 大 动量 转移 的 碰撞 中 ,人 射电 子 和 原子 电子 有 可 能 获得 差不多 大 小 的 
末 速 度 . 与 相 碰 粒 子 的 全 同性 有 关 的 交换 作用 开始 变 得 重要 起 来 ,尽管 普遍 公式 
(148.9) 中 并 没有 计 及 这 一 点 . 有 交换 的 快 电子 散射 截面 由 (137.9) 式 给 出 ,这 
个 公式 采用 的 是 碰撞 前 一 个 电子 为 静止 的 坐标 系 . 对 快 电子 讲 来 ,(137.9) 式 最 
后 一 项 中 的 余弦 函数 可 以 取 作 1. 乘 以 原子 中 的 电子 数 Z 以 后 , 即 得 一 个 电子 和 
一 个 原子 碰撞 的 以 下 截面 式 : 
惑 叶 | 1 
9 =42[ 霹 ) [a “人 i podios ‘CANISY 
为 方便 计 ,此 式 中 的 散射 角 最 好 用 碰撞 后 电子 具有 的 能 量 来 表达 . 我 们 知 
道 , 能 量 为 E = 本 mo 的 粒子 和 同 质量 的 静止 粒子 相 碰 后 ,所 得 的 粒子 能 量 分 


别 为 


?gdg. (148. 15) 








2=Esin'd, E -se=Ecos'. 
为 了 求 出 有 关 de 区 间 的 截面 ,我 们 按 关系 式 
sin do =2msin teos yd? = (m/XBE)de， 
把 do 化 成 de. 代入 (148. 16) 即 得 最 后 表 式 


er es - 
do =nZe: [sr + TE sy ZEEE 





(148.17) 


@ 物理 上 通常 感 兴趣 的 截面 do, ,是 对 未 态 原子 角 动量 的 所 有 空间 取向 求 和 并 对 初 态 角 动 量 的 所 
有 空间 取向 求 平均 以 后 的 截面 . 经 过 这 样 的 求 和 及 求 平均 以 后 ， 
1(nld,10) 1 
和 * 轴 的 方向 无 关 . 
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如 果 能 量 = 和 已 ~s 中 有 一 个 远 小 于 另 一 个 ,上 式 三 项 中 只 有 一 项 (第 一 或 第 二 
项 ) 是 重要 的 . 这 是 可 以 预料 的 ,因为 当 两 个 电子 的 能 量 相差 很 大 时 ,交换 作用 
不 再 重要 , 它 应 回 到 熟知 的 卢 瑟 福 公式 〇 . 

微分 截面 对 所 有 角度 积分 (或 对 9 积分 ) 后 给 出 把 原子 激发 到 给 定 态 的 总 
截面 0,. 0 与 人 射电 子 速度 的 关系 ,是 和 偶 极 矩 的 相应 跃迁 矩阵 元 是 否 存在 具 
有 密切 的 关系 . 我 们 先 假定 这 个 矩阵 元 不 等 于 零 . 于 是 当 9 小 时 , do, 由 
(148. 14) 式 给 出 ,而且 我 们 看 到 , 当 9 减 小 时 对 4 的 积分 是 对 数 发 散 的 . 另 一 方 
面 , 在 大 4 的 区 域内 , 当 9 增 大 时 截面 (对 一 给 定 的 能 量 转移 E, - E,) 指 数 式 地 
减 小 ,这 是 因为 (148. 9) 和 矩阵 元 的 被 积 函 数 中 存在 着 一 个 (早已 指出 的 ) 剧烈 振 
荡 因 子 . 由 此 可 见 , 对 9 积分 时 9 值 小 的 区 域 起 着 主要 作用 ,我 们 可 把 积分 范围 
限制 在 从 (148. 11) 式 的 极 小 值 开始 到 数量 级 为 1/a 的 某 个 值 为 止 . 

结果 得 


.=85 (二 (nld10) Pan 人 2 (148. 18) 


其 中 B, 是 一 个 量 纲 为 1 的 常数 ,我 们 不 可 能 算出 它 的 一 般 形式 @. 

另 一 方面 ,如 果 偶 极 和 矩 和 矩阵 元 对 于 所 考虑 的 跃迁 讲 来 等 于 零 , 那 么 对 g 的 积 
分 无 论 对 小 的 gq( 可 从 (148.15) 式 看 出 ) 以 及 对 大 的 gq 都 是 很 快 地 收敛 的 . 积分 
的 最 重要 区 域 为 9 ~ 1/ao. 这 时 不 可 能 得 到 普遍 的 定量 公式 ,我 们 只 能 推出 这 样 
的 结论 :c, 将 和 速度 的 平方 成 反比 : 


0, = 当 数 ， (148. 19) 
v 


这 可 从 普遍 公式 (148. 9) 直 接 看 到 , 按 该 式 当 9 ~1/a。 时 do, 将 和 1 成 正比 . 
我 们 来 求 散射 到 某 一 给 定 立 体 角 元 而 不 管 原子 进入 哪个 态 的 非 弹性 散射 截 
面 dc, ,为 此 ,需要 把 (148.9) 式 对 所 有 n 关 0 的 态 求 和 ,也 就 是 对 基态 以 外 的 所 
有 原子 态 (包括 离散 谱 和 连续 谱 ) 求 和 . 我 们 不 去 考虑 大 角度 区 间 和 小 角度 区 
间 , 而 假定 (w/v)”<< 如 <<1, 于 是 按 (148. 12) ,g 和 能 量 转 移 值 无 关 ®@. 
后 一 种 情况 使 我 们 很 易 算出 非 弹性 碰撞 的 总 截面 , 亦 即 求 和 式 


@ 对 于 正 电子 和 原子 的 碰撞 不 存在 交换 效应 , 卢 瑟 福 公 式 


Ze de 
do = 了 旺 
二 





对 所 有 的 g >> 1/ao 成 立 . 
回 我 们 假定 了 BE。- Bo 具有 原子 中 电子 能 量 so 的 数量 级 . 对 于 更 大 的 能 量 转移 (E, - Eo ~ E >> so ) ， 
(148. 14) 和 (148. 18 ) 仍 不 能 适用 ,因为 此 时 的 偶 极 矩 矩阵 元 变 得 很 小 ,不 能 只 取 9 的 震级 数 展 式 的 第 一 项 . 
图 (148.9) 式 的 求 和 也 对 E。- Eo >> so 的 态 进行 ,此 时 (148. 12) 式 不 再 成 立 . 但 对 具有 大 能 量 转 
移 的 跃迁 来 讲 , 有 效 截面 比较 小 ,这 些 项 在 求 和 式 中 并 不 重要 . 所 加 的 条 件 << 1 使 我 们 可 以 不 必 考 虑 交 
换 效应 . 


$148 快 电 子 和 原子 的 非 弹 性 碰撞 “571 





二 
do, = 了 da. =87 (后) Se 10) 并 


2 
Se lo Teo ue (148. 20) 
my 9 


276 


为 此 我 们 注意 到 ,根据 矩阵 乘法 规则 ,对 任意 一 个 量 / 有 
后 EO 网 

上 式 是 对 所 有 的 n 求 和 ,包括 4=0. 因而 
Sl (148. 21) 


270 中 


把 此 式 应 用 于 /= 》 e-““, 我 们 有 
| ey | je, 149i02) 


Eb 
式 中 (…) 代 表 对 原子 基态 求 平均 ( 取 00 对 角 和 矩 阵 元 ). 根据 定义 ,平均 值 
《Ze “”“) 就 是 基态 原子 的 原子 形状 因子 F(g). 大 括号 内 的 第 一 项 可 写成 











z 
[ba 了 科 em 
从 而 得 一 般 公 式 
2e: RS 
do, = (5 {2 -Po) + (Be ey (148.23) 


当 g 很 小 可 按 9 的 寡 展 开 (w/u << gao。<<1, 相 当 于 角度 (v/v)* << 8 << v/v) 
时 ,此 式 可 大 为 化 简 . 为 方便 计 , 我 们 不 去 展开 (148. 23) 式 ,而 把 (148. 14) 式 的 do。 
重新 对 n 求 和 . 利用 /=d, 的 (148. 21) 式 并 记得 (d.》=0, 求 和 后 得 


-|2e veydo 
do,= (着 (6) 学 (148. 24) 


把 上 式 和 小 角度 弹性 散射 截面 式 (139.5) 比较 一 下 是 有 意义 的 ,后 者 和 必 
无 关 , 散 射 到 do 立体 角 元 内 的 非 弹 性 截面 则 随 媳 的 减 小 而 按 1/9? 的 规律 
增长 . 
对 于 w/v<< 妇 <<1( 因 而 ga。>>1) 范 围 内 的 如 角 , (148.23) 大 括号 内 的 第 
二 和 第 三 项 都 很 小 ,我 们 简单 地 有 
”do 


so,=z[ 冶 ) 有 (148.25) 
也 就 是 对 Z 个 原子 电子 的 卢 瑟 福 散 射 (没有 交换 作用 ) ,我 们 记得 ,对 于 弹性 散 
射 有 (139.6) 式 , 它 不 是 和 Z 而 是 和 2 成 正比 . 

最 后 ,对 角度 积分 后 ,我 们 得 到 对 所 有 的 角度 以 及 对 原子 的 任意 激发 而 言 的 
非 弹性 散射 总 截面 o,. 和 计算 (148. 18) 式 的 o, 完全 一 样 ,可 得 
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-sr 人 (站 (5)m(p 可 (148. 26) 


习 ” 题 ? 


1. 求 快 电子 被 所 原子 (处 于 基态 ) 非 弹性 散射 的 角 分 布 (u ”<< 召 <<1). 
解 :对 氢 原 子 而 言 , (148. 23) 大 括号 内 的 第 三 项 等 于 零 , 而 原子 形状 因子 
(gq) 已 在 $139 例题 中 算出 . 把 它 代入 得 


go = | (i ry 


2. 基态 拨 原 子 受 电 子 碰撞 而 激发 到 第 nn 个 离散 谱 能 级 (n 是 主 量 子 数 ), 求 
微分 截面 . 

解 :最 好 用 物 物 坐标 计算 矩阵 元 . 取 z 轴 沿 矢量 9 的 方向 ,此 时 有 eq = em 
=e"6 1. 基态 波 函 教 呈 Wo =T ie ?902 形式 . 仅 当 跃迁 到 由 =0 的 态 时 矩 
阵 元 才 不 等 于 零 . 这 种 态 的 波 函 数 为 


Po i 卫 
= Ezy 一 全 -ml, 
Wa fr | mi ， | ml a 
(nm=nmi+nma+1l). 所 求 的 矩阵 元 由 以 下 积分 式 给 出 ; 





(mm0le "1000) = {et yoann EF 2ndédn, 


这 个 积分 可 用 数学 附录 5 中 所 引 的 公式 加 以 计算 . 人 
Wr 2 i Ln 下、 Zt 2 
1 (nin,0le* 1000)1 =2: RT) ar (nn) + (gn)’], 
m +nma =n -1 值 相 同 的 态 都 有 相同 的 能 量 . 在 n 为 给 定 的 情形 下 ,对 所 有 可 能 
的 m -ma 值 求 和 ,并 把 结果 代入 (148.9) , 即 得 所 求 的 截面 : 
_22m [到 -1 2][(n-1)’+(gn)’]" dg 
do | gn) Jte rnt g. 
3. 试 求 气 原 子 第 一 激发 态 被 激发 的 总 截面 . 
解 :公式 





2 dg 
do 
v 2 
a 本 |] 


尚 需 对 从 gain = (， -1)/v=3/8v 到 go =2v 的 所 有 9g 值 积分 ,只 保留 的 最 高 


@ 所 有 题 都 采用 原子 单位 
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次 项 . 0 
sm 40— 





25 
所 动 := 7T0. sssIn oS 皖 


4. 本 
电子 的 能 量 远 小 于 初级 电子 的 能 量 , 故 交换 作用 可 以 略 去 (于 . S. W. Massey, C. 
Mohr,1933 ) . 

解 : 初 态 的 原子 波 函 数 为 y。= Te “. 末 态 的 原子 已 电离 ,从 中 发 射出 的 


电子 具有 波 矢量 kw( 和 能 量 e= 了 we). 这 个 态 由 (136.9) 的 函数 描写 ,其 中 


的 出 射 部 分 (在 无 穷 远 处 ) 只 有 沿 k 方向 传播 的 一 个 平面 波 ,W'”) 函数 已 按 
K/2T 空 间 的 8 函数 归 一 化 ,因此 由 它 算出 的 截面 是 对 dk/(2m)3 亦 即 
Kdkdo。/(2m) 而 言 的 ,do 是 沿 次 级 电子 方向 的 立体 角 元 . 于 是 有 
_ 4k'x? 
(27) kg’ 
(do 是 对 散射 电子 而 言 的 立体 角 元 ) ,其 中 的 


《ele 10) = [ye eyody = 


yi 


I(xle™™"I0) ldodo, dx 
| -i/x)) 
a 


1 {- 冯 ip( 二 这 二 i aD)F (Ei tn))e} : 


人 Voice 角 从 (9 ,大 ) 平面 算 起 : 





a 区 exp| - 79(€ -7n)cosy +ig Vénsin yeos p - 
2 
-人 (E+n) - Re -mm]r( -二 ~ ixé)dpdédn} 瑟 


式 中 是 k 和 g 的 夹 角 . 作 替 代 Vm cos p=u,Vnsin p =u 后 ,很 易 对 9 和 刀 积 
分 , 积 出 后 得 


a gsin2y + A + (K + gcos y)” 
a5 = 人 ef 2[i(x + geos y) -A] 外 > 





四 对 任意 的 n 也 能 算出 截面. 用 数值 计算 法 还 可 以 算出 被 氧 原子 非 弹性 散射 的 总 截面 : 





六 
0.160” 
式 中 包括 了 以 下 两 项 贡献 , 即 来 自 原子 离散 谱 状 态 被 激发 的 碰 挤 以 及 原子 被 电离 的 碰撞: 


2 
an = 笃 xo.715n 人 (元 a 


a,=4nln 





van = 全 x0. 285n( 013 5) 
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F( -二 1， -ind 

| 
[i(k + gecos y) -A] | 

此 处 的 积分 可 从 y=1,n=0 的 (/.3) 式 求 出 . 进一步 的 计算 虽然 宛 长 但 是 是 初等 

的 ,结果 得 到 以 下 的 截面 表 式 : 


2°k'k[ gq Woos 二 (CN +1)cos’y] 
Trig +2gxrcos y +1 +xr ][(g+x) +ll[(9-x) +1](1- 





-2n/ x 
pe 

x ep 人 -Zarctan 天 jdododw 
对 次 级 电子 的 所 有 发 射 角 求 积分 时 可 用 初等 方法 进行 ,结果 得 到 辐射 电子 


能 量 给 定 为 了 情形 下 族 射 的 角 分 布 ， 

2 [* + 了 (1 + )]exp( arctan i 
hg [(qrx) +1J [Og -nk) +1] (1-e-™) 
4 >>1 时 上 式 在 k~g 处 具有 很 陡 的 极 大 值 ;在 这 个 极 大 值 附近 有 

3 dkdo 

3mkx [1+(94-Ak)2] 工 
对 do =2mgdq/ 有 局 兰 (2mk/ 妥 )d(9g -K) 积 分 后 ,得 到 表 式 8Tdk]R2Aa ,正如 我 们 所 
预期 的 那样 , 它 和 (148. 17) 式 中 的 第 一 项 一 致 
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碰撞 理论 的 应 用 中 ,计算 碰撞 粒子 的 平均 能 量 损失 极为 重要 . 我 们 最 好 用 以 
下 的 量 标志 这 种 能 量 损失 : 
dk= > (E,-E)do,, (149.1) 
我 们 将 把 这 个 量 称 为 (微分 ) 有 效 洁 阻 , 式 中 的 求 和 当然 既 包括 离散 谱 也 包括 连 
续 谱 ,dx 是 对 散射 到 某 一 给 定 立 体 角 元 内 的 情形 而 言 的 . @. 
快 电子 有 效 洁 阻 的 一 般 公 式 为 : 
BE a d 
dx =87 (各) 号 (8.-E)|(n| > e “ol (149.2) 
其 中 的 dc, 取 自 (148. 9) 式 . 正如 推导 (148. 23 ) 式 那样 ,我们 排除 了 对 极 小 角度 


区 域 的 考虑 ,并 假定 (v/v)*<< 妇 <<1. 于 是 9 和 能 量 转移 值 无 关 ,我 们 就 可 以 算 
出 对 n 求 和 的 一 般 形式 . 





do dodx. 


人 @@ 如果 一 个 电子 通过 气体 , 它 在 各 个 原子 上 的 散射 是 彼此 独立 地 进行 的 ,那么 Ndx( NN 是 单位 体积 
的 气体 原子 数 ) 就 是 电子 在 偏转 到 给 定 的 立体 角 元 的 碰撞 中 单位 路 程 内 所 损失 的 能 量 . 
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这 个 算法 要 用 到 下 面 导出 的 求 和 定理 . 作为 坐标 函数 的 某 个 量 放 它 的 矩阵 
元 及 其 对 时 间 导 数 广 的 矩阵 元 由 下 式 联 系 : 
(f)6 = -BH(E, Eo) (149.3) 
所 以 有 
> (BE, =E) l/l’ = 3 (及 -E)fo (fn)" = 
= FB-E)ff') =ih Dy Ge dn 
原子 的 定 态 波 函 数 可 以 选 成 实 函数 . 此 时 坐标 函数 /的 矩阵 元 就 具有 关系 式 


J =ja ,而 对 (149.3) 式 的 矩阵 元 讲 来 就 有 相应 的 关系 式 ( 广 )。 = - ( 广 )。 因此 
以 上 的 求 和 式 还 可 写成 以 下 形式 : 


2 (BE = -ih DD Ff )s = -ih f Yo 
以 上 两 式 相 加 后 除 以 2, 即 得 求 和 定理 : 


E85) Vt = -ff oe (149.4) 
我 们 把 它 应 用 于 
f= > 二 
根据 (19.2) 式 /的 时 间 微 商 可 用 以 下 的 算 符 表 出 
=- 起 了 or Ma Vo ee 


、 扩 和 广 的 对 易 结果 很 易 直接 算得 : 
2 
代入 (149.4), 即 得 下 式 
> Cs, -ED)|(n! Fel0)| =Z, (149.5) 


它 已 实现 了 我 们 所 要 求 的 求 和 计算 . ® 
因此 得 到 关于 微分 有 效 滞 阻 的 公式 
Ze' dg _ 2Ze do 
Ne 
m 9g mv 8 





dx = 


它 的 适用 范围 由 以 下 不 等 式 给 出 : 





(149.6) 


外 ”推导 这 个 公式 时 ,我 们 从 来 没有 利用 过 指标 "0" 代表 原子 基态 ,因此 这 个 公式 对 任意 的 初 态 都 是 
成 立 的 . 
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(全 <<T<<1， Wd 
v » 
其 次 , 当 动量 转移 不 超过 某 一 值 9, 而 mw/ << aog, << v/v 时 ,我 们 来 求 所 有 
碰撞 的 总 有 效 滞 阻 
«(gq)= Ef (E.-E)do,, (149.7) 


qm 由 (148. 11) 式 给 出 . 式 中 的 积分 号 不 能 搬 到 》 的 前 面 , 因 为 9 依赖 于 n. 


我 们 把 积分 区 间 划 分 成 两 段 ,从 gs 到 go 的 一 段 和 9 到 g, 的 一 段 ,其 中 的 
9o 是 9 的 某 个 值 ,满足 v/v << goa。<<1. 于 是 在 gs 到 qu 的 整个 积分 区 间 内 ,我 
们 可 用 (148. 14) 式 的 do。: 
«(go) =87( 霹 ) nld,10) (8, -E) 太 3 


从 而 


- 
«(go) =s( 癌 ) 5 (nla,10)7(E, -Eo) In pe 


在 go 到 g, 的 区 间 内 ,可 先 对 nn 求 和 ,给 出 (149.6) 式 的 dk, 然 后 对 9 积分 ,得 出 





(149.8) 


7 人) 经 (149.9) 
my 


go 


为 了 变换 以 上 的 表 式 ,我 们 利用 (149.4) 得 出 的 求 和 定理 ,在 该 式 中 令 
二 


ys 2 1 A 
i 2 wp = 对 
把 户 往 对 易 ( 现 在 的 产 ' 等 于 记得 出 及 ，- 产 户 - -ihZ/m, 因 而 0 
SN (EB) (nld10) 1 = (149. 10) 
量 No, 称 为 各 个 相应 跃迁 的 振子 强度 . 
我 们 引进 原子 的 某 个 平均 能 量 /, 它 由 下 式 定义 
5 .Noln(E. - E,) 
ZN 
然后 应 用 (149. 10) ,可 把 (149. 8) 改 成 写 
_47Ze', /gofhiv 
«(go) a | 了 ) 


此 式 和 (149.9) 相 加 ,最 后 得 





1 
ln 7= = 注 Noln(E,-E). (149.11) 





外 (149.5) 式 的 附注 对 本 式 也 适用 . 
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二 全 全 (2 (149. 12) 
i 


此 式 中 只 出 现 一 个 标志 所 给 原子 的 常数 0. 
通过 9 = mzg,/ 坟 用 散射 角 如 ,表达 q,, 即 得 所 有 散射 到 妇 < 轨 , 区 间 内 的 有 
效 沾 阻 : 








Ze 
x(D,) =4n In| (149. 13) 
my 


my 
I ) 
如 果 qiao。 >>1( 即 如, >>vo/v) ,我 们 可 把 < 表 成 人 射电 子 所 能 给 予 原 子 的 最 大 
能 量 转移 值 的 函数 . 我 们 在 上 节 中 曾经 指出 ,qa。>> ! 时 原子 被 电离 ,差不多 所 
有 的 动量 hig 和 能 量 都 交 给 了 一 个 原子 电子 ,由 于 hig 和 是 一 个 电子 的 动量 和 
能 量 , 即 有 关系 = = 所 407《2m. 把 gi? =2mei/ 记 代入 (149. 12) ,我 们 得 碰撞 中 能 量 


转移 e<e, 的 有 效 滞 阻 : 








(149. 14) 


4 /12 2 
Ca 27Ze nm meiv ) 


F 

最 后 ,我 们 作 如 下 的 说 明 , 原 子 的 各 个 离散 谱 能 级 主要 来 自 一 个 单 (外 层 ) 
电子 的 激发 . 即使 是 两 个 电子 的 激发 , 它 所 需要 的 能 量 通 常 足以 使 该 原子 电离 . 
因此 ,在 振子 强度 的 求 和 式 中 ,跃迁 到 离散 谱 态 的 只 是 数量 级 等 于 1 的 那 一 部 
分 ;而 伴 有 电离 的 则 构成 另 一 部 分 ,其 数量 级 为 Z. 由 此 可 知 , 伴 有 电离 的 碰撞 在 
洁 阻 (被 重 原子 沾 阻 ) 中 起 主要 作用 . 


习 题 
试 求 一 个 电子 被 一 个 所 原子 滞 阻 (1 = 0. 55 原子 单位 ) 的 总 有 效 滞 阻 . 对 于 
大 的 能 量 转移 ,两 个 相 碰 电 子 中 较 快 的 一 个 取 作 初级 电子 . 


解 : 当 碰 撞 后 的 初级 电子 和 次 级 电子 具有 差不多 大 小 的 能 量 时 ,必须 计 及 交 
换 效应 . 因此 ,对 于 能 量 转移 介 于 某 值 sj(1 <<ei << 妇 ) 和 最 大 值 


加 
my 


es 
um = 了 已 = 二 


(根据 我 们 对 初级 电子 的 定义 ) 之 间 的 滞 阻 讲 来 ,我 们 须 采 用 (148.17) 式 的 有 效 
截面 : 


四 对 氧 原子 ,1=0.55me*/ 各 =14.9 eV. 对 重 原子 ,我 们 采用 托马斯 - 费 米 方法 计算 常数 /, 可 望 得 
到 很 好 的 精确 性 . 很 易 确立 这 样 算出 的 / 值 如 何 依赖 于 Z. 在 准 经 典 情形 下 ,多 粒子 系统 的 本 征 频 率 相当 
于 它 的 能 级 差 . 原子 的 平均 本 征 频率 具有 to/ao 的 数量 级 . 由 此 可 知 ,1 ~ fo/ao. 托马斯 - 费 米 模型 中 原 
子 电子 的 速度 和 2 的 关系 为 Z2” ,而 原子 的 线 度 按 Z-' 变化 . 可 见 1 必 正 比 于 Z;1 = 常数 x Z. 根据 实验 
结果 发 现 ,这 个 常数 约 为 10 eV 的 数量 级 . 
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(smn) -<(e) = 到 人 < ee er (> 让 + 


此 式 加 到 (149. 14) 式 上 ,我 们 得 D( 用 原子 单位 ) 
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用 粒子 的 速度 表示 玻 恩 近似 适用 于 重 粒子 和 原子 碰撞 的 条 件 , 仍 和 电子 的 

情形 一 样 ,为 : 

>> vo. 
这 可 根据 微 扰 论 适用 性 的 普遍 条 件 ( Ua。/ <<1) 立 即 得 出 ,只 要 注意 到 这 个 条 
件 中 不 出 现 粒 子 质 量 , 而 Uao/ 声 具有 原子 中 电子 速度 的 数量 级 即 可 . 

在 粒子 和 原子 的 质心 为 静止 的 坐标 系 中 ,截面 由 一 般 公 式 (148.3 ) 给 出 , 式 
中 的 m 目前 是 粒子 和 原子 的 折合 质量 . 但 为 方便 计 , 我 们 考虑 碰撞 前 的 原子 处 
于 静止 的 坐标 系 . 为 此 ,我 们 从 (148. 1) 式 出 发 . 在 碰撞 前 原子 为 静止 的 坐标 系 
中 ,表达 能 量 守恒 律 的 8 函数 的 宗 量具 有 以 下 形式 : 

个 - 扫 + 加 让 + -已 ， (150.1) 
式 中 M 是 入 射 粒子 质量 ,而 M, 是 原子 质量 . 第 三 项 是 原子 的 反 冲 动能 (考虑 原 
子 和 电子 的 碰撞 时 ,这 一 项 可 以 完全 略 去 ). 

对 于 快速 重 粒子 和 原子 的 碰撞 ,粒子 的 动量 改变 和 它 的 初始 动量 相 比 , 差 不 
多 总 是 很 小 . 如 果 这 个 条 件 成 立 ,我 们 可 以 略 去 5 函数 宗 量 中 的 原子 反 冲 能 量 ， 
得 到 和 (148.3) 完 全 一 样 的 公式 ,只 是 该 式 中 的 m 必须 改 成 人 射 粒子 的 质量 人 M 
(不 是 粒子 和 原子 的 折合 质量 ). 考虑 到 动量 转移 与 初始 动量 相 比 已 经 假定 为 很 
小 ,我 们 可 令 p~p', 于 是 在 碰撞 前 原子 为 静止 的 坐标 系 中 ,截面 式 为 


ve rw wdrav| do (150.2) 





dg, = 
4 有 
考虑 到 粒子 的 电荷 可 能 不 同 于 电子 ,我 们 用 ze? 代替 e* ,其 中 ze 为 人 射 粒子 
的 电荷 . 非 弹性 散射 的 一 般 公式 ,写成 (148. 9) 的 形式 : 
2 5 
da。 = sn( 苇 】 | PE 0)| (150. 3) 


@ 对 于 正 电子 和 氧 原子 的 碰撞 ,没有 交换 效应 ,把 (149. 14) 式 中 的 e, 简单 地 代 以 ew = ， 
即 得 总 灌 阻 
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并 不 含有 粒子 质量 . 由 此 可 见 , 从 它 导出 的 所 有 公式 对 重 粒子 的 碰撞 仍 能 适用 ， 
只 要 这 些 公式 是 通过 v 和 9 表达 的 . 

不 难看 出 ,用 散射 角 台 ( 重 粒 子 和 原子 相 撞 后 的 偏转 角 ) 表达 的 公式 应 作 怎 
样 的 修改 . 为 此 ,我 们 首先 注意 到 , 重 粒 子 的 非 弹性 碰撞 中 如 角 总 是 很 小 的 . 因 
为 , 当 动量 转移 很 大 时 (与 原子 中 电子 的 动量 相 比 ) ,我 们 可 以 把 和 原子 的 非 弹 
性 碰撞 看 作 是 和 自由 电子 的 弹性 碰撞 . 可 是 , 当 一 重 粒子 和 一 轻 粒 子 ( 电 子 ) 碰 
撞 时 , 重 粒 子 几乎 是 不 偏离 的 . 换 句 话说 , 重 粒 子 转移 给 原子 的 动量 与 该 粒子 的 
初始 动量 相 比 是 很 小 的 . 大 角度 弹性 散射 是 一 个 例外 ,但 这 种 可 能 性 是 极 小 的 . 

因此 ,在 整个 角度 范围 内 我 们 可 令 








q= 广 (= + (MoB)?, (150.4) 
除了 极 小 的 角度 外 ,上 式 实际 上 可 化 成 
gh= Mv (150.5) 
另 一 方面 , 当 我 们 考虑 电子 和 原子 的 碰撞 时 ,我 们 有 (对 于 小 角度 ) 
q= 广 (= Fm 


由 此 可 得 这 样 的 结论 ,从 电子 和 原子 碰撞 中 所 得 的 公式 ,只 要 这 些 公式 用 速度 和 
偏转 角 表达 出 来 ,那么 如 果 到 处 进行 以 下 替代 : 


Be (150.6) 
m 


(包括 立体 角 元 do =2msin ydz=~2mtdtz 的 替代 ) ,就 变 成 重 粒 子 碰撞 的 公式 ， 
入 射 粒子 的 速度 仍 保持 不 变 . 定性 地 说 ,这 意味 着 小 角度 散射 的 整个 图 像 ( 对 给 
定 的 粒子 速度 而 言 ) 被 压缩 了 m/M 售 . 

以 上 所 得 的 规则 也 和 小 角度 弹性 散射 有 关 . 对 旭 <<1 的 (139.4) 式 作 
(150.6) 式 的 变换 ,我们 得 截面 


du, =8a 人 让 [zr(e)] 2 (150.7) 

角度 全 ~1 的 重 粒子 弹性 散射 ,被 化 成 在 原子 核 上 的 卢 瑟 福 散射 . 
具有 大 动量 转移 而 原子 被 电离 的 非 弹性 散射 需要 作 特 殊 的 考虑 . 和 被 电子 
所 电离 的 情况 不 同 ,这 里 当然 没有 交换 效应 . 重 粒 子 的 特征 是 ,大 的 动量 转移 


(qa。>>1) 并 不 意味 着 大 的 偏转 角 , 如 总 是 保持 很 小 . 辐射 电子 的 能 量 介 于 e 和 
e +de 之 间 的 电离 截面 可 从 (148. 25 ) 式 直接 得 出 , 它 可 写成 以 下 形式 : 


本 
dc,=sr 人 为) ZF, 


令 有 Rg?/2m =e( 整 个 动量 hig 交 给 了 一 个 原子 电子 ). 此 式 给 出 
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_2nZre de 

党 mn 本 

在 重 粒子 和 原子 的 碰撞 中 ,总 截面 和 有 效 滞 阻 特别 有 用 . 非 弹性 散射 总 截面 

由 以 前 的 (148.26) 式 给 出 . 总 有 效 滞 阻 可 把 (149. 12) 式 中 的 9, 改 成 最 大 动量 

转移 gs 后 得 到 . 9。 很 易 用 粒子 速度 表 出 ,方法 如 下 . 由 于 fig, 与 粒子 原 动 量 

Mv 相 比 仍 是 很 小 , 它 的 能 量变 化 和 动量 变化 的 关系 为 AE =w' fig. 另 一 方面 ,对 
于 大 的 动量 转移 ,这 个 能 量 几乎 都 交 给 了 一 个 原子 电子 ,因此 可 写成 


jg 


de (150. 8) 


= “hv gfeog. 
从 而 有 jig<2mv, 即 
j。 =2mv, Bw =2mo7. (150.9) 
我 们 注意 , 非 弹性 碰撞 中 粒子 的 最 大 偏转 角 为 
hq, _ 2m 
人 


(150.9) 代 入 (149. 12) 中 ,我 们 得 到 重 粒子 的 总 有 效 洁 阻 
42Zze 2mm 
加 n 四 
my 7 








(150. 10) 
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在 碰撞 理论 的 许多 物理 问题 中 ,需要 考虑 到 散射 过 程 怎样 受 散 射 中 心 运 动 
的 影响 . 在 一 定 的 条 件 下 ,这 类 问题 可 以 用 费 米 (E. Fermi,1936) 建 议 的 那 种 微 
扰 论 解决 ,即使 单独 讲 来 微 扰 论 对 每 个 中 心 的 散射 并 不 适用 . 这 类 问题 中 包括 慢 
中 子 对 多 原子 系统 (例如 分 子 ) 的 散射 .我 们 来 考虑 这 个 特殊 问题 . 

中 子 几 乎 不 被 电子 散射 ,所 以 实际 上 所 有 的 散射 都 发 生 在 原子 核 处 下. 我们 
将 假定 被 单个 核 散射 的 振幅 小 于 原子 间距 . 那么 在 分 子 中 被 每 个 核 散 射 的 振幅 
即使 在 别 的 原子 核 处 也 已 经 很 小 . 在 这 些 条 件 下 ,被 分 子 散 射 的 振幅 等 于 被 单个 
核 散射 的 振幅 之 和 . 

微 扰 论 一 般 讲 来 不 能 应 用 于 中 子 和 核 的 散射 :尽管 核 力 的 范围 很 小 ,在 此 范 
内 的 作用 却 极 强 . 但 重要 的 是 , 慢 中 子 ( 其 波长 远大 于 原子 核 线 度 ) 散射 的 振 
幅 是 一 个 和 速度 无 关 的 常数 . 令 f. 为 被 第 a 个 核 散 射 的 振幅 , ITdo 是 中 子 被 
一 个 自由 核弹 性 散射 的 微分 截面 (在 它们 的 质心 系 中 ). 

这 个 常数 振幅 可 从 微 扰 论 形式 地 得 到 ,如 果 我 们 用 一 个 "点 " 势 来 描写 中 子 
和 核 的 相互 作用 的 话 : 




















人 ”我 们 还 假定 该 分 子 没有 役 矩 . 否则 还 存在 着 来 自 中 子 和 分 子 磁 矩 相互 作用 的 特殊 散射 效应 . 
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U(r) = -23 和 6(r)， (151.1) 


式 中 M 是 中 子 和 核 的 折合 质量 . 当 此 式 代 入 玻 恩 公式 (126.4) 中 时 ,6 函数 使 得 
积分 式 成 为 与 9 无 关 的 一 个 常数 . 这 样 定义 的 “ 场 " U(r) 被 称 为 厦 势 . 需要 强调 
的 是 ,作出 这 个 定义 的 可 能 性 是 由 于 /为 常数 这 一 事实 . 在 中 子 能 量 为 任意 的 一 
般 情形 下 ,散射 振幅 分 别 依赖 于 初 动量 p 和 末 动 量 p', 而 不 只 是 依赖 于 两 者 之 
差 q, 但 玻 恩 近似 给 出 的 振幅 却 只 能 依赖 于 4. 了 

如 果 散 射 核 在 作 给 定 的 运动 (例如 ,分 子 中 的 各 种 振动 ) ,我 们 对 此 运动 求 
平均 后 , 则 (151. 1) 式 的 相互 作用 势 被 "铺展 "到 一 个 尺度 一 般 地 远大 于 散射 振 
幅 / 的 范围 内 . 对 于 这 样 “ 铺 展 " 开 的 作用 势 讲 来 , 玻 恩 近似 的 适用 条 件 (126.1) 
是 满足 的 . 

因此 我 们 可 以 用 以 下 磺 势 描写 中 子 -分 子 作用 : 

U(r) = -27 > fa(r-R.), (151.2) 


式 中 对 分 子 的 所 有 原子 核 求 和 ,R,。 是 它们 的 径 矢 ,r 是 中 子 的 径 矢 . 把 上 式 代入 
(148.3) ,把 m 改 成 M,(M,, 是 分 子 和 中 子 的 折合 质量 ) ,我 们 得 质心 系 中 的 中 
子 被 分 子 散射 的 以 下 截面 式 : 

dg, = > 大 (ore "10) 由 (151.3) 


式 中 的 矩阵 元 是 针对 能 量 为 E。 和 E, 的 核 运 动 定 态 波 函 数 而 言 的 ,动量 p 和 p" 
通过 能 量 守恒 律 相 联系 : 


RE 
Wp 
2 


(151.3) 式 描写 了 分 子 中 的 核 运动 状态 具有 特定 变化 (0 一 mn 跃迁 ) 的 非 弹 性 碰 
撞 , 也 就 是 所 述 问题 的 解 :从 中 子 对 自由 核 散射 的 振幅 (假定 为 已 知 ) 出 发 , 计 及 
核 的 内 豪 运动 以 及 各 个 核 散射 之 间 的 干涉 效应 , 求 出 了 中 子 被 分 子 散射 的 截面 ， 

如 果 核 自 旋 不 等 于 零 , 还 应 考虑 到 散射 振幅 /, 依赖 于 中 子 和 散射 核 的 总 自 
旋 这 样 的 事实 . 它 的 做 法 如 下 . 


核 和 中 子 的 总 自 旋 可 取 j, =i,。 + 方 两 个 值 ,i 是 核 自 旋 . 相应 的 散射 振幅 记 


作 /; 和 广 . 我 们 来 构造 一 个 自 旋 算 符 , 对 于 给 定 的 六 值 , 它 的 本 征 值 分 别 为 大 
和 广 . 这 个 算 符 就 是 


加 ”需要 强调 的 是 ,尽管 项 势 在 形式 地 应 用 微 扰 论 的 情况 下 能 够 给 出 散射 振幅 的 正确 值 ,但 这 并 不 
意味 着 微 扰 论 真能 适用 于 这 样 的 场 .对 于 一 个 深度 为 Us 并 以 Uoa = 常数 的 方式 趋 于 无 穷 远 的 势 阱 讲 来 
(a 为 阱 半径 , 它 趋 于 零 ) ,条 件 (126. 1) ,(126. 2) 肯 定 都 不 会 满足 
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广 =a+03 i, (151.4) 
其 中 访 .和 $。 NN 系数 a。 和 4b。 由 下 式 给 出 : 
a hs 





区 村 本 
(151.5) 


bi -让 
这 是 很 易 证 明 的 ,只 要 注意 到 对 于 给 定 的 j 值 , 算 符 $. i 的 本 征 值 为 
5 二 DG+D -ii+1) -3]: 
应 把 算 符 (151.4) 取代 (151.3) 式 中 的 /,, 并 取 对 应 于 所 考虑 跃迁 的 矩阵 
元 . 如 果 入 射 中 子 和 靶 核 都 是 非 极 化 的 ,那么 散射 截面 必须 进行 适当 的 平均 . 
习 题 
1. 假定 中 子 和 核 的 自 旋 方向 都 是 毫 无 规则 地 分 布 的 ,分 子 中 所 有 的 核 都 不 
相同 , 试 对 (151.3) 式 进行 平均 . 
解 :对 中 子 的 和 核 的 自 旋 方 向 求 平 均 是 相互 独立 的 ,每 一 种 自 旋 平均 后 得 
零 , 从 而 8。 六 =0. 如 果 分 子 中 没有 两 个 原子 是 相同 的 ,这 就 没有 核 自 旋 的 交换 
作用 ,又 由 于 它们 的 直接 相互 作用 可 以 忽略 ,分 子 中 各 个 核 的 自 旋 方 向 可 以 看 作 
是 独立 的 ,因而 (s， 记 )(s， 记 ) 等 形状 的 梯 积 平均 后 也 得 零 . 对 于 平方 (s* i)” 有 
(si)? = ss +i(i+1) =Hi(i+1), 
由 此 得 以 下 平均 截面 式 : 
do, -mE | aerod| + SE 


2. 试 将 (151.3) 式 应 用 于 慢 中 子 对 正气 和 仲 气 的 散射 ( 开 Schwinger, E, 
Teller,1937) 


解 : 在 取 自 旋 算 符 的 矩阵 元 以 前 ,对 氢 分 子 散射 的 (151.3) 式 为 
do, -Jianlen +eq "10) +bi(nlie "+ie" "10) ldo, (1) 
p 


i Ril 10) do 


a = + ) ,bf 
1/2 是 分 于 中 两 个 核 相对 于 其 质心 的 径 失 。 
分 于 的 转动 和 振动 态 由 量 于 数 尺 ,MM,,0( 它们 的 集合 在 (1) 式 中 用 nn 表 出 ) 
所 定义 ,在 H 分 子 的 电子 基态 中 , 仅 当 总 的 核 自 旋 1=0( 伸 揽 ) 时 下 才能 取 偶数 
值 ; 仅 当 1=1( 正 气 ) 时 KK 才能 取 奇 数值 . 因此 有 必要 区 分 两 种 情况 :(1) 天 的 奇 
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偶 相同 的 两 个 转动 态 之 间 的 跃迁 ,这 只 有 了 值 不 变 才 行 ( 正 -正和 仲 - 仲 跃迁 ) 
(2) KK 的 奇偶 不 同 的 两 个 态 之 间 的 跃迁 ,这 只 有 政变 1 值 才 行 ( 正 - 仲 和 仲 - 正 
跃迁 ). 第 一 种 情况 下 我 们 有 

(nle-*”10) = (nle" ”10) = (nleos Fg “nl0y 
应 当 记 住 的 是 ,r 变 号 后 转动 波 画 数 要 来 以 ( -1)*. (1) 式 的 自 旋 算 符 则 变 成 24 
+bS .了 ,其 中 了 =ii + 记 , 根 据 前 面 的 讨论 ,这 个 算 符 对 1 是 对 角 的 . 对 (24 + bs ， 
了 )? 的 平均 和 题 1 一 样 ,给 出 


4a + 01+1). 
结果 是 
a = lnleos Da ro) PLO +f/°)? +1(1+1) (f° + 广 )2]do (2) 
第 二 种 情形 下 
《nlew'm210)》= - (nle-*m10) =i(nlsin 24 .rl0》 
(1) 式 的 自 旋 算 符 成 为 S$. (外 -名 ) , 它 只 有 了 的 非 对 角 和 矩阵 元 . 这 些 和 给 阵 元 的 模 


量 平方 值 对 末 态 总 自 旋 1 的 所 有 分 量 求 和 时 ,可 按 [s* (i - 记 )]? 的 平均 值 (对 
角 元 ) 算 出 ( 见 534 页 注 @): 


[eC 


3 
结果 是 





CR = 证 (28 +28 7) =#4[3 -1(1+1)]. 


do, = (1D) C3) Sl(nlsin gr10) Pt Ss (3) 
式 中 的 系数 1 出 现 于 正 - 仲 跃迁 ,系数 3 出 现 于 仲 - 正 跃迁 . 
如 果 中 子 很 慢 , 它 的 波长 甚至 远 超过 分 子 的 线 度 , 则 可 令 (2) 和 (3) 式 短 阵 
元 中 的 eos( 广 g “7) =1sin( 汪 9 7) =0, 结 果 除 00 对 角 元 外 者 等 于 罕 , 这 些 条 
件 下 ,当然 只 可 能 有 弹性 散射 . 这 时 的 弹性 散射 截面 为 
do, =$ [3 #7 +11+1) 0 - 广 )]do 


3. 求 中 子 对 一 束缚 质子 的 散射 截面 ,该 质子 可 看 作 频 率 为 w 的 各 向 同性 三 
维 振子 (E. Fermi,1936) . 
解 :考虑 质子 绕 空间 某 一 国定 点 振动 着 ,根据 (151.3) 式 的 推导 ,必须 令 该 


式 中 的 W。 = M，M。 = 二 Mi(M 为 质子 质量 ). 于 是 
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i fe ro ws ray do， 
式 中 的 we =4TIAI 是 对 自由 质子 的 散射 项 面 ,Ws 是 三 维 振子 的 本 征 函数 ,对 
应 于 能 级 ,= jiw(n+3/2); 》 是 对 和 量 给 定 为 nn 的 所 有 n,n, 和 n, 值 求 和 . 
Winam 函 数组 是 三 个 线性 振子 波 函 数 的 乘积 ( 见 $33, 题 4). 所 求 的 积分 因而 可 
分 解 成 为 以 下 形式 的 三 个 积分 的 乘积 


人 SS 
| esp 9 EC 








A 
(qa= VMw/ 所 ) ,把 (a.4) 式 的 H, (x*) 代 入 上 式 并 分 部 积分 n, 次 ,结果 为 
本 A A 
Cn eT pr | 各 jd 


按 二 项 式 定理 进行 求 和 后 ,最 后 结果 为 


1 二 (入 a 
” mWnIA El20 2o 


特别 是 ,弹性 散射 截面 (n=0,E=E') 为 





2 
_Oo zx ws _4E 
da. 人 exp| 各 jdo, .=m lt | yo] ls 
当 E/hiw—0 时 ,og,—400. 
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$ 131 中 对 两 个 粒子 相互 散射 问题 所 用 的 程 函 近似 ,也 能 推广 到 包括 一 个 
快 粒子 和 一 个 多 粒子 系统 或 “ 报 ” 的 碰撞 (包括 非 弹 性 ) 过 程 (R. J. Glauber， 
1958). 

这 个 推广 中 ,所 假定 的 原则 和 以 前 一 样 . 人 射 粒子 的 能 量 已 假定 很 大 ,使 得 
>> 101 和 ka >>1, 其 中 U 是 这 个 粒子 和 革 粒 子 间 的 相互 作用 能 量 ,a 是 此 相互 
作用 的 力 程 .我们 考虑 动量 转移 比较 小 的 散射 :人 射 粒 子 的 动量 改变 fig 的 它 的 
原 有 值 多 相 比 很 小 (9 <<k). 这 个 条 件 现 在 不 但 使 得 散射 角 很 小 ,并 且 还 使 能 
量 转移 也 比较 小 . 

我 们 还 将 假定 入 射 粒子 的 速度 "远大 于 靶 内 粒子 的 速度 w: 

Vv >> vo. (152.1) 
对 于 带电 粒子 和 原子 的 散射 讲 来 ,此 条 件 等 价 于 玻 恩 近似 的 适用 条 件 (参考 
§148 和 §150). 

如 果 v>>w ,一 定 有 1Ula/j <<1. 因此 在 该 情形 下 不 需要 本 节 的 理论 . 但 对 

核 靶 讲 来 ,粒子 间 结合 的 不 是 库仑 力 而 是 核 力 ,情况 就 不 同 了 . 我 们 将 讨论 一 个 
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快 粒 子 被 核 散射 这 一 特殊 情形 0. 
条 件 (152. 1) 使 我 们 有 可 能 考虑 入 射 粒子 相对 于 核 中 位 置 固定 的 各 个 核子 
而 言 的 运动 问题 @, 这 就 是 说 ,粒子 - 靶 系 统 的 波 函 数 可 以 写成 
Yr,R,,R,,%) =p(r;R,,R,,…) G(R,,R,,…), (152.2) 
其 中 @,(R,,R,，,…) 是 原子 核 第 i 个 内 态 的 波 函 数 ;R,,R,，,… 是 核 内 各 个 核子 的 
径 矢 . 因子 p(7;R,,R,，…) 是 正在 进行 散射 的 粒子 波 函 数 (7 是 它 的 径 矢 ) ,具有 
给 定 的 R,,R,,… 值 ,这 些 值 是 以 下 醉 定 刻 方 程 中 的 参量 : 
> 
[- 世 mm+ Tv)]e = 名。， (152.3) 
其 中 U(r -RR,) 是 该 粒子 和 第 a 个 核子 的 作用 能 量 ,而 hk 是 粒子 在 无 穷 远 处 的 
动量 @. 
如 果 我 们 求 出 了 具有 以 下 渐 近 式 的 (152. 3) 式 之 解 : 


p= "+P nsRi sR ) (152.4) 
( 式 中 =r/r,n=k/k) , 则 (152.2) 式 的 波 函 数 
W =e PE 于 (152. 5) 


将 描写 对 碰撞 前 处 于 第 i 个 态 的 原子 核 所 进行 的 散射 :入 射 波 e* “在 (152. 5 ) 式 
中 作为 B, 的 相 乘 因子 出 现 . (152. 5) 式 中 的 第 二 项 代表 散射 波 . 但 是 , 仅 当 入 射 
粒子 的 能 量 改变 足够 小 ,也 就 是 核 的 内 能 变化 足够 小 时 ,用 这 个 式 子 来 求 散射 振 
幅 才 是 合适 的 . 因此 ,把 粒子 考虑 成 为 是 在 “刚性 固定 "的 核子 组 的 恒定 场 中 运 
动 (相当 于 方程 (152.3) ) 时 ,我 们 就 略 去 了 这 种 运动 可 能 的 能 量变 化 . 
为 了 把 核 的 内 态 具有 特定 变化 的 散射 振幅 分 离 出 来 ,应 把 y 写成 以 下 
形式 : 
=e "G+ Fh) gi, (152.6) 


式 中 对 原子 核 的 各 个 态 求 和 ,fi;(n',n) 则 给 出 待 求 的 原子 核 具 有 特定 四 迁 ;一 洲 
的 散射 振幅 , 它 是 散射 角 (n 和 nm' 的 夹 角 ) 的 函数 . 比较 (152.6) 和 (152.5) 得 


filn',n) = | or Foidr, (152.7) 
其 中 dr =d*R,d’R,… 是 原子 核 位 形 空间 中 的 体积 元 . 我 们 必须 再 一 次 强调 ,这 


四 条 件 (152.1) 给 出 的 是 任 一 重 核 的 相对 论 速度 " 在 目前 的 非 相对 论 理论 表述 中 ,我 们 不 考虑 它 
对 任 一 特殊 散射 过 程 的 实际 适用 性 问题 . 

加 这 个 近似 类 似 于 分 子 理论 所 根据 的 那 种 近似 , 即 分 子 中 的 电子 态 是 针对 各 个 原子 核 的 固定 位 置 
来 考虑 的 . 

图 (152.3) 式 中 假定 了 粒子 和 核 的 作用 等 于 它 和 各 单个 核子 的 两 体 作用 之 和 . 
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个 公式 仅 当 和 / 态 的 能 量 相差 比较 小 时 才能 成 立 . 
方程 (152.3) 之 解 (152.4) 本 身 , 可 用 $ 131 中 描述 的 方法 求 出 D. 类 似 于 
(131.7) 式 ,我 们 有 
大 


F(n’,n;R,,R,,) =253 | [S,(p,R,, Rss) -1]e-*'rd’p, (152.8) 


其 中 
S(p,R,,R,,…) = exp[2i8(p,R,,R,,…)], 


6(p,Ri,R,,%) = > 6,(p -R,,), (152.9) 


了 人 
5 -RD) = 天 | 已 (RD)dz 
记得 是 径 矢 r 在 (垂直 于 大 的 )xy 平面 内 的 分 量 ,R。, 是 径 矢 R, 的 上 述 相应 分 


量 :hig =p' -已 是 散射 粒子 的 动量 改变 ,(152.8) 式 中 只 出 现 它 的 横 分 量 . 函数 6。 


确定 粒子 被 单个 自由 核子 弹性 散射 的 振幅 : 
2 = 去 | fe” -1 eedzp。 (152.10) 
当 i=/ 时 ,(152.7) 和 (152.8) 给 出 被 原子 核弹 性 散射 的 振幅 : 
fn’',n) = [3(p) -1]e™*"d’p, (152. 11) 
式 中 的 横 线 代表 对 原子 核 的 内 态 求 平均 : 
S(p) = SR ,Rs ) ID (RR,,.) 12dr， (152.12) 


此 式 推广 了 前 面 的 (131.7) 式 . 
令 (152.11) 式 中 的 m =n 并 应 用 (142.10) 式 的 光学 定理 ,我 们 得 散射 总 
截面 


=2 | (1 -ReS) dip. (152. 13) 
弹性 散射 全 截面 o, 是 由 1f/;1? 对 n' 的 方向 积分 后 得 到 的 . 对 于 小 的 散射 角 
0, 我 们 有 9= 妇 ,立体 角 元 do~=d*g/k. 因而 
m= [WY 竖 . 
采用 (152. 11) 式 的 万, 把 太太 写成 8ipdzp' 的 一 个 重 积分 ,利用 下 式 可 实行 对 dg 


外 $131 中 曾经 指出 , 波 函数 的 初始 表 式 (131.4) 只 在 : << ha? 的 距离 处 成 立 . 这 一 点 在 $ 131 的 进 
一 步 推导 中 并 不 重要 . 但 对 一 个 多 粒子 系统 (例如 一 个 原子 核 ) 的 散射 来 讲 , 它 会 导致 另 一 种 限制 ; 
(131.4) 式 必须 在 散射 系统 所 占 的 整个 体积 内 成 立 , 也 就 是 说 ,我 们 必须 有 Ro << ka? ,其 中 Ro 是 原子 核 半 
径 ,a 是 势 U 的 力 程 . 
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的 积分 : 
fe "dg=(2n)8(p -p'), 
这 个 5 函数 在 对 dp' 的 积分 中 被 积 掉 . 结果 为 
o.= 5-17dp， (152. 14) 
反应 总 截面 为 
0,=0,-0.= fa 151?) dp. (152. 15) 
注意 (152. 13) 一 (152.15) 是 和 一 般 公式 (142.3) 一 (142.5) 一 致 的 :对 后 
者 把 求 和 (对 大 的 1 求 和 ) 改 成 对 p=1/k 的 dip 求 积分 ,并 把 5, 改 成 5(p) 函数 ， 
我 们 就 得 (152. 13) 一 (152. 15). 
习 题 
1. 试 把 一 个 快 粒 子 被 一 个 氛 核 弹性 散射 的 振幅 用 该 快 粒子 对 质子 和 中 子 


的 散射 振幅 表达 出 来 (R.J. Clauber,1955 ) . 
解 :根据 (152. 11) ,被 所 核弹 性 散射 的 振幅 为 


k , 1 
f° (q) = 由 CR) {ee[2is(e-5R*+ 
+2i8,(p +38,)] -1}e "eRe’p, (1) 
其 中 Wu(R) 为 氛 核 中 中 子 (n) 和 质子 (p) 的 相对 运动 波 函 数 ;R =R, -RR,,R, 是 
RR 在 入 射 粒子 波 和 失 上 的 垂直 平面 上 的 分 量 . (1) 式 大 括号 内 的 差 量 可 以 写成 
exp(2i8, +2i8,) -1= (et -1) + (ew -1) +(e™ -1)(e"™ -1). 
采用 te 根据 (152. 10) 及 基地 式 
exp[2i8,(p)] -1=2 J/" (4 ge ss 和 
可 对 积分 (1) 进 行 变换 ,结果 为 
f°(q) =f"(g)F(g) + (gq)F( -gq)— 
-2lx /F020 (tj (F399), (02) 
其 中 
F(qg) = | Wa(R) le "dR 


是 氛 核 形状 因子 . 
(2) 式 中 令 q=0(F(0) =1) 并 用 (142.10) 式 的 光学 定理 , 求 得 氛 核 散射 总 
截面 
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人 


0 to + 让 Re | PC2g)7 Ca)Fm( -gq) dg. (3) 


2. 求 一 个 快 氛 核 被 一 个 半径 为 R。 的 重 吸 收 核 散射 后 衰变 成 为 一 个 中 子 和 
一 个 质子 的 截面 ,其 中 R 远大 于 氛 核 波长 (KR。>>1, 其 中 及 是 氛 核 动量 ) 也 远 
大 于 氛 核 半径 (E. 人. Deita6epr,1954;R. J. Glauber,1955;A. HH. Axueaep; A. T. 
Cumenko 1955 ) . 

解 : 把 入 射 氛 核 看 作 平面 波 , 大 吸收 核 (kR。 >> 1) 起 着 使 波 衍射 的 不 透明 屏 
幕 的 作用 . 入 射 氛 核 的 波 函 数 为 e*'“Wa(R) ,其 中 汪 ,(R) 是 氛 核 的 内 部 波 函 数 


[R=R,-R, 是 核 内 中 于 到 质 于 的 径 失 ,r= 方 (RR,+RR,) 是 它们 的 质心 的 径 失 ]- 


吸收 核 的 存在 “ 移 去 "了 这 个 函数 中 的 一 个 部 分 ,这 部 分 的 中 子 和 质子 横向 坐标 
(P。 和 Am ) 位 于 原子 核 的 "阴影 "区 内 , 即 半 径 为 Re 的 国内 . 因此 波 函 数 变 成 
=e "Ss(p, ,ps ) Yl R), 

当 p,,ps 宇 Ro。 时 式 中 的 S=1, 而 当 p, 或 p, 小 于 Ro 时 S=00. 这 个 波 函数 若 没 有 
因子 yu, 则 相当 于 (131.5) 形 式 的 入 射 波 表示 式 ( 略 去 衍射 对 射线 的 弯曲 ) , 因 
而 $ 因 子 具 有 和 8$131 及 8$152 中 同样 的 含义 . 

类 似 于 (152.13) 和 (152.14) 式 , 氛 核 散射 的 总 截面 o,( 包括 所 有 的 非 弹性 
过 程 ) 和 弹性 散射 截面 o, 分 别 为 


0.=2f0 Er. 二 1G-D?dp， 


Cr 


式 中 p= 方 (p。+p,) 并 且 应 用 了 5 为 实 量 的 事实 .5 的 平均 是 对 氛 核 基态 而 
言 的 : 
S(p) = [SwidR. 
至 于 如 ,采用 以 下 函数 就 足够 了 : 
a We 
Wa 
此 式 在 中 子 和 质子 间 核 力 的 力 程 外 距离 R 处 成 立 ( 参 考 (133.14) 式 ;k = 


Vmle1/ 志 ,1e1 是 氛 核 的 结合 能 ,mm 是 核子 质量 ) .根据 S 的 定义 ,如 果 有 一 个 核 
子 或 者 两 个 核子 都 进入 半径 为 R 的 圆 内 并 被 原子 核 吸收 掉 , 则 1 -5 不 等 于 零 : 
从 而 


wax= -5dp= 了 or (1) 


@ 气 和 原子 核 的 库仑 作用 已 略 去 . 
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为 俘获 一 个 或 两 个 核子 的 截面 . 另 一 方面 ,r, = 0gg +0,+0gx, 其 中 ona 为 竺 
求 的 氛 核 "衍射 " 表 变 截面 . 故 
sx =0, -0.= [5(1 -5)dp. (2) 
当 Ruk >>1 时 ,在 积分 式 (2) 中 小 距离 ( ~ 1/K, 是 从 原子 核 边缘 算 起 的 是 重 
要 的 ,于 是 沿边 缘 的 积分 给 出 一 个 因子 2mRu , 沿 生 直方 向 的 积分 可 把 阴影 区 看 
作 以 直线 为 界 那样 去 计算 , 取 此 直线 为 了 轴 , 并 取 x 轴 从 于 影 向 外 ,我 们 有 


Cnn =2uR, 三 Sl sla 
其 中 的 积分 
S(z) = jy 人 ji CR)dXdYdZ, 
R= VY + +2, 
对 给 定 的 = 方 (X。+X,) ,上 式 是 在 ,之 0 的 区 域 上 积分 ,也 就 是 在 1X1 = 


1X, -站 ,1<2x 区 域 上 积分 . 把 积分 变量 变换 成 处 和 尺 以 及 YZ 平面 内 的 极 角 后 
(此 时 dydZ 一 2mRdR) ,这 个 积分 变 成 


S(x) =1-e +4ux | Tat, (3) 


ua 


含有 这 个 S(x) 函数 的 积分 (2) ,可 利用 下 式 通过 重复 分 部 积分 算出 : 
有 (et -9) 灼 = 2. 

结果 为 
aan = 至 Ru (In2 -地 )- 


在 同一 条 件 kR。>>1 下 , 停 获 截面 为 


[(1) 式 对 p >R。 区 的 积分 可 用 (3) 式 算出 ,对 p < R 区 的 积分 给 出 mR?]. 这 个 
截面 包括 整个 所 核 的 被 停 以 及 俘获 一 个 核子 而 释放 另 一 个 ( 剥 裂 反应 ). 后 一 种 
反应 截面 是 按照 只 有 一 个 核子 射 入 阴影 区 时 的 碰撞 面积 (对 邮 平均 以 后 ) 而 算 
出 的 ,并 有 


TR 
heh 一 全 人 


(R. Serber,1947 ) . 





$a 厄 米 多 项 式 


方程 式 
y” -2xy’ +2ny =0 (a.1) 
属于 用 拉 普 拉 斯 方法 0 能 解 的 类 型 . 
这 个 方法 可 用 于 以 下 类 型 的 任 一 线性 方程 ; 


式 中 的 系数 不 超过 x 的 一 次 宕 ,其 求解 步骤 如 下 . 我们 作 下 列 多 项 式 
P(t)= a, Q(:)= 六 0 
及 由 它们 所 组 成 的 函数 
1 P 

Z(1) = COep Gu 

它 确定 到 一 个 常数 因子 为 止 .所 考虑 方程 之 解 可 表 成 下 列 复 积分 形式 ， 
7=| Z(t)e"d, 
基 中 所 取 的 积分 路 线 C 使 积分 为 有 限 且 不 等 于 零 , 并 且 , 当 上 走 完 曲 线 C 以 后 
(曲线 C 可 以 是 封闭 的 ,也 可 以 是 不 封闭 的 ) ,函数 
V=e"QZ 


回 到 原 值 . 
在 方程 式 (a.1) 的 情形 下 ,我 们 有 


Ped On -WM ZE = 


re Lo 


故 其 解 为 


四 可 参考 ,E. Goursat, Cours d' Analyse Mathe matique ，Gauthier - Villars, Paris, vol. 了 , ;或 斯 米尔 诺 
夫 著 (高 等 数学 教程 ),( 中 译本 :第 三 卷 第 三 分 册 , 第 五 章 $ 107) ,高 等 教育 出 版 社 . 
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一 Jeo( -各 


在 物理 应 用 中 我 们 只 需 考虑 n > -地 的 情况 . 对 这 些 n 值 而 言 ,积分 路 线 可 


取 曲 线 C, 或 C:( 附 录 图 1) ;这 些 曲 线 满足 所 需 条 件 , 因 为 函数 V 在 曲线 两 端 
(1=+m 或 1= -om ) 等 于 零 D. 

我 们 来 求 参 量 n 的 值 ,使 得 方程 (a. 1) 之 解 对 x 的 所 有 有 限 值 而 言 是 有 限 
的 . 当 x 一 二 加 时 ,此 解 不 比 * 的 有 限 次 寡 更 快 地 趋向 无 穷 大 . 我 们 先 考虑 非 整 
数 的 值 .此 时 (a.2) 式 沿 C, 和 C, 的 积分 给 出 方程 (a. 1) 的 两 个 独立 解 . 按照 
t=2(x -4) 的 关系 引进 变量 4 后 , 沿 C, 的 积分 可 变换 成 以 下 形式 , 式 中 略 去 了 
一 个 常数 因子 ， 





(a.2) 


a2 Pd 
y=e 全 TREE (a.3) 


其 中 积分 是 沿 wu 复 平面 上 的 C', 曲线 进行 的 ,如 附录 图 2 所 示 . 
G 四 
CO © 四 


附录 图 1 附录 图 2 


当 x 一 +% 时 ,整个 积分 路 线 C', 移 向 无 穷 远 处 ,(a.3) 式 中 的 积分 按 。… 规 
律 趋 于 零 .但 当 x* 一 - % 时 ,积分 路 线 延 及 整个 实 轴 ,(a.3) 式 中 的 积分 并 不 指数 
式 地 趋 于 零 , 从 而 y(*) 函数 按 e” 规律 趋向 无 穷 大 . 同 理 , 容 易 证 明 (a.2) 沿 曲线 
C"', 的 积分 当 * 一 + m 时 指数 式 地 发 散 . 

当 n 为 正 整 数 时 (包括 零 ), 沿 积分 路 线 的 直线 部 分 的 积分 相互 抵消 ,而 
(a.3) 式 中 沿 C 和 C', 的 两 个 积分 现在 变 成 一 个 绕 u =* 点 的 封闭 曲线 的 积 
分 , 故 解 为 


pr 
y(x) =e fa 
这 个 解 满足 所 述 条 件 . 按照 熟知 的 求解 析 函 数 导 数 的 柯 西 公式 
f° (x) | 


2miP Cer) 





@@ ”这些 路 线 对 负 整数 的 不 适用 , 因 积 分 (a.2) 沿 这 些 路 线 将 恒 等 于 零 . 
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可 知 y(x) 除 了 一 个 常数 因子 外 就 是 一 个 厄 米 多 项 式 


EE (i 





H,(x) =( -1)"e™ 


H, 多 项 式 按 * 的 降 寡 展开 , 呈 下 列 形 式 : 


Za (2z) + -1)(a-2)(n -3) 


a 
Tx2 2 





H,(x) =(2x)"— 


(ms) 
它 只 含 宇 称 与 n 相同 的 各 种 * 宕 次 .我 们 写 出 前 面 几 个 厄 米 多 项 式 : 
H, =1,H, =2x,H, =4x: -2,H, =8x’ - 12x, 
H, =16x* -48x? +12. (a.6) 
计算 归 一 化 积分 时 ,我 们 把 (a.4) 代 入 eH, ,并 进行 分 部 积分 n 次 ,得 


导 CF 你 ( -DH.(#) Ee d= 个 ed 


但 是 d"H,/dx" 是 一 个 常数 2"n!. 故 
从 er2Hai(z)dx =2°nl VF. (a.7) 


$b 艾 里 函数 


方程 
y -xy=0 (b.1) 
也 属于 拉 普 拉 斯 类 型 ( 见 $ a). 根据 一 般 方法 ,我们 作 下 列 函 数 : 


ys 


故 其 解 可 表 成 下 列 形式 : 
7(x) = 常数 x | md 


所 选 的 积分 路 线 C ,必须 使 V 函数 在 该 曲线 的 两 
端 都 等 于 零 . 这 两 个 端点 因而 必须 在 上 复 平面 上 
的 Re e >0 区 域内 (附录 图 3 中 的 阴影 区 ) 趋 向 
无 穷 远 . 

对 所 有 * 而 言 均 为 有 限 的 解 ,可 取 图 中 所 示 
的 积分 曲线 C 得 到 . 这 条 曲线 可 以 任意 移动 ,只 
要 它 的 两 个 端点 仍 留 在 原来 的 两 个 阴影 区 (附录 
图 3 中 的 工 和 亚 ) 内 并 趋向 无 穷 远 . 我们 注意 到 ， 
如 果 所 取 的 曲线 位 于 政和 下 两 个 阴影 区 内 , 当 附录 图 3 
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x 一 wm 时 ,所 得 之 解 为 无 穷 大 . 
把 C 移 到 虚 轴 的 位 置 ,(b.2) 函数 旦 下列 形式 (用 := 这 代入 ) : 


e -上 人 cos (ux + ) du. (b.3) 


函数 (b.2) 中 的 常数 已 取 作 -i/2VT ,这 样 得 到 的 B(x) 函数 称 为 艾 里 丁 数 0. 

用 鞍点 法 计算 积分 (b.2) ,可 得 x 值 很 大 时 的 B(x*) 渐 近 式 .对 *>0 而 言 ， 
被 积 函 数 中 的 指数 寡 当 : = +Vx 时 有 一 个 极 值 ,这 个 被 积 函 数 的 “最 陡 下 降 方 
向 "平行 于 虚 轴 . 因此 欲求 * 为 很 大 正 值 时 的 渐 近 式 , 我 们 把 指数 寡 展 成 +Vx 
的 者 级 数 ,并 沿 平行 于 虚 轴 的 C, 直线 (图 3) 积 分 ;C, 和 虚 轴 的 间距 04 =Vx. 用 
4= -Vx +iu 代入 ,我 们 得 


1 Ee 2 az 2 
oo 后 | exp( -3 -Ver )du， 
故 
oo = 二 aexp{ -3o)， (b.4) 
可 见 x 为 很 大 正 值 时 ,B(x*) 函数 指数 式 递 减 . 
为 了 求 * 为 很 大 负 值 时 的 渐 近 式 ,我 们 注意 到 ,x <0 时 指数 竺 在 1=i Vi1xl 
和 t= -i VIxT 处 有 一 极 值 ,这 两 点 处 的 最 陡 下 降 方向 与 实 轴 分 别 夹 -于 有 角 和 


证 角 . 取 折线 C,( 距 离 为 08 = YIzT ) 为 积分 路 线 ,经 过 某 些 简单 变换 后 ,我 
们 得 
ez) = 让 msin( 了 zi + 至) (b.5) 
因此 在 x 为 很 大 负 值 的 区 域内 ,@(x) 函数 具有 振荡 性 . 可 以 指出 ,(x) 函数 的 
第 一 个 极 大 值 (最 大 极 值 ) 为 $B$( -1.02) =0. 95. 
艾 里 函数 可 以 用 二 阶 的 贝 塞 尔 函 数 来 表述 . 很 容易 证 实 (b. 1) 方 程 具有 下 
列 解 : 
[zal(3e") 
(Cs) 


外 我 们 按照 B. A. 福 克 ( Box) 所 设 的 定义 ; 见 T. 区 gaxosnesa, 艾 里 函数 表 . 莫斯科 :科学 出 版 社 
1969. (x*) 是 福 克 所 定义 的 两 个 函数 之 一 , 记 作 Y(z). 文献 中 还 会 遇 到 艾 里 函数 的 另 一 种 定义 , 它 与 (h. 


3) 差 一 个 常 因子 :4i(z) -六 50 
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其 中 0 
_VAA 2 = aa 2 3n 
>0 时 ,8(#) = [Tn (3 ) -ln (3 ) ]= /ER (3 


x<0 时 ,B(x) ee J (31x1”) ] hy 
其 中 





(x) = 让 全 (iz) ,K,(#) = 二 卫 < »(*) -1,(x)], 








利用 递 推 公式 
K(x) -Ki(z) = -LK,(#), 
2K',(x) = -K,,(x) - K,,,(x). 
很 易 求 出 艾 里 函数 的 导数 
BAY - 遍 (3 ) ,>0) (b.7) 
%=0 时 . 
$(0)= /rn =0. 629,， 
oo 
Sn (3) 
$$'(0)=- = -0.459. 
(0) 
附录 图 4 绘 的 是 艾 里 函数 的 曲线 图 形 . 








0 FE 
x 


附录 图 4 
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$c 勒 让 德 多 项 式 ? 
勒 让 德 多 项 式 P,( cos a 


Pi(eos 9) = pT 站 Too- (c.1) 
满足 下 列 微分 方程 





1 
rr 0 dg | 


连带 勒 让 德 多 项 式 由 下 式 定义 : 


全 
有 


(deos 6)” 244 (dcos 9) 一 ” 
或 者 ,等 价 地 定义 为 
0 £2 i 
oor ph ra 
Rt 


+l(l+1)P,=0. (ce.2) 


(cos’0 -1)', (c.3) 





(cossg -1) (ec.4) 








0 Et 2 =0. (c.5) 


i 
sin 9 dg db 下 ) * 
勒 让 德 多 项 式 的 归 一 化 积分 式 为 
fp) Tay 
(p= es 0). 把 (.1) 代 人 上 式 ,并进 行 1 次 分 部 积分 后 ,得 


= 1 1 
Se DE ,0p 


作 变 换 uw = 去 (1 -4) ,使 该 积分 变 成 欧 拉 B 积分 ,结果 为 














[I J a2 (e6) 
同 理 ,容易 证 明 ! 值 不 同 的 P (4) 函数 是 后 此 正 交 的 . 
[PP =0, oz (e.7) 


连带 勒 让 德 多 项 式 的 归 一 化 积分 可 用 类 似 方 法 算出 . 把 [P (4)]” 写成 
(ec.3) 和 (ce.4) 式 的 乘积 , 作 !-m 次 分 部 积分 ;结果 得 


三 2 2 (li+m)! 
| Pro] 和 = 人 








(c.8) 


外 ” 球 谐 函数 的 理论 已 有 许多 论述 极 佳 的 数学 文献 . 为 参考 计 , 我 们 在 这 里 仅 给 出 一 些 主要 的 关系 
式 , 不 准备 系统 讨论 这 种 函数 的 理论 . 
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容易 证 明 1 不 同 (m 相同 ) 的 P” 函数 彼此 正 交 : 


[Pr Pr Gp) dp =0,1#1 (ce.9) 
三 个 勒 让 德 函数 的 乘积 的 积分 计算 , 见 $ 107. 

下 列 加 法 定理 对 勒 让 德 多 项 式 成 立 . 设 7 为 球 角 9,p 和 09',p' 所 决定 的 两 个 
空间 方向 的 夹 角 :cos y =cos geos 9' + sin bsin 9'cos(g -gp') , 则 有 

Pi(cos y) =P,(cos 0)P,(cos 6') + 





2 (fF) tpr (cos 0) Pr (eos 0')cos m(p - eo 
he ei 
Pi(n.n')= 5 Dy Yi (n') Yn). (ce.11) 


呈 和 于 是 两 个 单位 矢量 . Y。(m) 的 宗 量 是 相对 于 菜 悦 定 坐标 系 的 球 角 . 
如 果 (e. 10) 式 乘 以 P,( cos 9) 并 对 do = sin gdbdp 积分 . 式 右 所 有 含有 
Cos m(p -9 ) 因 子 的 各 项 对 积分 后 等 于 零 ; 应 用 (e.6) 和 (e.7) ,我 们 得 


f Pieos 7¥)P,(cos 9)do =6u3 TIP,( cos SW 
此 式 可 写成 下 列 对 称 形式 ， 
[PiCm + ns) Pm nm) do, = 











00 Pi(m + n,), (ec. 12) 


其 中 n, ,n,n 是 三 个 单位 矢量 ,积分 是 对 m 的 方向 而 言 的 . 
最 后 ,我 们 给 出 前 几 个 归 一 化 的 Y, 球 函数 : 


3 
a El se 
00 a Y= i Bn Oe 
LS 了 3 i 
wi [4 0, a /Bs Osin Ge*™, 
5 15 #2 
Yn = /167 (1 -3c080), TY. = -N32 [on 


Ek 20- 
于 二 二 和 167co0s 6(5cos 9g-3) ， 
= +i /六 富 0(5cos’0 -1)e*™, 
i a pe s 
和 / 强 cos Osin’ge*™™, Ys = + [sin ge Ne 
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$d 合流 超 几 何 函 数 
合流 超 几 何 函 数 定义 为 级 数 


a let) 呈 ，， 
yl1! y(y+1) 2! 2 
此 级 数 对 z 的 所 有 有 限 值 都 是 收敛 的 ;参量 a 是 任意 的 ,而 参量 y 假定 不 等 于 零 
或 负 整数 . 如 果 a 是 一 个 负 整 数 (或 零 ), 则 F(a,y,z) 变 成 一 个 lal 次 多 项 式 . 
F(a,y,z) 函数 满足 微分 方程 

zu +(y-z)u -au=0, (d.2) 
它 很 易 直接 验证 @. 用 wu = zu 代入 方程 ,上 式 可 变换 成 男 一 个 同样 类 型 的 
方程 . 





F(a,y,z) =1+ (d.1) 


zu +(2-y-z)ui -(a-y+l)u =0. (qd.3) 
由 此 可 知 y 为 非 整 数 时 ,方程 (d.2) 尚 有 特 解 z”"F(a-y+1,2-7y,z), 它 和 (d. 
1) 式 线性 无 关 , 故 方程 (d.2) 的 通 解 为 
u=CIF(a,y,z) + C:z "F(a-y+1,2 -7y,z). (d.4) 
第 二 项 和 第 一 项 相反 ,在 z=0 处 有 一 奇 点 . 
方程 (d.2) 为 拉 普 拉 斯 型 , 它 的 解 可 用 围 线 积分 来 表达 . 根据 一 般 方法 . 作 
函数 
P(t) = -a, Q(1) =t(t -1), 2(1) st (TD)7 
则 
w= [ee ed (d.5) 


所 选 的 积分 路 线 必须 使 V(t) =e"t* (1 -1)”“ 函 数 走 完 该 曲线 后 回 到 原 值 . 对 
(d.3) 方 程 应 用 同一 方法 ,可 得 w 的 另 一 围 线 积分 : 

w=a fer (1) dt 
作 替 换 tz 一 t 后 ,这 个 积分 化 成 下 列 方便 形式 : 

u(z) = fe a (d.6) 
而 V 函数 则 变 成 


Vi =eie (es -2)' 
(d.6) 中 的 被 积 式 一 般 讲 来 具有 两 个 奇 点 ,在 :=z 和 上 =0 处 .我 们 取 积分 
线 C, 它 从 无 穷 远 处 (Re :一 - % ) 来 沿 正方 向 绕 过 这 两 个 奇 点 后 ,再 回 到 无 穷 




















四 ?为 负 整数 时 的 方程 (d.2) 不 需 专门 研究 ,因为 通过 变换 [此 变换 给 出 (d.3) 式 ] 它 可 以 化 成 7 
为 正 整数 的 情形 - 
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远 处 去 (附录 图 5). 因为 V(1) 在 围 线 两 端 等 于 零 ,所 以 这 个 围 线 满足 所 需 条 件 . 
(d.6) 式 沿 围 线 C 的 积分 在 z=0 处 无 奇 点 ;因此 , 它 除了 一 个 常数 因子 外 ,必须 
和 F(a,y,z) 函数 相同 ,F(a,y,z) 在 z=0 处 是 没有 奇 点 的 . 当 z=0 时 ,被 积 函数 
的 两 个 奇 点 重合 ;根据 伽 马 函 数论 中 的 一 个 熟知 公式 了 了 ， 











ed 
a | d=F07y (d.7) 

由 于 F(a,y,0) =1, 显 然 有 
F(asyss) = | e'(1 -2) "17dt. (d.8) 


(d.5) 中 的 被 积 函数 在 :=0 及 :=1 处 具有 奇 点 .如果 Re(y -a) >0, 并 且 
a 不 是 正 整数 , 则 积分 路 线 可 取 围 线 C", 它 从 :=1 点 出 发 , 沿 正方 向 绕 +=0 点 再 
回 到 := 1 点 处 (附录 图 6); 当 Re(y -ea) >0 时 ,函数 V(t) 绕 此 围 线 一 周 而 回 到 
原来 的 零 值 @. 由 此 定义 的 积分 在 z=0 处 也 没有 奇 点 , 它 和 F(a,y,z) 的 关系 为 


Oh A en 
Fa rye) 下 (09070107 (d.9) 


积分 式 (d.8) ,(d.9) 应 作 下 列 说 明 . 当 a 和 ? 为 非 整数 时 ,被 积 函数 不 是 单 
值 函数 . 它们 在 每 一 点 所 取 之 值 ,已 经 假定 满足 这 样 的 条 件 , 即 复 量 的 等 次 所 取 
的 辐 角 具有 最 小 的 绝对 值 . 





=1 
SS 
附录 图 5 附录 图 6 
注意 下 列 有 用 的 公式 : 
F(a,y,z) =eF(y -avy,-a， (d.10) 


如 果 在 积分 式 (d.8) 中 作 替 换 :一 :+z, 立 即 可 得 上 式 . 

我 们 曾经 指出 ,如 果 a = -n(n 为 正 整 数 ) , 则 函数 F(a,y,z) 变 成 一 个 多 项 
式 . 可 以 求 得 这 种 多 项 式 的 简洁 表达 式 . 在 积分 式 (d.9) 中 作 替 换 :1 -tz 后 ， 
再 应 用 柯 西 公式 , 即 得 


加 ”可 参考 Whittaker 和 Watson, Course of Modern Analysis,Cambridge,1944, § 12.22. 
回 如果 为 正 整 数 , 则 C' 可 取 同 时 绕 :=0 及 +=1 点 的 任 一 围 线 . 
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1 de 
Png -TT en). (dl1) 
如 果 尚 有 Y=m(m 为 正 整数 ) ,我 们 得 下 列 公式 
ee (es) Ee a 





mm+1) (m+n-1)® dr! 
(qd.8) 式 中 作 替 换 :>z -t 后 ,再 对 积分 式 采用 柯 西 公式 , 即 得 上 式 . 

多 项 式 F( -n,m,z) ,0<m<n( 除 开 一 个 常数 因子 外 ) ,与 下 列 广义 拉 盖 尔 
多 项 式 相符 ; 








ee 
Bd a 2 本 
dl) 


中 =0 时 L, 多 项 式 用 L,(z) 标 记 并 称 为 拉 盖 尔 多 项 式 ; 由 (d. 13) 式 得 
L,(s) =e (e's). 

(d.8) 的 积分 表 式 便于 得 出 :很 大 时 的 合流 超 几 何 函数 渐 近 式 . 我 们 把 积分 
围 线 变形 成 C, 和 C; 两 条 围 线 (图 5) ,分 别 绕 过 :=0 和 4=z 点 ;C, 的 下 支 假 定 与 
C1 的 上 支 在 无 穷 远 处 相 接 . 我 们 在 被 积 函 数 的 括号 内 取出 ( -:)“, 可 得 按 z 的 
负 宏 次 展开 的 表 式 . 在 沿 围 线 C: 的 积分 式 中 , 作 替换 :t+z; 则 围 线 C, 变 换 成 
Ci. 故 (d.8) 式 可 表 成 

Fa,yss) -FU -s Gl(a,a-y+1,-z)+ 


Tty™ 
Gn (d.14) 
其 中 的 
cap = 全 | (1+ 二 ) ee Cy 


(d.14) 式 中 -z 和 = 的 寡 次 所 取 的 辐 角 必须 具有 最 小 的 绝对 值 . 最 后 ,被 积 
函数 中 的 (1 +1/z)“ 展 成 wz 的 震级 数 ,并 应 用 (d.7) 式 ,可 得 G(a,B,z) 的 渐 近 
级 数 

Gap =1+i + a(a+l)B(B+1) | (d.16) 


2!12 
(d.14) 和 (d.16) 式 给 出 了 F(a,y,z) 函数 的 渐 近 展 式 . 
7 为 正 整数 时 ,方程 式 (d.2) 的 通 解 (d.4) 中 的 第 二 项 ,或 则 和 第 一 项 相符 
(如 果 y=1) ,或 则 毫 无 意义 (如 果 y >1). 在 这 种 情形 下 ,(d. 14) 式 中 的 两 项 ， 
即 分 别 沿 围 线 C, 和 C, 的 两 个 (d.8) 积 分 式 ,可 以 取 作 (d.2) 式 的 两 个 线性 独立 
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解 [C,,C， 围 线 和 C 一 样 ,满足 所 需 条 件 , 因 此 沿 这 两 个 围 线 的 积分 都 是 (d. 2) 式 
之 解 ]. 这 两 个 解 的 渐 近 式 可 从 早已 得 到 的 公式 给 出 ; 留 下 的 问题 是 求 它 们 的 z 
的 升 惫 展 式 .为 此 ,我 们 从 (d. 14) 式 以 及 z1-?F(a -y+1,2-y,z) 所 满足 的 类 似 
公式 出 发 . 根据 这 两 个 公式 ,我 们 把 G(a,a -y+1, -z) 表 成 F(a,y,z) 和 
F(a -Y+1,2-Y,z); 然 后 令 y =pP+e(P 是 一 个 正 整数 ) ,并 取 极限 < 一 0, 利 用 
洛 毕 达 定 则 求 出 此 未 定式 . 经 过 较 长 的 计算 后 ,给 出 下 列 展 式 : 

sin na* T(p-a) 大 

TIT(P) 


A 三 ICP)TCa +s)[U(a +s) -y(p+s) -ws+1)], 
FP T(a)T(s+p)T(s +1) 





GC (aa-p+l, -zs)=- z" {nz F(asp,z) + 





Se ) "TT(a- Tp), 
PE Dn 人 
式 中 少 表示 伽 马 函 数 的 对 数 导 数 沙 (ae) =T'"(a)《T(a). 
$e 超 几 何 函 数 
超 几何 函数 由 |z| <1 圆 内 的 下 列 级 数 定义 : : 
a8 = + (a+1)B( B+1) No 
Ra pr) 1+ 让 eT >i y (e.1) 
|z| >1 时 ， 由 以 上 级 数 解析 延 拓 求 得 [ 见 (e.6)]. 超 几何 函数 是 下 列 微 分 方程 
的 一 个 特殊 积分 : 
zs(1-a)u +[y-(a+B+1)z]u’ -asu=0. (e.2) 


参量 a 和 有 是 任意 的 ,而 y 关 0, -1, -2,… ,F(a,B,y,z) 函数 显然 对 称 于 参量 a 
和 BD. (e.2) 方 程 的 第 二 个 独立 解 为 
z IF(B-y+l,a -y+1,2 -7y,2); 
它 在 z=0 处 有 一 奇 点 . 
为 参考 计 , 下 面 将 给 出 超 几何 函数 所 满足 的 一 些 关系 式 . 
F(a,B,y,z) 函数 可 以 对 所 有 的 : 值 表 出 , 当 Re(y -a) >0 时 ,可 表 为 下 列 
积分 式 


1 T(1 -oT(y) 7-a-1 
2 ei a -WD 
(e.3) 


外 合流 超 几 何 函数 可 由 F(a,B,y,:) 取 下 列 极限 求 得 
F(a,y,:) = lim F(a,p,y,2/8). 
文献 中 还 把 超 几 何 函数 记 作 ,Fi (a,B,y,:) ,合流 超 几何 函数 记 作 ,Fi (a,y,:). F 下 面 的 左 标 和 右 标 分 别 
代表 级 数 项 中 分 子 上 和 分 母 上 的 参量 数 . 
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所 取 的 围 线 C' 如 附录 图 6 所 示 . 应 用 直接 代入 法 容易 验证 这 个 积分 式 确实 满足 
方程 (e. 2) ;上 式 中 所 选 的 常数 因子 ,应 使 得 z=0 时 函数 值 等 于 1. 

方程 (e. 2) 中 作 替 换 w= (1 -z)”…-?u, 得 到 一 个 同一 类 型 的 方程 , 原 式 中 的 
a,B,y 分 别 被 y -a,y -B,y 诸 参 量 所 代替 . 因此 ,有 等 式 

F(a,B,y,z) =(1-z)’ "HF(y-a,y-B,y,z) (e.4) 

上 式 两 边 满足 同一 方程 式 ,并 且 在 :z=0 处 它们 的 值 相 等 . 

将 积分 式 (e. 3) 作 替换 一 (1 -z+zt) ,可 得 出 以 z 和 z/(z- 1) 为 变量 的 两 
个 超 几 何 函 数 之 间 的 下 列 关系 式 : 


F(aBy,z) =(1 -5) "F(a,y -By 7 ): (e.5) 


此 式 中 的 多 值 函 数 (1 -z) “(及 以 后 所 有 各 式 中 类 似 的 函数 ) 所 取 之 值 ,决定 于 
这 样 的 条 件 , 即 复 量 的 寡 所 取 的 辐 角 具有 最 小 的 绝对 值 . 

其 次 ,我 们 给 出 以 z 和 1/z 为 变量 的 超 几何 函数 之 间 的 下 列 重 要 公式 ,但 不 
加 证 明 . 


py Pt df ok TRE 过 pe 
F(a,B,Yy ,2) tt 2) F (aatl ya+l B,— ) + 
ICY)T(a-B)，_。) - Ss We Re 
+TC FC) oF (BB+1 7B+1 -a,-— }: (e.6) 
这 个 公式 把 F(a,B,y,z) 表 为 |z| > 1 时 为 收敛 的 一 个 级 数 , 这 就 是 原 级 数 (e. 1) 
的 解析 延 拓 . 
下 列 公式 


F(a,B,y,z) = Er (ep,o +B+1-7y,1-z) + 


+2 人 (1-2)’ "IF(y=a,y-B,y+1-a-pB,l-:) (e.7) 
把 z 和 1-z 的 超 几 何 函数 联系 起 来 ;其 推导 过 程 与 (e. 6) 式 相似 . 把 (e.7) 和 
(e.6) 式 合并 ,可 得 下 列 关系 式 


TOT(B-a),, _,-e 本 各 
FCa,B,7,2) = 下 OOOF(y 二 (1- 习 F{ay-B,a+l BES) 


) (a- ) 一 i 一 一 

+ 下 让 ) (1 2) °F (Bp,y a,B+1 oa (e.8) 
-ICY)T(Y -a-p),-。 = 

Fa,p,y,s) =F OS F (a,atl ?7,a+B+1 7 + 


DO DO Be a. 
a 2 Fl py -By +1-a-B, N 








(e.9) 
(e.6) 到 (e.9) 各 式 右边 的 每 一 项 都 是 超 几何 方程 的 一 个 解 . 
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如 果 a( 或 B) 是 一 个 负 整 数 (或 零 ) ,a = -n, 则 超 几 何 函 数 变 成 n 次 多 项 
式 , 并 可 表 成 下 列 形式 
有 aa 
A 
此 式 与 下 列 雅 可 比 多 项 式 只 差 一 个 常数 因子 . 


Po(z) = 2 (at+2) (at 有 | -ma+b+n+lia+l， 
n, 





[a (1 =)"7]. (Ce.10) 





Lm 
7)= 
= 人 LUD 1a) ts) 1 (e.11) 
2°n! 出 
4 =b=0 时 , 雅 可 比 多 项 式 就 是 勒 让 德 多 项 式 .n=0 时 ,P,"”= 1. 


$f 含有 合流 超 几 何 函 数 的 积分 计算 


让 我 们 考虑 下 列 积分 式 
天 二 人 ea 后)d， (£.1) 


o 


假定 它 是 收敛 的 ,那么 ,必须 使 Rev > -1 和 Re 和 A > 1Re |; 如 果 a 是 一 个 负 整 
数 ,后 一 条 件 可 用 Re A >0 代替 . 

应 用 F(a,y, 妨 ) 的 积分 表 式 (d.9) ,并 把 围 线 积分 和 与 dz 的 积分 对 调 , 容 易 
得 出 : 
ys _1 T(l-oar(y) Pe Dl _ Dry-e-ldtdz = 


2mi T(y-a) 
汪 -去 全 +1) $f ( -801=807 -i/A) dt. 
考虑 到 (e.3) 式 ,我 们 最 后 得 
,=T(v+1)A™ F(a,v+1,y,k/A) (人 2) 
当 F(a,v +1,y,k/A) 函数 变 成 一 个 多 项 式 时 ,积分 了 ,可 用 初等 函数 表示 出 来 : 





es d 

I =(-D TO 
-I di 
TC yr my rn dt (XW de 


= et ei x 
kK" (1 -a)(2-a)…(m-1-a) 


[A ™Y(A-E) YS (f3) 





Jo 


x { Cm! AAA] + 


+n!l (m-n-l)(m-1)A" "(A-k) " "ex 
pe i 
Ee (£5) 
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其 中 m,n 都 是 整数 , 且 0<n<m-2. 
其 次 ,让 我 们 计算 下 列 积分 
,= 下 eu [F( -my 如)]zdz， (£.6) 
其 中 站 是 一 个 正 整数 ,并 且 Re w > 0. 为 了 计算 这 个 积分 式 ,我 们 从 一 个 更 普遍 
的 积分 式 出 发 ,被 积 函数 中 的 。-* 因 子 改 成 e-*. 其 中 一 个 F( -n,y, 全 ) 函数 可 
写成 围 线 积分 (d. 9) ,然后 应 用 (f 3) 式 对 dz 积分 : 


pe 2 1 T+m)Tr(y) 
|* dy 


x (D(a) "eIF( -nn,y,k)didz = 
. +a) TO)T(y) x i hh 
i( - 1) Dy x$ .a ya Co 
pn 


和 的 ey n 次 导数 来 代替 ;然后 再 令 A = 上 ,就 回 到 积分 J，. 
2 LT(n+ DTO)T(Y) 
3 二 T° (y+n)k" 
«$0 Sa -上 


分 部 积分 次 后 . d" [dz 算 符 就 转移 到 表 式 ( -1)”'(1 -1)”"' 身 上 ,然后 用 
莱 布 尼 芯 公式 展开 此 导数 . 结果 得 到 许多 积分 式 之 和 ,其 中 的 每 一 个 积分 式 都 能 
化 成 熟知 的 欧 拉 积 分 式 . 最 后 可 得 所 求 积 分 的 下 列表 式 : 

本 T(v)n! 

和 TD 

x {1+ SAD (nm ys)(y pe) | (£.7) 

















3 [Gs+DI] YY+1)(y+s) 
容易 看 出 ], 积 分 间 具 有 下 列 关系 式 
_ 9-p- Dy-p(y+p-1 
1 = 3 a (£.8) 
中 是 任意 整数 . 
同样 地 可 计算 积分 
J= [ea F(a,y ,hs) F(a’,y, ks) dz, (£.9) 


我 们 把 F(a',y,k'z) 函数 表 成 围 线 积分 (d. 9) ,然后 利用 n=0 的 (f.3) 式 对 
dz 积分 : 
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le 5m (DIL De 


27i T(y-a') 
xF(a,y,hz) dzdt 
= ToT) A 
ey fd a TD RR 
x (一 有 有 -dt 
作 替 换 tAt/( kt + 和 A-k') ,这 个 积分 变 成 (e.3) 形 式 ,结果 得 
A ) 


TT OA XR) h(a 


(£.10) 
如 果 a( 或 a') 是 负 整 数 ,a = -n, 上 式 可 用 (e.7) 式 改写 成 
i cn ET 
ei 0 
A(A kk 
xF( na’, -nta MI (£.11) 


最 后 ,让 我 们 考虑 下 列 形式 的 积分 


了 (aya') = 类 -二 Ra ,7 la)F(a',y -pk'z)dz (f.12) 


假定 参量 值 使 该 积分 绝对 收敛 ;s 和 p 都 是 正 整数 .应 用 (f.10) ,其 中 最 简单 的 积 
分 式 了 (a,a') 为 
DY (asa) =2T(OY E+) Tk Ah) (kk) x 
7 
xF[ aa RN]， (f.13) 


如 果 a( 或 a') 是 一 个 负 整 数 ,a = -n, 应 用 (f 11) 式 ,我 们 还 可 写成 





oo ， sT 一 人 -a +1)…(7-a'+n-1 
(ne) =277C2(7 es > 
2 

5)] 

(f.14) 
Jr(a,e ) 的 一 般 公 式 也 可 以 推导 出 来 ,但 是 它 过 于 复杂 不 便 应 用 . 更 方便 的 办 
法 是 应 用 递 推 公式 , 它 可 以 把 玫 (a,a') 的 积分 式 化 成 =p =0 的 积分 式 .我 们 
把 它 写 出 来 ,不 加 证 明 @. 公式 


J?(a,a') =7E 1 (a') -Ta (f£.15) 


所 大 | -n,a’,a’ +1 -ny,( 


四 具体 推导 见 W. Gordon, Annalen der Physik[5]2,1031 ,1929. 
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可 使 这 (a,a') 化 成 p=0 的 积分 式 .然后 ,公式 
Wms0) = a{ [0-4 -hat he k's] ea) + 
+s(Y-1+s-2a)] "(a,a’) +2a's], "(a,a’ +1) } 


(£.16) 
最 后 可 使 下 (a,a') 化 成 s=p =0 的 积分 式 . 
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